
 

命题：任意大于 6 的偶数可表示为两个质数之和 

（哥德巴赫猜想证明的一种新方法） 

一.预备知识 

1.常用集合符号 

     自然数集 N ；正整数集 N ；质数集 { | }x xP N   为质数 。 

     设 x N ，集合 ( ) { | },N X r r N r X  且 比如： (6) {0,1,2,3,4,5,6}N   

集合 ( ) { | },P X r r P r X  且 比如： (16) {2,3,5,7,11,13}P   

2.定义： 

函数 ( ) : ,X N N   

( ) ( ( )), ( ),X Card P X X N   ( ) .X 称为质数位置函数  

       1） ( )X 表示不大于 X 的质数个数。 

       2）给集合 P 中元素赋予右下标进行排序。 

       如果 r P 且 ( )r k  ，则元素 r 记作 ( ),kp k N  即 

                1 2 3 42, 3, 5, 7,p p p p      

3.设n N , m N  ,集合 ( }d )| mo{ nx N x m 记作 m

n

m

n EE , 为余数为n的关于m

的同余类。集合 ( ),m

nE N X 记作 )(XE m

n 。集合{0,1,2 -1}m， ， 记作 m , m 是m的

一个完全剩余系。 

4.集合列 )2(,,, 110  mEEE m

m

mm  满足： 

      1）当 , ;m m

m i ji j i j E E   且 时  

      2）
m

m

i

i

E N


  

  

,m

i mE i N m  为集合 的一个 组剖分,

( ) , ( )m

i mE X i N X m同理 为集合 的一个 组剖分。 

 



 

二  孙子定理及其推论 

1.定理（孙子定理）假设 kmmm ,,, 21  两两互质，则同余方程组 

                   

1 1(mod )

(1)

(mod )k k

x a m

x a m




   

对于模 kmmm  1 有唯一解： 

                  1 1

1

(mod )k k

k

m m
x x a x a m

m m
    

这里 11(mod ) 1, , . , ,i i m k

i

m
x m i k x x a a

m
  当 时， 记作（ ） 

2.推论:如果 kia
imi ,,1,  取两组不完全相同的值,则同余方程组(1)的解关于  

m不同余。 

证明：假设方程组












)(mod

)(mod 11

kk mbx

mbx


1 1(mod )

(mod )k k

x c m

x c m




 

和 的解为 

      

               1 1 1

1

( m o d )k k

k

m m
x x b x b m

m m
   与    

               2 1 1

1

( m o d )k k

k

m m
x x c x c m

m m
   相同  

1 1 1 1

1 1

(2)k k k k

k k

m m m m
x b x b x c x c m

m m m m
    即 （mod ）  

1,
( , ) , 1, .

,
i

ij

i jm
m i j k

mm i j


 



当 时

当 时
 

1 1 1

1

( ) ( ) 0(mod )k k k i

k

m m
x b c x b c m

m m
    则由(2)式知：  

( ) 0(mod )i i i i

i

m
x b c m

m
    



 

1(mod ), 0(mod ), 1,2, ,i i i i i

i

m
x m b c m i k

m
    由于 矛盾。 

3.引理 设 kmmm ,,, 21  两两互质， kinE
i

i

i mi

m

n ,,2,1)(  都为集合 N 的剖分，

则 ),,2,1(
1

kinE
i

i

i mi

k

i

m

n  


为集合 N 的一个
1 km m m 组剖分。 

1 22, 3m m  时比如： ，如图1
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                    图 1 

事实上，
1( , , )

1

i

i k

k
m m

n n n

i

E E



                      

1 1 1

1

(mod ), 1(mod ) 1,2, ,k k k i i

k i

m m m
n n x n x n m x m i k

m m m
     （ ， ， ） 这里  

 

   
1

1

1, ,

( 1,2, , ) , ,

( , , )

i

k

i m k

m

k mn n
N m

n i k m n n m

E n n






 

 

有 组不同取值, 也有 个

为 的

不同取值，

组剖分

1

( 1,2, , )i

i i

k
m

n i m

i

E n i N mk


   为 的 组剖分。 

同理，引理结论对于有限集合 ( )N X 也成立，即若 1 2, , , km m m 两两互质，则

),,2,1()(
1

kinXE
i

i

i mi

k

i

m

n  


为集合 ( )N X 的一个 1 km m m 组剖分。 

 

 

 

   

   



 

 

三.有关集合元素个数的结论（一） 

  | |Card A AA对于有限集合 ，其元素个 记作数
 

1. | ( ) | 1N X X 
 

2. e(mod ), , ( ) ( ) ( ),m m m

m n N n n mX m e X X X n  （X）设 集合E 的补集 （E ）记作B  

则 ( )m

nE X 和 ( )m

nB X 分两种情形。 

①当0 ( ) [ ] 1 1m

n

X X e
n e E X

m m


     时，  

X X e

m m


这里符号[]为高斯最大取整符号，且[ ]  

      ( )( ) ( )m m

n X nB X N E X   

             
1

(1 ) ( 3 )
e

X
m m

    

1 , ( ) [ ]m

n

X X e
e n m E X

m m


    ②当 时  

                ( ) ( ) ( )m m

n nB X N X E X   

                       
1

1 (1 ) ( 1)
X e e

X X
m m m


        

1 2

' ''

1 2 1 2 2 1 2 2 1 2, , , (mod ), , (mod ), (mod )m mm m N m m X e m m e X e m X e m    3.设 且 互质，

1 2 2=34 3, 5, 4, 2X m m e  比如 ， 这时 如图  

                                           5

0 ( )B X                

 

 

 

3

0 ( )B X  

图 2 
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3
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对于集合 ( )N X 中任意 x ,及性质 

1 1: 0(mod )H x m  

             
2 2: 0(mod )H x m  

显然 x要么有性质
iH ，要么没有性质 ( 1.2)iH i   

( )N X 中有性质
iH 的所有元素组成的集合记作 0 ( ) 1,2im

E X i   

没有性质
iH 的所有元素组成的集合记作 0 ( ) 1,2im

B X i   

则同时有性质
1H ,

2H 的所有元素组成的集合为 1 2 1 2

0 0 0( ) ( ) ( )
m m m m

E X E X E X  

1 2 2
0

1 2 1 2

( ) [ ] 1 1
m m X eX

E X
m m m m


     

同时没有性质 1H , 2H 的所有元素组成的集合为 1 2

0 0( ) ( )
m m

B X B X  

  1 2 1 2 1 2

0 0 0 0 0( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
m m m m m m

B X B X X E X E X E X      

                 

2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 1 2

1 2 1 2

1 1 1
(1 )

1 1
(1 )(1 ) (4)

m e m e e
X

m m m m m m

m e m e e
X

m m m m

  
    

  
   

 

4.设 1... km m 两两互质，

1 1(mod ... ) ... , (mod ), , 1,2, ,k k k k i i i ix e m m e m m X b m b m i k       

1）对于集合 ( )N X 和 ( )kN e 中任意元素 x及性质H : 0(mod ), 1,...ix m i k   

显然 x要么有性质H ，要么没有性质H ，则 ( )N X 和 ( )kN e 中 

满足性质H 的所有元素组成的的集合分别为 1

0

1

( )
k

m

i

B X


和 1

0

1

( )
k

m

k

i

B e


 

因为集合 11

1 10

...

0 ( ,..., )

1 0, 1,2,...

( ) ( )k

i mi i

k
m mm

a a

i a a i k

B X E X

   


且

中每组为 1

1

...

( ,..., )
k

k

m m

a aE  

共有
1

( 1)
k

i

i

t m


  组，每组元素个数差异由 0,1,..., ke 中元素 



 

是否有性质H 成立确定，共有
0

1

( )i

k
m

k

i

B e


组的元素个数多 1. 

0 0 0

1 1 11 1

( ) [ ] ( ) ( )i i i

k k k
m m mk

k k

i i ik k

X eX
B X t B e t B e

m m m m  


          

           
0

1 11

( )i

kk k
m

i k k i

i ii

X B e e 
 

       

这里
1

1 , 1,2,... .i

i

i k
m

     

令 0

10

( ) ( )i

k k
m

k i

ii

F X B X X 


    

则            ( ) ( ) ( 5 )k k kF X F e  

2) 集合 ( ) ([ ])
k

X
N X N

m
和 中任意元素 x及性质H ： 0(mod ), 1,.., 1,ix m i k    

对于 x要么H 成立，要么没有性质H   

则 ( ) ( )
k

X
N X N

m
和 中满足性质H ：的所有元素组成的集合分别 

为
1 1

0 0

1 1

( ) ([ ])i i

k k
m m

i i k

X
B X B

m

 

 

和 。 

1

0 0 0

1 1

( ) ( ) ( )i i k

k k
m m m

i i

B X B X B X


 

则  

       
1 1

0 0 0

1 1

( ) ( ( ) ( ))i i k

k k
m m m

i i

B X B X E X
 

 

  

由于
0 ( ) 0, ,..., ,...,[ ]km

k k k

k

X
E X m m m

m


 
  
 

，这些元素是否在集合 

1

0

1

( )i

k
m

i

B X




中，就看 0,1,...,[ ]k

k

X
m

m
 

 
 

 
，是否满足 0(mod )k im m    

1,2,..., 1i k  ，由于 ( 1,..., 1)k im m i k 与 互质， 0(mod )im   

1,2,..., 1i k  ，即 ([ ])
k

X
N

m
中的元素是否有性质H 成立确定， 



 

而 ([ ])
k

X
N

m
中满足性质H 的元素组成的集合为

1

0

1

([ ])i

k
m

i k

X
B

m





 

1 1

0 0 0

1 1

( ) ( ) ([ ])i k i

k k
m m m

i i k

X
B X E X B

m

 

 

   

1 1

0 0 0

1 1 1

( ) ( ) ([ ]) (6)i i i

k k k
m m m

i i i k

X
B X B X B

m

 

  

    

0

11

( ) ( )i

k k
m

k i

ii

F X B X X 


       

1 1

1 0

11

( ) ( )i

k k
m

k i

ii

F X B X X 
 





    

1 -1

- 0

11

([ ]) ([ ]) [ ]i

k k
m

i

iik k k

X X X
F B

m m m






  k 1  

1 1

-1 -1

1 1 1

( ) ( ) ([ ]) [ ]
k k k

k k k i i i

i i ik k

X X
F X F X F X X

m m
  

 

  

                 

        - 1 - 1 - 1( ) ( [ ] ) ( ) ( 7 )k k k

k

X
F X F X

m
     

这里
-1 -1

-1

1 1

( ) ( [ ])
k k

k
k i i

i ik k k

bX X
X

m m m
 

 

        

-1 -2 -2 -2

2 1 1 1

( ) ( ) ([ ]) ( )

( ) ( ) ([ ]) ( )

k k k k

k

k

X
F X F X F X

m

X
F X F X F X

m

   

   

由此

 

1 1
1 0 1

1

( ) | ( ) |
m b

F X B X X
m

   而  

1

11

( ) , 1,2, , 1
s

s
s i

is

b
X s k

m




      

1
1 1

1 2 1

1 12 3 1 1

( ) ( ([ ]) ([ ]) ([ ])) ( ) (8)
sk

s
k k i

s ik s

b bX X X
F X F F F

m m m m m







 

           

 
1 11 1 1 1mod ,

ss s s m mX e m m e
   又  



 

 1
1

1 1

[ ] [ ] 0 mods
s

s s

eX
m m

m m



 

    

由公式(5)有： 

1

1 1

([ ]) ([ ]), 1,2, , 1s
s s

s s

eX
F F s k

m m



 

    

1
3 12 1

1 2 1

1 12 3 1 1

( ) ( ([ ]) ([ ]) ([ ])) ( ) (9)
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k s
k k i

s ik s

e e be b
F X F F F

m m m m m







 

           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

四  有关集合元素个数的结论(二) 

1. , , (mod ), 0 ( )mX N m N X e m e e x N X      且 ，  

1

2

( ) : 0(mod )

: (mod )

N X H x m

H x e m





的有关性质，
 

则： 

有性质
1H 成立的所有元素组成的集合为 m

( ) 0 0( ( ))m

N X E X B （X） 

有性质
2H 成立的所有元素组成的集合为 m

( ) ( ( ))m

N X e eE X B （X） 

1 2 0( ) ( ) ( ) ( )m m m

eN X H H X B X B X则 中有关性质 ， 都成立的所有元素组成的集合记为D

比如 X =26， m =5， e =1，如图 3 
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图 3 
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0 ( ) 0,5,10,15,20,25 ,E X   5

1 ( ) 1,6,11,16,21,26 ,E X   5

2 ( ) 2,7,12,17,22 ,E X   

 5

3 ( ) 3,8.13,18,23 ,E X   5

4 ( ) 4,9,14,15,24E X   

同时满足性质 1H ,
2H 的共有(5-2)组，而每组元素个数之差异由集合

{0,1, , }e 中是否有性质 1H ,
2H 同时成立确定。

( ) 0( ) ( ( ) ( ))m m m

N X eD X E X E X又  

2 2
| ( ) | ( 1) 2( 1) (1 ) 1 (10)m X e e
D X X X

m m m m
           

1 22. , (mod ) 0 ( 1,2)
ii i i i mm m X b m b b i   设 互质， 且  
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 ///    
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2 ( )E X  
  ///   

5

3 ( )E X  
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1 22 1 2 2(mod ), m mX e m m e   

( ) ( )x N X N X  及与 有关的性质： 

1 1 1

2 2 2

: 0 0(mod )

0 0(mod )

H x x b m

H x x b m

    

    

且

: 且
 

1 1 1

1

2 2 2

2

1 ( ) 0

2 ( ) 0

( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ( ) ( ))

m m m

N X b

m m m

N X b

H X E X E X

H X E X E X

 

 

满足 的所有元素组成的集合为D

满足 所有元素组成的集合为D
 

1 2

1 2( ) ( ) ( )
m m

N X H H D X D X 则 中同时有关性质 ， 都成立的所有元素组成的集合记为

 
 

1 2 1 2 2=52 3, 5, 1, 2, 7, 4X m m b b e    比如 ， 这时 如图  

             5 ( )D X              

 

 

 

 

 

 

 

 

3( )D X

 

 

图 4 

同时满足性质 1 2H H ， 的元素共有(3-1)·(5-2)组，而每组元素个数之差异由

集合 2{0,1, , }e 中是否满足 1 2H H ， 来确定。 

 14 

29 

44 

13 

28 

43 

11 

26 

41 

9 

24 

39 

8 

23 

38 

6 

21 

36 

51 

4 

19 

34 

49 

3 

18 

33 

48 

1 

16 

31 

46 

12 

27 

42 

10 

25 

40 

7 

22 

37 

52 

5 

20 

35 

50 

2 

17 

32 

47 

0 

15 

30 

45 

0  15  30  45               /// 

1  16  31  46         ///       

3  18  33  48        ///        

4  19  34  49       ///         

6  21  36  51      ///          

7  22  37  52            ///    

9  24  39    ///            

10  25  40           ///     

12  27  42          ///      

13  38  43  ///              

2  17  32  47                

5  20  35  50     ///         ///  

8  23  38   ///          ///   

11  26  41                

14  29  44 ///               



 

也可以这样描述与 ( )N X 有关的性质： 
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中满足 的所有元素组成的集合为

中满足 的所有元素组成的集合为
 

1 2 1 2 2=52 3, 5, 1, 2, 7,X m m b b e    比如 ， 这时 如图5  
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同时满足性质 1 2H H ， 的元素共有( 1 2( 2) ( 2)m m   )组，每组元素个数之差异由

集合 2{0,1, , }e 是否满足 1 2H H ， 来确定。 
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由同余方程组解知： 
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当（ ）+（ ,0）= 时，

当（ ）+（ ,0）= 时，
 

1 23. , , , (mod ), 0, , 1, ,
ik i i i i mm m m X b m b b i k   两两互质，  

11 2( , , , ) ,
sk k k m mX b b b e e    

1) ( ) ( )kx N X x N e  及 及下列性质： 
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对于 ( ) ( )kN X N e和 中任意元素，要么有性质 iH ( 1, 2 )i  成立，要么性质 iH  

( 1, 2)i  不成立，则有性质 1H 成立的所有元素的集合分别为： 

0 0

1 1

( ) ( )i i

k k
m m

k

i i

B X B e
 

和  

( ) ( )kN X N e和 中有性质 2H 成立的所有元素的集合分别为： 
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( )kN e 中有性质 1 2H H， 都成立的所有元素的集合为： 
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2）集合 ( )N X 中任意元素 x及与集合 ( )N X 有关性质 

 1 : 0 (mod ), 1,2, , 1i iH x x b m i k     且  



 

集合 ( )N X 中具有性质 1H 的元素集合为
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五．哥氏猜想证明 

定理 3：当 X 为较大的正偶数时， p P X （ ）满足 X p P （X）。 

证明：设
1 2 1( ) { ( ) | 0(mod )}, ( ) { ( ) | ( ) }Q X r P X X r Q X r P X r Q X r X      且  
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综上： 
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4）为便于计算，把 2 ( )Q X 中元素按从小到大的顺序排列为：
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