
	
  

近世代数练习题	
  
	
  
一、填空题	
  
1.	
   	
  剩余类加群𝑍!"的生成元是_________。	
  
2.	
   	
  设群 G的元𝑎的阶是 n，则𝑎!的阶是	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  。 

3.	
   	
   9置换 1  2  3  4  5  6  7  8  9
5  4  3  9  6  1  8  2  7 分解为互不相交的轮换之积是	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  。	
  

4.	
   	
  凯莱定理的内容是：任一个群都同构于某一集合上的	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  。	
  
5.	
   	
  整数环 Z中，(2)	
  +	
  (3)	
  =	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  。	
  
6.	
   	
   n次对称群𝑆!的阶是	
   	
   	
   	
   	
   	
  。	
  
7.	
   	
  设群 G中的元素𝑎的阶为 m，则𝑎𝑛 = 𝑒的充要条件是	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  。	
  
8.	
   	
  分式环和商域在同构的意义下是	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  。	
  
9.	
   	
  整数环 Z中，可逆元的个数是	
   	
   	
   	
   	
   	
  个。	
  
10.	
  体的定义为：	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  。	
  
11.	
  设G是有限群，H是G的子群，且H在G中的指数为n，则G的阶为	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  。	
  
	
  
二、证明题	
  
1.	
  令 G ={e, a , b} , 且 G 有乘法表如下:	
   	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   e	
   	
   	
   a	
   	
   	
   b	
  
	
   	
   	
   e	
   	
   	
   	
   	
   e	
   	
   	
   a	
   	
   	
   b	
  
	
   	
   	
   a	
   	
   	
   	
   	
   a	
   	
   	
   b	
   	
   	
   e	
  
	
   	
   	
   b	
   	
   	
   	
   	
   b	
   	
   	
   e	
   	
   	
   a	
  
    
  证明 G 对此乘法构成一个群。 
	
  
2.	
  设 R 是有单位元( 用1 表示) 的环. 证明: R 关于 
                 a ⨁ b = a + b - 1 , a  ⨂b = a + b - ab 
  也作成一个有单位元的环。 
	
  
3.	
  阶为素数的群必为循环群。	
  
	
  
4.	
  设 p是一正整数，则其生成环(p)是整数环 Z的素理想，当且仅当 p是素数。	
  
	
  
5.	
  设 N是群 G的一个正规子群，且[G:N]	
   =	
   m。证明：对 G中任意元素 a,	
  都有
𝑎! ∈ 𝑁。	
  
	
  
6.	
  设 R是一交换环，P是 R的理想，且 P≠R.	
  证明 P是 R的素理想，当且仅当
R/P无零因子。	
  
	
  
	
  
	
  
	
  



答案：	
  
	
  
一、填空题：	
  
	
  
1. 1, 5, 7, 11	
  

2. !
(!,!)

	
  

3. (1	
  5	
  6)(2	
  4	
  9	
  7	
  8)	
  
4. 变换群	
  
5. 2m	
  +	
  3n,	
   𝑚,𝑛 ∈ 𝑍	
  
6. n!	
  
7. m|n	
  
8. 唯一的	
  
9. 2	
  
10．	
  如果幺环 L,至少有两个元素，且全体非零元素对乘法构成一群，则 L是体。	
  
11.	
  n|H|	
  
	
  
	
  
二、证明题	
  
1.	
  证明：由乘法表可知, G 对所说的乘法封闭, e 是左单位元; 又显然 
                                                                                          𝑒!! = 𝑒,𝑎!! = 𝑏, 𝑏!! = 𝑎,  
即每个元素在G 中都有左逆元.因此, 要证G 是一个群, 只需证结合律成立. 任
取x , y∈ G , 则显然有： 
               e( xy) = x ( ey) = x( ye) = xy, ( xx ) x = x ( xx) ; 
其次, 令x , y∈ {a, b} 且x≠ y , 则由乘法表知 
                    xx = y , yy = x , xy = yx = e, 
于是由乘法表得( xx ) y = yy = x = xe = x ( xy) , 
                     ( xy) x = ex = xe = x ( yx) , 
                     x ( yy) = xx = y = ey = ( xy) y, 
从而结合律成立, G 作成一个群.	
  
	
  
2.	
  易知, 对R 中任意a , b , c 有 
         ( a⨁b) ⨁c = a⨁( b⨁c) = a + b + c - 2 , 
即R 对加法⨁满足结合律. 又易知⨁满足交换律, 且1 是零元, a 的负元是2 - a . 
故R 对⨁作成加群. 
又易知 
( a  ⨂b)  ⨂c = a  ⨂ ( b  ⨂c) = a + b + c - ab - ac - bc + abc, 
a  ⨂ ( b⨁c) = ( a  ⨂b) ⨁ ( a  ⨂c) = 2 a + b + c - 1 - ab - ac, 
同理( a⨁b)  ⨂c = ( a  ⨂c) ⨁ ( b  ⨂c) . 故R 对⨁ ,  ⨂作成环. 
又易知, 原环 R 的零元 0 是新环的单位元. 
	
  
3.	
  设群 G的阶是素数 p.	
   G的所有元素的阶都可以被 p整除。 设 a是 G中任一
元素，则 a的阶为 1或 p.	
  若|a|不为 1，则|a|	
  =	
  p.	
  因此 a,	
  a2,	
  a3,	
  ….,	
  ap-­‐1均为 G中
元素。	
  因此 G={1,	
  a,	
  a2,	
  a3,	
  ….,	
  ap-­‐1}，即 G是循环群。	
  



	
  
4.	
  证明：设(p)是 Z的素理想，若 p不是素数，则存在 a,b,使得 p	
  =	
  ab,	
  1<a<p,	
  1<b<p。
于是 ab	
  =	
  p∈  (p)，由于(p)是素理想，则 a∈  (p)或 b∈  (p)，即 p|a或者 p|b，这是
不可能的，因此 p是素数；	
  
反之，若 p是一素数，且 ab∈  (p)，	
  则 p|ab,	
  但是 p是素数，因此 p|a或者 p|b,	
  
即 a∈  (p)或者 b∈  (p)，因此(p)是素理想。	
  
	
  
5.	
  证明：因为N是 G的正规子群，因此商群𝐺/𝑁是m阶群。对 G中任意元素𝑎有：	
  
𝑎 = 𝑎𝑁满足：𝑎! = 𝑒	
   (e是 G/N的单位元，前式成立因为𝐺/𝑁是 m阶群)，设𝜑为
G到 G/N的自然同态，则𝜑 𝑎! = 𝑎! = 𝜑 𝑎 ! = 𝑎! = 𝑒,则有𝑎! ∈ ker 𝜑 = 𝑁.	
  
	
  
6.	
  证明：	
  

设 P 是 R 的素理想，且𝑎𝑏 = 0,  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅/𝑃,	
   则𝑎𝑏 ∈ 𝑃  (𝑎𝑏属于自然同态 f:R →

R/P的核 P)。因为 P 是素理想，因此由𝑎𝑏 ∈ 𝑃  可得，𝑎 ∈ 𝑃或者  𝑏 ∈ 𝑃，则

𝑎＝0或𝑏＝0。因此环 R/P无零因子。	
  

反之，设R／P无零因子，若𝑎𝑏 ∈ 𝑃,则𝑎𝑏 = 0。因R／P无零因子，则𝑎 = 0或𝑏 = 0，

即𝑎 ∈ 𝑃或者  𝑏 ∈ 𝑃，因此 P为 R的素理想。	
  


