
1

9/8/2013 1

第二章 自动控制系
统的数学模型

自动控制原理B
面向专业：微电子系
授课教师：刘剑毅
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概述

对控制系统的分析和设计首先要建立系统的数学模型。

•输入输出模型：描述控制系统输入量和输出量之间的关系；
•状态空间模型：描述输入量与系统内部状态及输出量之间的
关系。

常用数学模型包括：
——微分方程，传递函数，结构图，信号流图；
——状态空间模型。（《现代控制理论》）
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建立控制系统数学模型的方法有分析法(又称机理建模法)和
实验法(又称系统辨识) 。

• 分析法：根据组成系统各元件工作过程中所遵循的物理定理
（领域知识）来进行。例如：电路中的基尔霍夫电路定理，力
学中的牛顿定理，热力学中的热力学定理等。

• 实验法：根据施加测试信号的响应或其他实验数据建立数学
模型。已成为一门独立学科——系统辨识。

本课程仅介绍分析法，系统辨识由专门课程介绍。
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第一节 微分方程模型
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根据牛顿第二定律，可列出质量块的力平衡方程如下：
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整理得

这也是一个线性定常二阶微分方程。x为输出量，F为输入量。

[例1] 求如图1所示弹簧-质量-阻尼器的机械位移系统的微分方
程。设输入量为外力F，输出量为位移x。

[解]：系统受力分析图如图2 所示。图
中，m为质量，f为粘滞阻尼系数，k为
弹性系数。

（question：上述方程中为何没有受重力mg的影响？）

力学系统
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[例2] 机械转动系统的微分方程。设外加转矩M为输入量，转
角θ为输出量。

[解]：对于转动物体，可用转动惯量代
表惯性负载。根据牛顿第二定律可列出
微分方程：[机械式仪表盘的模型]

式中f和k分别为粘滞阻尼系数和扭转弹性系数。此式与机械位
移系统的方程形式上是一样的。
若方程中不存在扭转弹性系数的影响，
方程为：[电风扇的模型]
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这是一个线性定常二阶微分方程。
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[解]：根据基尔霍夫定律：

iu 输入

ou 输出

iu ouL R Ci

[例1]：列写RLC串联电路的微分方程。
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代入①得：

电路系统
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理想运放：

放大倍数=      
输入阻抗=      
输出阻抗=0
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[例2]：含运算放大器电路的微分方程。
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[解]：根据基尔霍夫定律：
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输入电流=0，
正负输入端电压相等。

故，获得线性定常一阶微分方程模型：
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典型机电系统：直流电动机（motor）
背景知识：直流电动机的工作原理
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机电系统
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[例1]电枢控制式直流电动机
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这里输入是电枢电压ua，输出是
转速ω，激磁电流为常数，负载转矩
为Mc

电枢回路方程为 ①aaaa ueiR
dt
diL =++

Ce称为电动机电势常数

Cm称为电动机转矩常数，再根据牛顿第二定律可得机械转动方
程

c
dJ m M
dt
ω
= −

mm C i=

电机通电后产生转矩

a ee C ω=其中 为反电势ae ②

③

④

此式已略去摩擦力
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其中 和
a

a
a R

LT =
me

a
m CC

JRT = 分别称为电磁时间常数和机电时间常数

也可写为

基尔霍夫定律

法拉第电磁
感应定律电动机原理

发电机原理

故，得到以下方程组：

c
dJ m M
dt
ω
= − 牛顿第二定律

联立，消去中间变量：i,        , m,  整理得：ae

领域知识！
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这是一个线性定常二阶微分方程。当mc=0时，方程为
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该方程称为空载模型。若再假设电枢电感很小 则0=aL 0=aT

aum uK
dt
dT =+ωω

这是一个一阶微分方程。若Ra和J都可忽略，则Tm=0,于是
ωω ea

e
uau Cu

C
KuK === 即而

1

这说明电机转速与电枢电压成正比，此时，电枢电压与反电势
表达式相同。该反电势表达式就是测速发电机方程。



3

9/8/2013 13

[例1]：编写下图所示的速度控制系统（电瓶车原型）的微分方程。
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⑶各环节微分方程：
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⑷忽略齿比环节，消去中间变量，得：
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⑶各环节微分方程：

23uKua =功率放大：

ωff Ku =测速发电机环节：

电动机环节： )(2

2
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显然，转速 既与输入量 有关，也与扰动 有关。ω gu cm
fuKKKKKK 3210=这里 uKKKKK 321=
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可见，同一物理系统有不同形式的数学模型，而不同类型的系

统也可以有相同形式的数学模型。

[需要讨论的几个问题]：
1、相似系统和相似量：
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对于RLC串联电路其微分方程形式为

弹簧-质量-阻尼器的机械位移系统:

机械转动系统微分方程:
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[定义]
具有相同的数学模型的不同物理系统称为相似系统。

如例1和例3称为力-电压相似系统，在这对相似系统中
分别与 为相似量。kfmFx ,,,, Ci RLuq 1,,,,

[作用]利用相似系统的概念可以用一个易于实现的系统来模拟
相对复杂的系统，实现仿真研究。

在相似系统中占据相应位置的物理量称为相似量。
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2、非线性元件（环节）微分方程的线性化

[非线性系统]：如果不满足叠加性或齐次性，则系统是非线性的。

下面是非线性系统的一些例子：
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对于非线性系统，在工程实践中，一般采用近似线性化的方
法，如一阶泰勒级数展开。

A
B

y

x0 0x xx Δ+0

0y
00 yy Δ+ )(xfy =

复习：泰勒级数
设具有连续变化的非线性函数

y=f(x)如图所示

若取某一平衡状态为工作点，
如图中的A(x0,y0)。A点附近有点为
B(x0+Δx,y0+Δy)，当Δx很小时，AB
段可近似看做线性的。
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则将函数在该点展开为泰勒级
数，得：

若Δx很小，则 ，即

显然，上式是线性方程，是非线性方程的线性表示。为
了保证近似的精度，只能在工作点附近展开。
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对于具有两个自变量的非线性方程，也可以在静态工作点
附近展开。设双变量非线性方程为： ，工作点为

。则可近似为：),( 20100 xxfy =
),( 21 xxfy =

2211 xKxKy Δ+Δ≈Δ

[注意]：

⑴某些非线性(如间隙、库仑干摩擦、饱和特性等)，是不可以
用泰勒级数展开的。
⑵实际的工作情况在工作点附近。
⑶变量的变化必须是小范围的。

式中： ， 。
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为与工作点有关的常数。
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[例1]：倒立摆力学姿态控制系统

合适的控制力u作用于小车上可
使摆杆维持直立不倒。空间起飞
助推器的姿态控制模型。

小车和摆杆的质量分别为M和m，摆杆长为2l，且重心位于几何
中点处，小车距参考坐标的位置为x，摆杆与铅垂线的夹角为θ，
摆杆重心的水平位置为 ，垂直位置为θsinlx + θcosl

θl cos
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lmg

u
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M
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y

θsinlx +

O

[几何方程]
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设摆杆和小车结合部的水平反作用力和垂直反作用力为H
和V，略去摆杆与小车、小车与地面的摩擦力。可得方程如下：
⒈摆杆围绕其重心的转动运动 ⑴θθθ cossin

d
d

2

2

HlVl
t

J −=

式中J为摆杆围绕其重心的转动惯量， 为垂直力关于
其重心的力矩， 为水平力矩。（why not mg？）

θsinVl
θcosHl

⒉摆杆重心的水平运动

⑵Hlx
t

m =+ )sin(
d
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⒊摆杆重心的垂直运动
⑶mgVl

t
m −=)cos(

d
d

2

2

θ

⒋小车的水平运动
⑷Hu

t
xM −=2

2

d
d

应用牛顿第二定律列出4个动力学方程
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消去中间变量V、H，得倒立摆系统的微分方程模型：
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因为在这些方程中包含sinθ和cosθ，所以它们是非线性方程。
若假设角度θ很小，则sinθ≈θ和cosθ≈1。线性化如下：

这是一个单输入两输出二阶定常线性系统。
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小结：线性系统微分方程的编写步骤：

⑴确定系统和各元部件的输入量和输出量。

⑵对系统中每一个元件列写出与其输入、输出量有关的物理
方程。
⑶方程的简化：略去（ignore）一些对系统影响小的次要因
素，对非线性元部件进行线性化（linearization）等。

⑷在所得方程组中消去中间变量，最后得到描述系统输入和
输出关系的微分方程。

⑸微分方程的标准化：输入量写在方程右边，输出量写在方
程左边。方程两边各导数项按降幂排列。有时还要把各导数
项的系数进行处理，用具有一定物理意义的系数（例如时间
常数、传递系数等等）来表示。
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一些注意事项：

⑴信号传送的单向性：信号由前一个装置传送到后一个装
置，前一个装置的输出即为后一个装置的输入，一级一级地
传送，这表明控制系统中信号传送具有单向性。只有反馈信
号从系统的输出端回送到输入端。

⑵负载效应：前后两装置连接时，应考虑后级的负载效应，
因为它将引起前级微分方程的改变。若负载效应很小(即负
载阻抗趋于∞)或两级之间接有隔离放大器，则可不考虑负
载的影响。
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线性微分方程的求解：

方法有常微分方程求解理论，拉氏变换法和数值求解。
在自动系统理论中主要使用拉氏变换法。

[拉氏变换求微分方程解的步骤——时域解析分析的总体思路]：
①对微分方程两端进行拉氏变换，将时域方程转换为s域的代
数方程——传递函数。
②求拉氏反变换，求得输出函数的时域解。


