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第四章 根轨迹法

自动控制原理B

面向专业：微电子系

授课教师：刘剑毅
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概述

由第三章可知，闭环系统的稳定性取决于闭环系统的极点
分布。因此，可以用系统的极点分布来间接地研究控制系统的
性能。W.R.伊文思提出了一种在复平面上由开环零极点确定闭
环极点的图解方法—根轨迹法。将系统的某一个参数（例如开
环放大系数）的全部值与闭环特征根的关系表示在一张图上。

利用根轨迹法，可以：

分析系统的性能

确定系统的结构和参数

校正装置的综合
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第一节 根轨迹的基本概念
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⒈ 根轨迹定义

开环系统传递函数的某一个参数变化时，闭环系统特征方
程的根在复平面上变化的轨迹。

2. 画根轨迹的解析法：

例：如图所示二阶系统，
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系统开环传递函数为：
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Ks 2112,1 −±−=特征根为：
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Ks 2112,1 −±−=[然后利用描点法]：由
① 当K=0时，s1=0,s2=-2,

是开环传递函数的极点
② 当K=0.32时，s1=－0.4，s2=－1.6
③ 当K=0.5时，s1=－1，s2=－1
④ 当K=1时，s1=－1+j，s2=－1－j
⑤ 当K=5时，s1=－1+3j，s2=－1－3j
⑥ 当K=∞时，s1=－1+∞j，s2=－1－∞j
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画出K从0→∞时所有的闭环极点连
成的光滑曲线就是该系统的根轨迹。标
注的数值代表与闭环极点位置相应的参
数K 的数值。

5.0=K
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根轨迹图直观全面地描述了参数K 对闭环特征根
分布的影响。可据此分析系统性能。
稳定性：当K从0→∞时根轨迹不会越过虚轴进入右半s平面，因
此该系统当K>0都是稳定的。

稳态性能：开环系统在原点有一个极点，所以系统属于Ⅰ型系统，
根轨迹上的K 值就是以该点为闭环极点时系统的速度误差系数。

动态性能：当0<K<0.5时闭环极点位于
实轴上，系统为过阻尼系统；

当K=0.5时闭环两个负实极点重合，系统
为临界阻尼系统；

当K>0.5时闭环极点为共轭复极点，系统
为欠阻尼系统，且超调量将随K 值的增大
而增大，但调节时间的变化不会显著。

3.  根轨迹的功能
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对如下结构图的系统：
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-
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闭环传递函数为：
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4. 根轨迹方程

该系统的特征方程
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若用开环传递函数来讨论，则满足 的点就是闭环系
统特征方程的根，也是根轨迹上的点，故称 为根轨
迹方程。若令
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式中，－zi、－pj为已知的开环零极点；Kg从零变到无穷。

这里处于变动地位的实参数Kg不限定是开环传递函数的增
益，也可以是系统的其它变化参数。

此外，如果要绘制一个以上参数变化时的根轨迹，那么画
出的将是根轨迹簇。
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1)(|)(|)( −=∠ sGsGsG kkk ：是复数，上式可写成由于

上述两式分别称为满足根轨迹方程的幅值条件和相角条件。
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根据上述两个条件，可以完全确定s平面上的根轨迹，相角条
件是确定根轨迹的充分必要条件。绘制根轨迹时，只需要使用
相角条件；而当需要确定根轨迹上各点的Kg值时，才使用幅值
条件。

其中相角条件的等式右端是180度的奇数倍，故也称满足上述
条件的根轨迹为180度等相角根轨迹，本书后面简称为根轨迹。

5   根轨迹的幅值和相角条件

4-Nov-13 10

第二节 根轨迹绘制的基本法则
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2、根轨迹的对称性：

一般物理系统特征方程的系数是实数，其根必为实根或共轭
复根。即特征根位于复平面的实轴上或对称于实轴。

用解析法绘制根轨迹很烦琐。下面讨论的内容将有助于减
少绘图工作量，能够较迅速地画出根轨迹的大致形状和变化趋
势。以下的讨论是针对参数Kg的180度根轨迹的性质。

1、根轨迹的连续性：

闭环系统特征方程的系数是增益Kg的函数。当Kg从0到无穷
变化时，这些系数是连续变化的。故特征方程的根是连续变化
的，即根轨迹曲线是连续曲线。

一、根轨迹绘图的基本法则
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4、根轨迹的起点和终点：

3、根轨迹的支数：

根轨迹的支数等于开环有限零点和极点数目中的大者。

根轨迹起始于开环极点，终止于开环零点。

系统有n-m个无限远零点。有限值零点加无穷远零点的个数

等于极点数。
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5.5.根轨迹的渐近线：根轨迹的渐近线：

渐近线包括两个内容：渐近线的倾角和渐近线与实轴的交点。

倾角：
(2 1) ,( 0,1, 1)k k n m
n m

πϕ +
∴ = = − −

−
渐近线与实轴的交点 σ−

mn

zp
n

i
i
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j
j
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−
−=−∴

∑∑
==

)(
11σ

若开环零点数m小于开环极点数n，则当系统的开环增益
Kg→∞时趋向无穷远处的根轨迹共有n-m条。这n-m条根轨迹
趋向无穷远的方位可由渐近线决定。
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[例1]系统开环传递函数为： ，试确定根轨
迹支数，起点和终点。若终点在无穷远处，求渐近线与实轴的
交点和倾角。
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[解]：根轨迹有3支。起点为开环极点 ,5,1,0 321 −=−−=−=− ppp
无有限值零点，所以三支根轨迹都趋向无穷远。

渐近线与实轴的交点： 2
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51
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−
−−

=
−

−−−
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mn
zp iiσ

渐近线与实轴的倾角： (2 1) 60 ,180k
n m

πθ +
= = ±

−

零极点分布和渐近线（红线）
如图所示。

×××
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6、实轴上的根轨迹：

实轴上具有根轨迹的区间是：其右方开环系统的零点数
和极点数的总和为奇数。

×××××
01−2−5−10−

[例2]设系统的开环传递函数为： 试

求实轴上的根轨迹。 )10)(5)(1(
)2(

)( 2 +++

+
=

ssss
sK

sG g
k

[解]：零极点分布如下：

红线所示为实轴上根轨迹，为：[-10，-5]和[-2，-1] 。注意
在原点有两个极点，双重极点用“ ”表示。××
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××
1p−2p−z−

7、根轨迹的会合点和分离点：

若干根轨迹在复平面上某一点相遇后又分开，称该点为分
离点或会合点。

AB 0=gK0=gK∞=gK∞=gK

如图所示某系统的零极点图

随着Kg的继续增大，又在实轴上
B点相遇并分别沿实轴的左右两
方运动。当Kg→∞时，一支根轨
迹终止于－z，另一支走向－∞。

由开环极点－p1、－p2出发的两
支根轨迹，随着Kg的增大在实轴
上A点相遇再分离进入复平面。

A、B点称为根轨迹在实轴上的会合分离点。
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1. Analysis：若以Kg为纵坐标，以实轴为横坐标，在根轨迹的
分离点和会合点上，Kg具有极值。

列出闭环特征方程，令 ，解出分离会合点及对应
的开环增益值。

( )
0gdK s

ds
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[分离点和会合点的求法]：
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2.   Formulation：

设系统开环传递函数为：

则解方程： 0)()()()( =′−′ sDsNsDsN
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4-Nov-13 18

当开环零、极点处于复平面上时，根轨迹离开复极点的出发角
称为出射角；根轨迹趋于复零点的终止角称为入射角。

图中有四个开环极点，一个开环
零点。－p1, －p2为共轭极点，设－p1
的出射角为 。

8、根轨迹的出射角和入射角：
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式中： 为除了 以外的开环极点到它的矢量的相角； 为所
有开环零点到它的矢量的相角。

一般情况下，可求出根轨迹
离开复极点 的出射角为：

iβ kp− jα

kp−

1pθ
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同样，进入复零点 的根轨迹入射角为：
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k j k i
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z z z p
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式中： 为除了 以外的开环零点到它的矢量相角； 为各
开环极点到它的矢量相角。

kz−

jα kz−
iβ
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[例2]如图，试确定根轨迹离开复数共轭极点的出射角。
2,3,0,11,11 4321 −=−−=−=−−−=−+−=− zppjpjp

[解]：

6.26,5.0

;135;90;45,1

44

32

==

====

ββ

ββαα

tg

tg

1
45 90 135 26.6

26.6
pθ π∴ = + − − −

= −

根据对称性，可知 点的出射角为：
2

26.6pθ =2p−

相角要注意符号；逆时针为正，顺时针为负；

注意矢量的方向： 112 , pzpp −→−−→−

[注意]：
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补充内容：原点处多重极点的根轨迹出射角*

假设：
系统有x个开环极点在原点处；

系统的正实数开环零极点个数为y；
定理：

当x=2P+1（为奇数），则根轨迹中有P个极点的出射角为
有P个极点的出射角为 ，最后一个极点的出射角 则取
决于y的奇偶性：

a）y为奇数时， ；

b）y为偶数时， 。

当x=2P（为偶数），

a）如果y为奇数，则一个极点的出射角为0，一个为 ，P-1个
极点的出射角为 ，最后P-1个极点的出射角为 ；

b）如果y为偶数，P个极点的出射角为 ，另P个为 。

2π

*   王忠勇，“原点处多重（零）极点的根轨迹（入）出射角”，郑州大学学报，27(1): 55-59, 1995.

2π− α

α π=
0α =

π
2π 2π−

2π−2π
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例：画出开环传函为 的系统根轨迹图。

解：

( ) ( )
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9、根轨迹和虚轴的交点：

根轨迹和虚轴相交时，系统处于临界稳定状态。则闭环特征方
程至少有一对共轭虚根。这时的增益Kgp称为临界根轨迹增益。

交点和Kgp的求法：
在闭环特征方程中令s = jω，然后使特征方程的实、虚部分

别为零即可求出ω 和Kgp。
由劳斯稳定判据求解(利用全零行的性质)。
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方法一：闭环系统的特征方程为：

056)5)(1()( 23 =+++=+++= gg KsssKssssF
将 代入得：ωjs = 056)( 23 =++−−= gpKjjjF ωωωω

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=+−

05

06
3

2

ωω

ω gpK

[例3]开环传递函数为： ，试求根轨迹与虚轴

的交点和 。
)5)(1(

)(
++

=
sss

K
sG g

k

gpK

当 时， 为根轨迹的起点（开环极点）0=gpK 0=ω

当 时， ，即根轨迹与虚轴的交点为 。30=gpK 5±=ω 5j

⎩
⎨
⎧

±
=⇒

5
0

ω
⎩
⎨
⎧

=
30
0

gpK
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方法二：用劳斯稳定判据确定 的值。gpK,ω

劳斯阵列为：

0

0
6

30
6

51

0

1

2

3

g

g

g

K

K
K

s
s
s
s

−

劳斯阵列中某一行全为零时，特征方程可出现共轭虚根。
劳斯阵列中可能全为零的行有二。

共轭虚根为辅助方程 的根。06 2 =+ gpKs

0306 2 =+s

1、令 ，得临界增益为：030 =− gK 30== ggp KK

2、令 ，得 （即开环极点，为根轨迹起点）。0=gK 0=s
52,1 js ±=
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当n-m≥2时， ，即：
1 1

n n

i j
i j

s p
= =

=∑ ∑
对于任意的 ，闭环极点之和等于开环极点之和，为常数。gK
表明：当 变化时，部分闭环极点在复平面上向右移动（变

大），则另一些极点必然向左移动（变小）。

gK

闭环极点之积为：

1 1 1

n n m

i j g i
i j i

s p K z
= = =

= +∏ ∏ ∏
根据上述10个准则（要求掌握），可以大致画出根轨迹的

形状。

10、闭环系统极点之和与之积：
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⎩
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°
°±

=
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=
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3

180)12( kθ

⒊渐近线

67.2
3
8

3
44440

−≈−=
−−+−

=−
jjσ

[例4]开环传递函数为： ，画根轨迹。
]16)4[(

)( 2 ++
=

ss
K

sG g
k

解:⒈求出开环零极点，即：
jpp 440 3,21 ±−== ，

⒉实轴上的根轨迹：(－∞，0]

⒋出射角
1 180 90 135 45pθ = ° − ° − ° = − °

2 45pθ = °

3 180pθ = °

×

×

×

180 60

60−

180

45−

45
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0328 23 =+++ gKsss⒌求与虚轴的交点，闭环特征方程为

将 代入得：ωjs =

0328 23 =++−− gpKjj ωωω

08 2 =+− gpKω

0323 =+− ωω

657.524,0 ±≈±== ωω

⎩
⎨
⎧

±=
=

=
24256

00
ω

ω
gpK

⋅

⋅
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⋅

⋅

⒍求分离会合点：闭环特征方程

0328 23 =+++ gKsss

jjs 89.167.2
3

248
±−≈

±−
=

)328( 23 sssKg ++−=

0)32163( 2 =++−= ss
ds

dK g

由于分离会合点一般都出现在
负实轴上，可知这两点并非分
离会合点。
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[例5 ]开环传递函数为： ，画
根轨迹。 ]16)3)[(2(

)( 2 +++
=

sss
k

sG g
k

②实轴上根轨迹区间是：[-2，0]；

③渐近线倾角：

与实轴的交点为：

(2 1) 3,
4 4

k
n m

π π πϕ +
= = ± ±

−

2
4

620
−=

++
−=

−

−
−=− ∑∑

mn
zp ijσ

[解] ：①标出四个开环极点：0，-2， 。有四条根轨迹。43 j±−
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④-3+4j处的出射角 ：1θ

×

×

×
2−3−

4j

4j−

0
×

1β2β

3β

1θ

9.140)904
3
4(

)(

11

3211

−=+−+−−=

++−=

−− tgtg πππ

βββπθ

根据对称性，可知-3-j4处的出射
角 为：2θ 9.1402 =θ

⑤与虚轴的交点：闭环特征方程为：
050378 234 =++++ gkssss 劳斯阵为：

g

g

g

g

k

k
k

k

s
s
s
s
s

75.30
85.1537

75.30
508
371

0

1

2

3

4

−

当劳斯阵某一行全为零时，有共
轭虚根。这时， 。1875.192=gk

辅助方程为： ，
解得共轭虚根为：

01875.19275.30 2 =+s
5.22,1 js ±=

即为根轨迹与虚轴的交点。
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⑥会合与分离点：

由 得：0)()()()( =′−′ sDsNsDsN 05074244 23 =+++ sss

由上式可求出分离点。但高阶方程求解困难。可由闭
环特征方程

进行试探法求解：

我们知道，分离点在负实轴[-2，0]区间上，所以当s在实
数范围内变化时， 最大时为分离点。gk

0.06.2811.4915.5918.4720.020.0118.2814.578.58

-2.0-1.8-1.6-1.4-1.2-1.0-0.8-0.6-0.4-0.2s

gdk

可见分离点在-0.8~-1.0之间，近似取-0.9(精确值-0.8981)。

050378 234 =++++ gkssss
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⑦绘制根轨迹，如下图所示。

mI

eR
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将根轨迹进行到底！

以上讨论的都是负反馈控制系统在开
环增益 作为参变数、且 时的根轨

迹，那么其余情况呢？
gk 0gk >
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一、0度等相角根轨迹的绘制基本准则：

渐近线：与实轴的交点同180度根轨迹；但倾斜角不同，

为： 2 , 0,1,2..., 1k k n m
n m

πθ = = − −
−

实轴上的根轨迹：其右方实轴上的开环零极点之和为偶
数（包括0）的区域。

即Kg从0→－∞时的根轨迹。

1

1

| ( ) |
1

| ( ) |

m

i
i

g n

j
j

s z
K

s p

=

=

+
− =

+

∏

∏

1 1
( ) ( ) 2 0, 1, 2...

m n

i j
i j

s z s p k kπ
= =

∠ + − ∠ + = = ± ±∑ ∑ ，

| ( ) | ( ) 1k kG s G s∠ = −
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出射角和入射角：

1

1

m

i

n

j
j k

θ
=

=
≠

=

−

∑

∑

出 （ ）

（ ）

所有开环零点到该极点的矢量幅角

其它开环极点到该极点的矢量幅角

1

1

m

i
i k

n

j

θ
=
≠

=

= −

+

∑

∑

入 （ ）

（ ）

其它开环零点到该零点的矢量幅角

所有开环极点到该零点的矢量幅角

其它所有规则均同180度等相角根轨迹的规则。
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二、 正反馈系统的根轨迹

在实际的复杂系统中，可能有局部的正反馈的结构。其绘
制准则会发生变化：

+
)(sR )(sC

)(sG

)(sH

开环传递函数为： )()()( sHsGsGk =

闭环传递函数为：
)()(1

)()(
sHsG

sGs
−

=Φ

相应的根轨迹方程为： 1)( =sGk
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比较正负反馈的根轨迹方程：

若开环传递函数为：
∏

∏

=

=

+

+
= n

j
j

m

i
i

gk

ps

zs
KsG

1

1

)(

)(
)(

则正负反馈的根轨迹方程分别为：

1
)(

)(

1

1 =
+

+

∏

∏

=

=
n

j
j

m

i
i

g

ps

zs
K

1
)(

)(

1

1 −=
+

+

∏

∏

=

=
n

j
j

m

i
i

g

ps

zs
K

可见，正反馈系统Kg>0时的根轨迹相当于负反馈系统根轨
迹的Kg从0→－∞时的根轨迹，反之亦然。

1

1

( )
1

( )

m

i
i

g n

j
j

s z
K

s p

=

=

+
− = −

+

∏

∏
⇔

负反馈系统

正反馈系统
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在实际系统设计中，还常常碰到其它参数变化时对闭
环特征方程的影响。比如，特殊的开环零、极点，校正环
节的参数等。

需要绘制除Kg以外的其它参数变化时闭环系统特征方
程根的轨迹，就是参量根轨迹。

三、 参量根轨迹

一般情况，只要所讨论的参数是线性地出现在闭环特征方
程中，总可以将不含可变参数的多项式除方程两边，得到以可
变参数为根轨迹增益的等效根轨迹方程。

4-Nov-13 40

)( pss
Kg

+-
)(sR )(sC

[解]：闭环传递函数为：

4
4)( 22 ++

=
++

=Φ
pssKpss

K
s

g

g

[例1]：如下图，绘制开环极点-p变化时的参量根轨迹（设
Kg=4）。

绘制参量根轨迹的步骤：

列出系统的闭环特征方程；

以特征方程中不含参变量的各项除特征方程，得等效的系统
根轨迹方程。该参量称为等效系统的根轨迹增益。

用已知的方法绘制等效系统的根轨迹，即为原系统的参量根
轨迹。
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特征方程为： 1
4

04 2
2 −=

+
⇒=++

s
sppss

相当于开环传递函数，称为等效开环传递函数。

参数p称为等效根轨迹增益。画出p从0→∞时的根轨迹如下：
42 +s

sp

1
)(

)(

1

1 −=
+

+

∏

∏

=

=
n

j
j

m

i
i

g

ps

zs
K此式与前述的根轨迹方程形式 完全相同。

实轴上根轨迹为负实轴；

根轨迹有两支，起点为±2j，终点
一为0的零点，另一为无穷远零点。

出射角： )2()
22

(1 极点jππππθ =−+=

)2()]
22

[(2 极点j−=−−−+= ππππθ （
4-Nov-13 42

ssDssDsNssN 2)(4)(1)()( 2 =′+==′= ，；，

2解得： ∓==×−+×∴ ssss ，02)4(1 2

对应p=±4，取p=+4，s =－2为会合点。

由根轨迹可见在复平面上的根轨迹是半个圆，对应0<p<4。

分离点和会合点：

0)()()()( =′−′ sDsNsDsN根据



2013年11月4日9时52分

8

4-Nov-13 43

当系统有两个参数变化时，所绘出的根轨迹称为根轨迹簇。

上例中，试绘制Kg和p分别从零变化到无穷大时的根
轨迹。

1=gK
4=gK
9=gK
16=gK

12 −=
+ gKs
sp
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[例2]：系统结构如图所
示，绘制以τ 为参变量的
根轨迹。

)5)(1(
5.9

++ sss-
)(sR )(sC

sτ

-

解：⒈先求等效开环传递函
数。此时系统特征方程为

0
)5)(1(

)1(5.911 =
++

+
+=+

sss
sGH τ

0)1(5.9)5)(1( =++++ ssss τ 05.95.956 23 =++++ ssss τ

0
5.956

5.91 23 =
+++

+
sss

sτ 令 ，等效开环传函为ττ 5.9* =

)292.13.0)(292.13.0)(4.5(5.956

*

23

*
*

jsjss
s

sss
sGk ++−++

=
+++

=
ττ

)1(5.9)5)(1(
5.9)(

ssss
s

τ++++
=Φ

4-Nov-13 45

-5 -4 -3 -2 -1

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

)292.13.0)(292.13.0)(4.5(

*
*

jsjss
sGk ++−++

=
τ

⒉画参量根轨迹

① 开环极点为－5.4、－0.3±j1.292，
开环零点为０。

③ 渐近线： °±=−= 90,3 θσ
④ 出射角：

°=°−−−+= −− 86.17890
1.5

292.1)
3.0

292.1( 11
2 tgtgc ππθ

°−= 86.1783cθ

(-1,1.17)
(-2,0.866)② 实轴根轨迹：[－5.4，0]
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四、增加开环零极点对根轨迹的影响

①增加极点对根轨迹的影响

一般情况下，在原开环传递函数零极点的左边增加极
点会使原根轨迹向右半部移动，虽然很难作出严格的证
明，但可以用几个例子说明。

[例]开环传递函数为： 和

对比其根轨迹。
)2(

)(
+

=
ss
K

sG g
k )4)(2(

)(
++

=
sss

K
sG g

k
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-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1

-5

-4

-3

-2

-1
0

1

2

3

4

5

48=gpK
6=pK

××
2− 0

j

1

2

1−

3

2−

3−

1−

0=gK 0=gK
⋅

⋅

⋅

⋅

5
10

=

=

K
K g

1
2

=

=

K
Kg

⋅ ⋅⋅⋅ ⋅
5.0

1
=

=

K
Kg

5
10

=

=

K
K g

1
2

=

=

K
Kg

)4)(2(
)(

++
=

sss
K

sG g
k)2(

)(
+

=
ss
K

sG g
k
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②增加零点对根轨迹的影响
一般情况下，在原开环传递函数零极点的左边增加零点会

使原根轨迹向左半部移动，举例说明如下。

[例]开环传递函数为： 画根轨迹。
)2(
)4(

)(
+
+

=
ss
sK

sG g
k

与无零点根轨迹
比较可见根轨迹
向左半平面弯曲
和移动。
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对系统性能的影响可以通过稳定裕度来分析：

Review：

1. 阻尼角 ：它反映了振荡激烈程度；

当 时，表示极点在虚轴上，系统
为临界稳定。 越小，相对稳定性越好。

90=β
β

×

×
nω

21 ζω −nj

21 ζω −− nj

nζω−
β

%100%
21 ×= −

−
ζ

ζπ

δ e

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
≈

时当

时当

5Δ

2Δ

,3

,4

n

n
st

ζω

ζω

2. 极点离虚轴距离：它反映收敛速度。

β

4-Nov-13 50

结论：

①增加开环极点

使根轨迹右移，从而降低系统稳定性、减少稳定裕度、
瞬态过程延长、振荡加剧。

②增加开环零点

使根轨迹左移，从而提高了系统稳定性、增大了稳定
裕度、加快收敛速度、减小超调量。


