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第五节 奈奎斯特稳定判据

自动控制原理B

面向专业：微电子系

授课教师：刘剑毅
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一、预备知识：柯西幅角原理：

Notation:

考虑一个复变函数
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自变量： s 定义域： S 平面

函数： 值域： 平面( )F s ( )F s

F(s)的值域构成的复平面称为F(s)平面，S平面上的每一点将
映射到F(s)平面上的相应点。
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考虑S平面上任一点s1映射到F(s)平面上的点F(s1)可以用一个
向量来表示，即
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向量的相角为

将该函数表示成幅值相角形式：
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Problem statement:

现考虑S平面上既不经过零点也不经过极点的一条封闭曲线
CS。当变点s沿CS顺时针方向绕行一周，连续取值时，则在F(s)
平面上也映射出一条封闭曲线CF 。

顺时针FC

平面)(sF
示意图

⇒
平面s

顺时针sC

那么，CS与CF 之间的关系如何？
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当S平面上动点s从s1经过曲线CS到达s2，映射到F(s)平面上的
象也将是曲线CF 上的连续一段，其相角变化量为：
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Formulation:

考虑S平面上任一点 ，其映射到F(s)平面上的复数的
相角为：
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为便于分析，不失一般性，假设 中极点和零点都
仅有一个，则

( )F s
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在整个曲线CF 上将上述相角差累加起来：

令：

最后得到：
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平面)(sF

Case 1. 围线CS既不包围零点也不包围极点

在S平面上当变点s沿围线CS按顺时针
方向运动一周时，

⇓

A B C

D

EFG

H×1−2−

平面s

顺时针SC

1 2 3

于是，映射到F(S)平面上，当变
点F(s)沿CF绕行一周后，其幅角变化
累加值为：

这表明，围线CF此时在F(S)平面
上不包围原点，方向未知。

α
β

Discussion:

0o
z pΩ = Ω =

0o
z pΘ = Ω − Ω =
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Case 2.   围线CS只包围零点不包围极点
当变点s沿CS顺时针绕行一周时，

那么，映射到F(S)平面上对应变点F(S)沿CF绕行一周后的幅角
变化累加值：

⇒

A B C

D

EFG

H ×1−2−

平面s

顺时针SC

α

360o
zΩ = − 0o

pΩ =

360o
z pΘ = Ω − Ω = −

这表明，围线CF此时在F(S)平面上顺时针包围原点一周。
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Case ⒊围线CS只包围极点不包围零点。
当变点s沿CS顺时针绕行一周时，

A B C

D

EFG

H ×1−2−

平面s

顺时针SC

⇒β

0o
zΩ = 360o

pΩ = −

于是，映射到F(S)平面上，当变点F(s)沿CF绕行一周后，
其幅角变化累加值为：

这表明，围线CF此时在F(S)平面上逆时针包围原点一周。

360o
z pΘ = Ω − Ω =
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Case ⒋围线CS包围Z个零点和P个极点。
由上述讨论可知，当变点s沿CS顺时针绕行一周时，CF应顺

时针包围原点Z－P次。

这就是幅角原理。

⇒
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FG

H ×1−2−

平面s

顺时针SC
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[柯西幅角原理]：S平面上的封闭曲线CS包围S平面上F(s)的Z个
零点和P个极点。当s以顺时针方向沿封闭曲线CS移动一周时，
在F(s)平面上相对应于封闭曲线CF将以顺时针方向绕原点旋转
N=Z－P 圈。

若N为正，表示CF顺时针运动，包围原点；

若N为0，表示CF顺(或逆)时针运动，不包围原点；

若N为负，表示CF逆时针运动，包围原点。

Contribution：将复变函数的原象空间中封闭曲线包围其零
极点的问题转化为象空间中封闭曲线包围原点的问题。

Formal description:
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二、奈奎斯特稳定判据：

奈奎斯特当年就是巧妙地应用了幅角原理得到了奈奎斯特
稳定判据。

首先建立系统模型：
)()()( sHsGsGk =

)()(1
)()(

sHsG
sGs

+
=Φ

)(sR )(sC
)(sG

)(sH

−

令：
)(
)()(

)(
)()(

2

2

1

1

sN
sMsH

sN
sMsG == ，

则开环传递函数为：
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闭环传递函数为：
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=Φ …………… (b)
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奈氏稳定判据的idea：

逆向应用柯西幅角原理，从象空间中闭合曲线包围原点的
观察，来推知原象空间中闭合曲线对零极点的包围情况。
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所以：F(s)的极点为开环传递函数的极点；

F(s)的零点为闭环传递函数的极点；

与幅角原理统一对复变函数 的表达：

为此，构造映射函数 ，它由系统开闭环特征多项式之
比构成：
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思路：

对于一个控制系统，若其闭环特征根处于s右半平面，则
系统是不稳定的。上面定义的复变函数 F(s)，其零点恰好是闭
环系统的极点，因此，只要搞清F(s)的零点在s右半平面的个
数，就可以给出稳定性结论。如果F(s)的右半零点个数为零，
则闭环系统是稳定的。

奈奎斯特为了应用柯西幅角原理研究闭环系统的稳定性，
因此设想：

如果有一个s平面的封闭曲线能包围整个s右半平面，则根据
柯西幅角原理知：该封闭曲线在F(s)平面上的映射包围原点的次
数应为：

N = F(s)的右半零点数－F(s)的右半极点数
= 闭环系统右半极点数－开环系统右半极点数

当已知开环右半极点数时，便可由N判断闭环右极点数。
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这里需要解决两个问题：

1、原象空间中，如何构造一个能够包围整个s右半平面的
封闭曲线？

2、象空间中，如何确定映射F(s)对原点的包围次数N？
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曲线包围的零极点指函数F(s)的零极点，在公式 N = Z－P
中，若已知P，并能确定N，可求出Z = N + P 。当Z = 0时，系统
稳定；否则不稳定。

① 正虚轴： +∞→== 0ωωjs

原象空间中那些事儿：

按顺时针方向做一条曲线CS包围整个s右半平面，这条封闭
曲线称为奈奎斯特路径。如下图所示。它可分为三部分：

∞−

∞+

θ

ωje⋅∞

ω

0 sCⅠ

ⅡⅢ
22
ππθθ −→∞→⋅= 从，，ReRs j

② 右半平面上半径为无穷大的半圆：

0→−∞== ωωjs③ 负虚轴：

sC
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②F(s)平面上，围线 对原点的包围，相当于Gk(s)平面上，对
应围线 对(-1,j0)的包围；

③ 平面上，围线 称为奈奎斯特曲线，它是参数 由

时，向量 的端点移动形成的轨迹。

象空间中那些事儿：

因为F(s)＝1＋Gk(s)，Gk(s)为开环传递函数。因此：

① Gk(s)平面可以通过F(s)平面的空间平移得到：向右平移1个
单位；

FC
GC

( )kG s GC

−∞ → ∞
ω

( )kG jω

———系统开环频率特性Gk(jω)的极坐标图定义！

Problem solved！
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[奈奎斯特稳定判据]：若系统的开环传递函数在右半平面上有P
个极点，且开环频率特性极坐标曲线对(－1，j0)点包围的次数为
N，（N > 0顺时针，N < 0 逆时针），则闭环系统在右半平面的
极点数为：Z = N + P。若Z = 0 ，则闭环系统稳定，否则不稳定。

[奈奎斯特稳定判据的另一种描述]：
设开环系统传递函数Gk(s)在右半s平面上的极点数为P，则

闭环系统稳定的充分必要条件为：在 Gk(s)平面上的开环频率
特性极坐标曲线当ω从－∞变化到+∞时：

对于开环不稳定系统，以逆时针方向围绕(－1，j0)点P圈；
对于开环稳定系统，极坐标曲线不包围(－1，j0)点。

如判断出闭环系统不稳定，则其在s右半平面的极点数可通
过公式：Z = N + P来算出。

Formal description:
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[奈奎斯特稳定判据的作用]：

提供了一种简便易行的判断系统稳定性的工程化方法：通
过已绘出的系统开环极坐标图，以及很容易观察到的开环极点
数目，来间接判断系统在s右半平面的闭环极点数目，从而获
知系统稳定性结论。

Contribution:
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[例1]开环传递函数为： ，试用奈氏判据判
断闭环系统的稳定性。 )1)(1(
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当参数K，T1和T2为
任何正值时， P = 0 。

开环系统的奈氏图
如右。在s右半平面的极
点数为0，绕(－1，j0)点
的圈数N = 0，则闭环系
统在s右半平面的个数：
Z = N + P = 0 。故闭环
系统是稳定的。

)1)(1(
)(

21 ++
=

sTsT
KsGk
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[例2]设开环系统传递函数为： ，试用奈
氏判据判断闭环系统的稳定性。 )52)(2(
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[解]：
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==== ，此时和，解得令 ωωω
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任取一个K值来分析：
如K=52；

1. 开环极点为－2，－
1±j2，都在s左半平面，
所以P = 0。

2. 奈氏图中，顺时针围绕
(－1，j0)点2圈。

3. 所以闭环系统在s右半极
点数为： Z = N + P = 2 ，
闭环系统是不稳定的。
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若要系统稳定，则要求奈氏图与实轴交点：

1
26

)3( −>
−

=
KP

即K < 26时，奈氏图不围绕 (－1，j0)点。

当K < 0 时，幅值不变，相
角增加180°，所以原极坐标
图要围绕原点旋转180°；

由图可见K=-52时顺时针
包围(-1,0)点1圈，即N=1；

此时与负实轴的交点为
K/10，若要满足K/10 >－1，
则要求K >－10。

综上所述，系统稳定的条件为－10 < K < 26。
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上述结论同样可由劳思判据得到。

01094 23 =++++ Ksss

劳斯阵：

K

K
K

s
s
s
s

+

−
+

10

0
4

26
104

91

0

1

2

3

要使系统稳定，则第一列都大于0

于是得： －10 < K < 26。

实际上，劳思判据与奈氏判据是定价的。
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[例3]系统结构图如右：试判断闭环
系统的稳定性并讨论稳定性和K的
关系。
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开环系统奈氏图是一
个半径为 ，圆心在

的圆。
2
K

)0,
2

( K
−

由图中看出：当K > 1时,奈氏曲线逆时针包围 (－1，j0)点一
圈，N=－1，而P = 1，则Z = N + P = 0闭环系统是稳定的。

当K=1时，奈氏曲线通过(－1，j0)点，属临界稳定状态。

当K<1时，奈氏曲线不包围(－1，j0)点，N=0，P = 1，所以
Z = N + P = 1，闭环系统不稳定。
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上面讨论的内容，都是假设虚轴上没有开环极点，如开环系
统是0型的，这是为了满足柯西幅角定理的条件。但是对于Ⅰ、
Ⅱ型的开环系统，由于在虚轴上（原点）有极点，因此不能使
用柯西幅角定理来判定闭环系统的稳定性。为了解决这一问
题，需要重构奈奎斯特路径。

Further work:
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三、奈奎斯特稳定判据在Ⅰ、Ⅱ型系统中的应用：

具有极点为原点的开环系统，其开环传递函数为：

∏

∏
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= n

j
j

m

i
i

k

sTs

sK
sG

1

1

)1(

)1(
)(

ν

τ

可见，在原点有v重极点。也就是在s=0点，Gk(s)不解析，
原始奈氏路径不满足柯西幅角定理（要求全路径 解析）。
为此重构奈氏路径如下：以原点为圆心，半径为无穷小做右半
圆。这时的奈氏路径由以下四部分组成：

( )F s
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④ 半径为无穷小的右半圆，

2
~

2
,0, ππθθ −=′→′⋅′= ′ ReRs j

下面讨论对于这种奈奎斯特路径的映射 ：)( ωjGk

1、第Ⅰ、Ⅱ和第Ⅲ部分：其映射 即为常规的奈氏
图，前面已经得到；

)( ωjGk

θ
'θ '' θjeR

θjeR ⋅
+= 0ω

−= 0ω

+∞=ω

−∞=ω

Ⅰ

ⅡⅢ

Ⅳ

① 正虚轴： +∞→= +0ω

22
ππθθ −→∞→⋅= 从，，ReRs j

② 右半平面上半径为无穷大的半圆：

−→−∞= 0ω③ 负虚轴：

S平面
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θ
θ

′−
′→′→

⋅∞=
′

= 2
200 )(

lim)(lim j
jRks

e
eR
KsG

所以这一段的映射为：半径为 ，
角度从 变到 的整个圆（顺时
针）。

∞
π π−

θ
θ

′−
′→′→

⋅∞=
′

= j
jRks

e
eR
KsG

00
lim)(lim

所以这一段的映射为：半径为 ，
角度从 变到 的右半圆（顺时
针）。

∞

2
π

2
π

−

∞
2
π

2
π

−

−= 0ω

+= 0ω

∞
π
π−

−= 0ω
+= 0ω

3、第Ⅳ部分：
(a)对于Ⅰ型系统：将 代入

中，当 ，可得：

θ ′⋅′= jeRs

)( ωjGk 0→′R

(b)对于Ⅱ型系统：则：

Gk(s)平面
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[结论]用上述形式的奈氏路径,奈氏判据就可推广至Ⅰ、Ⅱ型系统。

例 ，T1>0、T2>0
)1)(1(

)(
21 ++

=
sTsTs

KsG

22
2

22
1 11

)(
ωωω

ω
TT

KA
++

=

)1)(1(
)1()( 22

2
22

1

2
21

ωωω
ωω
TT

TTKQ
++

−−
=

ωωωϕ 2
1

1
190)( TtgTtg −− −−°−=

)1)(1(
)()( 22
2

22
1

21

ωω
ω

TT
TTKP

++
+−

=

−∞=+−=°−=∞== )()()(90)()(0 21 ωωωϕωω QTTKPA ，，，，时当

21

21

21

)(10)(
TT
TKTP

TT
Q

+
−

=== ωωω ，交点，解得与实轴交点令

0)(0)(270)(0)( ==°−==∞= ωωωϕωω QPA ，，，，时当
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21

21

TT
TKT

+
−

21

1
TT

=ω

01
21

21 <
+

−
<−

TT
TKT

2121

21 110
TTTT

TTK +=
+

<<Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ
Ⅳ

-1

因P=0，若要稳定则奈奎斯
特图不包围(－1，j0)

这是一个条件稳定系统。
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[例]某Ⅱ型系统的开环频率特性如下图所示，且s右半平面无极
点，试用奈氏判据判断闭环系统稳定性。

1−

+= 0ω +∞=ω
−=0ω

−∞=ω

[解]：首先画出完整的奈氏
曲线的映射曲线。如右图：

从图上可以看出：映射曲线顺时
针包围(-1,j0)两圈。因 ，所
以 ，闭环系统是不
稳定的。

2=+= PNZ
0=P
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[例]设Ⅰ型系统的开环频率特性如下图所示。开环系统在s右半
平面没有极点，试用奈氏判据判断闭环系统稳定性。

[解]：先根据奈氏路径画出完整的
映射曲线。

−∞=ω

−= 0ω

1−

+∞=ω

+= 0ω

从图上看出：映射曲线顺时针包
围(－1，j0)一圈，逆时针包围
(－1，j0)一圈，所以N=1－1=0，
而P=0，故Z=N+P=0，闭环系统
是稳定的。
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Summary：奈奎斯特稳定判据的应用步骤

⒈画出开环系统频率特性极坐标图，即奈奎斯特图（包括正负
频率及s平面中特定路径在Gk(s)平面的映射）；

⒉确定开环右极点数P；

⒊数清楚N；

⒋计算Z=N+P，当Z=0时闭环系统稳定，当Z>0时闭环系统不稳
定，当Z<0时计算有误。
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——正负穿越表述;

——仅根据正频率进行判断的表述；

——基于对数坐标图（Bode图）的表述；

——等……

Extension: 奈奎斯特稳定判据的其他等效表述
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1.   纯时延系统的奈氏判据

当系统中带有纯时延环节后，劳斯判据不再适用了，但是
奈奎斯特判据仍然适用，这又是其一优点。

sTde−设带有纯时间延迟环节 的反馈控制系统的开环传递函数为
sT

k
desHsGsHsGsG −== )()()()()( 11

)()()( 11 sHsGsGk =

°×−∠=∠ 3.57)()()( 11 ωdk TsHsGsG

Extension: 奈奎斯特稳定判据的扩展应用

可见延迟环节不影响幅频特性而只影响相频特性。
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例：
)2)(1(

)()()( 11 ++
==

−
−

sss
eesHsGsG

s
sT

k
d

τ

画出图中τ分别为0，0.8，2，4时的奈奎斯特图如下：

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

=0=0.8=2=4

Re

Im

可见，随着ω趋于无
穷，Gk(s)的奈氏图幅值趋于
零，且总是以螺旋状趋于原
点，与Gk(s)平面的负实轴有
无限多交点。

若要使闭环系统稳定，
Gk(jω)图与实轴的所有交点
必须位于(-1,j0)点的右侧。

11/21/2013 41

奈奎斯特判据可以判断系统的绝对稳定性。

而对于一个稳定的系统，其稳定的程度，就是所谓的相
对稳定性，也称为稳定裕度。

之前介绍过关于相对稳定性的两个度量：阻尼角反映超
调量；距离虚轴远近反映调节时间。

本节将学习利用奈氏判据判断最小相位系统的相对稳定
性。

2. 奈氏判据下的稳定裕度
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对于最小相位系统，因开环无右零极点，故P=0，要使其
闭环稳定（Z=0），则须N=0。

而相对稳定性则是通过开环极坐标图与(－1，j0)点的接近
程度来衡量的。

例：如图最小相位系统，

当K=K3时，顺时针包围
(－1，j0)点，闭环不稳定。

当K=K2时，通过(－1，
j0)点，临界稳定。

当K=K1时，系统变成稳
定系统，且随着负实轴上截
距的减小，相对稳定性越来
越高。
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-1

0

→0

j

→∞

c

g

(s 平面

接近程度的两种度量（metric）：

定义1-1:  极坐标图穿过负实轴
(此时ϕ(ω)=－180° )对应的频率
为相角穿越频率,用ωg表示；

定义1-2：相角穿越频率时的幅频
特性的倒数为幅值稳定裕量，即

)(
1

g
g A

K
ω

=

Lg称为对数幅值稳定裕量或增益稳定裕量。

对其取对数，

)(lg20lg20 ggg AKL ω−==
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定义2-2：幅值穿越频率时的相频特性与－180°之差为
相角稳定裕量。即

)(180)180()( cc ωϕωϕγ +°=°−−=

定义2-1:   幅值A(ω)=1对应的频率为幅值穿越频率，用
ωc表示。

这两个度量反映了频率特性曲线接近(－1,j0)点的程度，
称为稳定裕量。稳定裕量越大，相对稳定性越好。
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-1

0

→0

j

→∞

c

g

(s 平面

在Bode图上求幅值稳定裕度和相位稳定裕度（重要！）:

)(lg20lg20 ggg AKL ω−==

( ) ( 180 )cγ ϕ ω= − − °
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-1

0

→0

j

→∞g

(s 平面

CA

CB

-1

0

→0

j

→∞g

(s 平面

C

这两个度量并不冗余，只使用其中一个来判断有时会出现
失效的情况(a)(b)，因此一般需联合使用。

Failure cases:

有时即使联合使用也会失效，如图(c) 。
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[例]单位反馈系统的开环传递函数为
)10)(1(

)(
++

=
sss

K
sG g

试分别确定Kg=3、Kg=30和Kg=300时的相角裕量。

解：本题传递函数以零极点的形式给出，为画Bode图，故先将
其化成时间常数形式：

)11.0)(1()11.0)(1(
10

)(
++

=
++

=
sss

K
sss

K
sG g

式中， K= Kg /10，下面分别绘出K=0.3、K=3和K=30时的
Bode图：
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K=0.3

K=3
K=30

ωc＝0.288
γ1=72.3° ωc＝1.583

γ2=23.3°
ωc＝5.12
γ1=-16°

－20dB/dec
－40dB/dec

－60dB/dec

因为相位稳定裕度对应于幅值穿越频率，故
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当K=0.3，ωc=0.288，γ =72.3°(近似值ωc=0.3，γ =71.6° )

当K=3，ωc=1.583，γ =23.3°(近似值ωc=1.73，γ =20.2° )

当K=30，ωc=5.12，γ =−16°(近似值ωc=5.48，γ =−18.4° )

读幅频图的横坐标及相频图的纵坐标，可得：


