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究竟有多大范围的信号可以用复指数信号究竟有多大范围的信号可以用复指数信号
的线性组合/积分来表示？

相当多的信号相当多的信号

傅里叶级数与傅里叶变换的收敛条件



连续时间傅里叶级数的收敛

研究用傅里叶级数表示周期信号的普遍性问题

Convergence of the Fourier series

研究用傅里叶级数表示周期信号的普遍性问题，

即满足什么条件的周期信号可以表示为傅里叶级数。

一. 傅里叶级数是对信号的最佳近似傅里叶级数是对信号的最佳近似
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连续时间傅里叶级数的收敛

误差为 ( ) ( ) ( )N Ne t x t x t 

以均方误差作为衡量误差的准则 其均方误差为以均方误差作为衡量误差的准则，其均方误差为
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连续时间傅里叶级数的收敛

其中 kj
k ka A e 

jk t j jk t j
在均方误差最小的准则下，可以证明，此时 ka

0

0

( ) ,kjk t j
kT

x t e dt B e   0

0

( ) kjk t j
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x t e dt B e  

应满足：
0

0

1 ( ) jk t
k T

a x t e dt
T

 
00

TT 
这就是傅氏级数的系数

结论：在均方误差最小的准则下，傅里叶级数是对

周期信号的最佳近似周期信号的最佳近似。



傅里叶级数的收敛

傅里叶级数收敛的两层含义：

① 是否存在?

② 级数是否收敛于 ?( )x t
ka

② 级数是否收敛于 ?( )x t

两组条件：

1.平方可积条件：

如果 则 必存在，即 。

在一个周期内能量有限 一定存在
0

2( )
T

x t dt   ka
( )

ka  

在一个周期内能量有限， 一定存在。ka( )x t



傅里叶级数的收敛

1 在任何周期内信号绝对可积
2. Dirichlet 条件：

1. ，在任何周期内信号绝对可积。
0

( )
T

x t dt  
0

1 1( ) ( )jk tt dt t dt  0

0 00 0

( ) ( )jk t
k T T

a x t e dt x t dt
T T

    
因此，信号绝对可积就保证了 的存在。ka因此，信号绝对可积就保证了 的存在。ka

2. 在任何有限区间内，只有有限个极值点，且极

值为有限值。

3. 在任何有限区间内，只有有限个第一类间断点。任何有限 内 有有限个第 类 断点



傅里叶级数的收敛

这两组条件并不完全等价。它们都是傅里叶级数

收敛的充分条件 相当广泛的信号相当广泛的信号都能满足这两组收敛的充分条件。相当广泛的信号相当广泛的信号都能满足这两组

条件中的一组，因而用傅里叶级数表示周期信号具

有相当的普遍适用性。

几个不满足 Dirichlet 条件的信号



傅里叶级数的收敛

Gibb 现象Gibbs现象

满足 Dirichlet 条件的信号，其傅里叶级数是如

何收敛于 的。特别当 具有间断点时，在间

断点附近，如何收敛于 ?

( )x t ( )x t

( )x t断点附近，如何收敛于 ?( )x t



傅里叶级数的收敛

1N  3N 

7N  19N 



100N 
傅里叶级数的收敛

100N 



傅里叶级数的收敛
连续点收敛，间断点收敛于左右极限的平均值

用有限项傅里叶级数表示有间断点的信号时

Gibbs现象表明：

用有限项傅里叶级数表示有间断点的信号时，

在间断点附近不可避免的会出现振荡和超量。

超量的幅度不会随所取项数的增加而减小。只

是随着项数的增多，振荡频率变高，并向间断点

处压缩，从而使它所占有的能量逐步减少。处压缩，从而使它所占有的能量逐步减少。



傅里叶变换的收敛

既然傅里叶变换的引出是从周期信号的傅里叶

级数表示出发 讨论周期趋于无穷大时的极限得级数表示出发，讨论周期趋于无穷大时的极限得

来的，傅里叶变换的收敛问题就应该和傅里叶级

数的收敛相一致。

也有相应的两组条件：也有相应的两组条件：



傅里叶变换的收敛

1.  若
2

( )x t dt



  则 存在。( )X j

这表明能量有限的信号其傅里叶变换一定存在。

2. Dirichlet 条件2. Dirichlet 条件

( )x t dt



 a. 绝对可积条件

b. 在任何有限区间内， 只有有限个极值点，

且极值是有限值。

( )x t
且极值是有限值。

c. 在任何有限区间内， 只有有限个第一类间

断点

( )x t
断点。



傅里叶变换的收敛

应该指出:这些条件只是傅里叶变换存在的

充分条件充分条件。充分条件充分条件。

s in t
t

这两组条件并不等价。例如： 是平方可积

和周期信号的情况 样 当 的傅里叶变换存

t
的，但是并不绝对可积。

( )x t

( )x t和周期信号的情况一样，当 的傅里叶变换存

在时，其傅里叶变换在 的连续处收敛于信号本( )
身，在间断点处收敛于左右极限的平均值，在间断

点附近会产生Gibb 现象点附近会产生Gibbs 现象。
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周期信号的傅里叶变换



周期信号的傅里叶变换

到此为止 我们对周期信号用傅里叶级数表示

The Fourier Transformation of  Periodic  Signals
到此为止，我们对周期信号用傅里叶级数表示，

非周期信号用傅里叶变换表示。因为数学描述方法

的不一致，在某些情况下, 会给我们带来不便。但

由于周期信号不满足 Dirichlet 条件，因而不能直由于周期信号不满足 Dirichlet  条件，因而不能直

接从定义出发，建立其傅里叶变换表示。

0
0

1( ) ( ) ( ) j tj t j tx t X j e d e d e       
 

    
所对应的信号0( ) 2 ( )X j    考查

0( ) ( ) ( )
2

x t X j e d e d e     
   



周期信号的傅里叶变换

   020   jXe tj



周期信号的傅里叶变换

这表明周期性复指数信号的频谱是一个冲激。

0( ) jk tx t e  0( ) 2 ( )X j k    若 则

于是当把周期信号表示为傅里叶级数时，因为

0( ) jk t
kx t a e 



     
  dtetxjX tj( ) k

k

x t a e



就有 0( ) 2 ( )kX j a k    


 

    
 dtetxjX 

就有 0( ) 2 ( )k
k

X j a k    



周期信号的傅里叶变换表示周期信号的傅里叶变换表示



周期信号的傅里叶变换

这表明：周期信号的傅里叶变换由一系列冲激组

成，每一个冲激分别位于信号的各次谐波的频率处，

其冲激强度正比于对应的傅里叶级数的系数 。ka其冲激强度正比于对应的傅里叶级数的系数 ka

例1： 0 0
0

1( ) sin [ ]
2

j t j tx t t e e
j

    
2 j

0 0( ) [ ( ) ( )]X j
j
         

( )X j( )X j

0


j



0 0

j



0



周期信号的傅里叶变换

1
0 0

0
1( ) cos [ ]
2

j t j tx t t e e    例2：

0 0( ) [ ( ) ( )]X j          

( )X j
 

0 0


00 00



周期信号的傅里叶变换

0( ) 2 ( )kX j a k    


 

( ) ( )x t t nT


 例3： 均匀冲激串

k

2
2 21 1 1( ) ( )

T Tj kt
T

k T T
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

 


   

n

2 2
( ) ( )k T TT T T  

2 2( ) ( )X j k   


  ( ) ( )
k

X j k
T T

  


 



周期信号的傅里叶变换

( )x t ( )X j( )

(1)
2( )
T


TT 2T2T 0
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0 2
T
2
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


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( ) ( )x t t nT


  2 2( ) ( )X j k   
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 
就有
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n
 ( ) ( )

k
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T T


0( ) 2 ( )kX j a k    
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周期信号的傅里叶变换

( ) ( )
n

x t t nT




  2 2( ) ( )
k

X j k
T T
   





 

时域周期
冲击串

频域周期
冲击串

傅里叶变换

冲击串 冲击串



周期信号的傅里叶变换

例4. 周期性矩形脉冲

1
2sin T k 1

( )x t

1
01

1
0 0

sin
2 2Sa( )k

T k
TTa kT

T T k



 

1T1T 0
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0 /2T0 /2T

1
0

22 sin( )
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kT
TX j k
k


  



 
0

( ) ( )
k

j
k T



12 1T


( )X j
0 2T


   

0

2
T
   



周期信号的傅里叶变换

1 1t T
0( ) ( )x t x t T 周期方波:

2

( )x t 
1, 1t T

0, 0
1 2

TT t 


1
0

22 sin( )
2( ) ( )

k

kT
TX j k
k T


  



 

2

F
0k k T



周期信号的傅里叶变换

时域周期信号 频域冲击串
傅里叶变换

对偶

频域周期信号时域冲击串
傅里叶变换

频域周期信号时域冲击串

0( ) 2 ( )k
k

X j a k    


 
k



XI’AN  
JIAOTONG  

UNIVERSITY

 

连续时间傅里叶分析工具的定义

傅里叶级数
傅里叶变换
周期信号的傅里叶变换



傅里叶级数回顾傅里叶级数回顾

   


 tTjk
k eatx 2综合公式   

k
k综合公式

分析 式     tTjk d/21 分析公式     
T

tTjk
k dtetx

T
a /21 



傅里叶变换回顾傅里叶变换回顾
• 傅里叶变换的数学定义 :

时域信号 频域表示
 tx  jX

傅里叶变换
 tx  jX

傅里叶反变换

傅里叶变换    




 dtetxjX tj

   



 


 dejXtx tj

2
1傅里叶反变换



傅里叶变换与傅里叶级数的关系傅里叶变换与傅里叶级数的关系

时域周期信号 频域傅里叶级数表示

是否有统一的
表述形式？

周期趋于
无穷大

无穷大周
期延拓 表述形式？

时域非周期信号 频域响应
傅里叶变换

时域非周期信号 频域响应



周期信号的傅里叶变换周期信号的傅里叶变换

   


时域周期信号

   



k

tTjk
k eatx 2

    ??2 tTjke Y




    





k

tTjk
k eajX  2Y

   




 dtetxjX tj

k



利用傅里叶反变换

  ??0 tjke Y    




 dtetxjX tj 
   


   dejXtx tj

2
1

 

    
j

2
   020   jXe tj

0 0 0
0( )

0 00 0 0
cos( ) sin( )

T T Tj k n te dt k n tdt j k n tdt        0 0 0  

 0

0 ,
,T k n

k n 0



利用傅里叶反变换利用傅里叶反变换

  ??0 tje Y  

 20  Ftj

  tjF e 0
1

02  


 020  Ftje



周期信号的傅里叶变换周期信号的傅里叶变换

   


时域周期信号

   



k

tTjk
k eatx 2

    





k

tTjk
k eajX  2Y

k

    


TkjX  22    



k

k TkajX  22



内容提要

 傅里叶级数与傅里叶变换的收敛条件

 周期信号的傅里叶变换 周期信号的傅里叶变换

 常用周期信号的傅里叶级数 常用周期信号的傅里叶级数

 常用信号的傅里叶变换
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常用连续时间信号的傅里叶变换常用连续时间信号的傅里叶变换

 常用周期信号的傅里叶级数

 常用信号的傅里叶变换
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常用信号的傅里叶变换 ( )x t常用信号的傅里叶变换：

1. ( ) ( ), 0atx t e u t a 

( )x t

1

 0

1( ) at j tX j e e dt
a j




   


t
0

2 2

1( )X j
a







-1( ) tgX j
a
  

1/ a
( )X j

1 / 2

( )X j

1/ a 1
2a



/ 2

a
a

/ 4

/ 4
aa 0

 / 2
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2. ( ) , 0a tx t e a  ( )x t
10

( ) at j t at j tX j e e dt e e dt 
    

 
t

0

0
( )

1 1 2

X j e e dt e e dt

a




 

  

 

对此例有 ( ) ( )X j X j  ( ) 0X j 

2 2a j a j a  
  

  

结论：实偶信号的傅里叶

对此例有 ( ) ( )X j X j  ( ) 0X j

( )X j2
a

变换是实偶函数。此时可以

用一幅图表示信号的频谱

a1
a

aa


用 幅图表示信号的频谱。 aa
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3 ( ) ( )t t ( )t3. ( ) ( )x t t

( ) ( ) 1j tX j t e dt 
 


  0

( )t

t
(1)

 


( )X j

1

0


0

这表明 中包括了所有的频率成分，且所有频

率分量的幅度、相位都相同。因此，系统的单位冲

( )t
率分量的幅度、相位都相同 因此，系统的单位冲

激响应 才能完全描述一个LTI系统的特性，( )h t ( )t

才在信号与系统分析中具有如此重要的意义。
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傅里叶变换分析系统

 

   




  dehjH j

 tx  ty

j te 

 tx  y
 th

  j tH j e e

   
     

2
j tX j

x t e d






       

2
j tX j

y t H j e d
 





 

 H j e

( )t ( )h t

   
  dhjH j    

  dehjH j
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傅 叶变换    


   


   dejXtx tj1

傅里叶变换

傅里叶反变换

   




 dtetxjX tj

 

1  

 

    
 


dejXtx j

2
傅里叶反变换

推敲思考

 
 

0
02j t Fe     

      21 2
2

j t j ftx t X j e d X j f e df   


 

 
  

     00 0
0 0 02

j t FX j d
e X j d 

    


 

     X j d X j     


      0 0 0X j d X j     


 

非周期信号可以分解成无数多个频率连续分布、振幅为
的复指数信号之和。 由于 具有频谱随频率分

1 ( )
2

X j d 


( ) lim lim kaX j Ta  的复指数信号之和。 由于 具有频谱随频率分

布的物理含义，因而称 为频谱密度函数。
0 0 0

0 , 0
0

( ) lim limkT T f
X j Ta

f


  
 

( )X j
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6.  若 则有( ) 1x t  ( ) 2 ( )X j  

 

( ) ( ) ( )j

因为
1 1( )

2 2
W j t

W
e d  

 
2 2W 

所以 ( ) 1 2 ( )Fx t   

  1Ft     jXtx F

( ) 1  2 ( )Fx t         xjtX F 2
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1 t T
( )x t

4. 矩形脉冲: ( )x t 
1, 1t T

0, 1t T


1TT
t

( )
1

 
1

1

1 1 12sin 2 sin( )
T j t

T

T T TX j e dt
T

  
 




  

1T1T

1 1

1
1 1 12 Sa( ) 2 Sinc( )

T
TT T T

 



 


显然，将 中的 代之以 再乘以 ，即

是相应周期信号的频谱

( )X j  0k
0

1
T

是相应周期信号的频谱

0 11 1 sin2 2Sa( ) k TT Ta k T  0 1
0 0 0

Sa( )ka k T
T T k T




 
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例4. 周期性矩形脉冲

2T
1

( )x t

 

1
0 1

0

2 Sa( )k
Ta k T

T


1T1T 0
t

0 /2T0 /2T
   2X j a    





4. 矩形脉冲: ( )x t 
1, 1t T

T
 t

( )x t
1

   02 k
k

X j a    


 

0, 1t T


1T1T
t

1 1( ) 2 Sa( )X j T T 

0
0

1 ( )ka X jk
T


0
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2 iT T

( )x t
( )X j

12T

1 1
1 1

1

2 sin( ) 2 Sa( ) T TX j T T
T
 


 

 

( )x t

t
1

1T


12T

1T1T 0

( )x t

0

( )X j
14T( )x t

t
1

12T




1

12T12T 0 0

不同脉冲宽度对频谱的影响不同脉冲宽度对频谱的影响

可见，信号在时域和频域之间有一种相反的关系。
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信号的带宽( Bandwidth of Signals ):

由信号的频谱可以看出 信号的主要能量总

 

由信号的频谱可以看出：信号的主要能量总

是集中于低频分量。另一方面，传输信号的系统

都具有自己的频率特性。

因而 工程中在传输信号时 没有必要把信因而，工程中在传输信号时，没有必要把信

号的所有频率分量都有效传输，而只要保证将占

据信号能量主要部分的频率分量有效传输即可。

为此 需要对信号定义带宽为此，需要对信号定义带宽。
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下降到最大值的 时对应的频率范围,1. ( )X j 1
2

通常有如下定义带宽的方法通常有如下定义带宽的方法::

 

下降到最大值的 时对应的频率范围,

此时带宽内的信号分量占有信号总能量的1/2。
2

2.  对包络是 形状的频谱，通常定义主瓣宽

度(即频谱第一个零点内的范围)为信号带宽。

Sa( )x
( 零 )

以矩形脉冲为例，按带宽的定义，可以得出：

脉宽×带宽等于常数C (脉宽带宽积)。这清楚地

反映了频域和时域的相反关系。反映了频域和时域的相反关系。
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1 W (称为理想低通滤波器)5.
1，

0，
( )X j 

W 

W 
 

1 sin( ) Sa( ) sinc( )
2

W j t

W

Wt W W Wtx t e d Wt
t

 
    

   
( )

( )X j

( )x t
( / )W 




W W

1

0

t
0

W


与矩形脉冲情况对比，可以发现信号在时域和频

W

域之间存在一种对偶关系。
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同时可以看到，信号在时域和频域之间也有一

种相反的关系。即信号在时域脉冲越窄，则其频

 

种相反的关系。即信号在时域脉冲越窄，则其频

谱的主瓣越宽，反之亦然。

对例5. 我们可以想到，如果 ，则 将趋

向于一个冲激。

W  ( )x t

向于 个冲激。

( )X j
( )x t

( / )W 
F


W W

1

0tW


F

W W0t
0
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   jXtx F
     xjtX F 2

例4、例5体现的时频对偶关系:

    xjtX 2

 ( )x t
1

( )X j



12T12sin T


t
1T1T

1

0 0

1T


( )X j
( )x t

( / )W i Wt ( )X j


1

( / )W 

W


sinWt
t


W W0

t
0

W
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7

( ) ( )x t t nT


  2 2( ) ( )X j k
T T
   



 F

7.  

 

n


kT T


8.  
( ) ( )T周期矩 波

( )x t 
1, 1t T

( ) ( )x t x t T 周期矩形波:

22 i ( )kT

( )x t 
0, 1 2

TT t 


1
0

0

2 sin( )
2( ) ( )

k

kT
TX j k
k T

  




 F
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常用连续时间信号的傅里叶变换常用连续时间信号的傅里叶变换

 常用周期信号的傅里叶级数

 常用信号的傅里叶变换



主要内容

 傅里叶级数与傅里叶变换的收敛条件

 周期信号的傅里叶变换 周期信号的傅里叶变换

 常用周期信号的傅里叶级数 常用周期信号的傅里叶级数

 常用信号的傅里叶变换



教书是一场暗恋，

你费尽心思去爱一群人，结果却只感动了自己；

教书是一场苦恋，费心爱的那一群人，总会离你而去；

教书是一场单恋，学生虐我千百遍，我待学生如初恋。

教书是一桩群体恋，通过你的牵线搭桥，相恋成片，

老师却在原地一成不变。

亲爱的同学，你若不离不弃，我便点灯相依；你若自

我放弃，我也无能为力！



第3章作业

10%
3.2 ae  3.3  3.6ace  3.8ce  3.9  

3.11be 3.12  3.13  3.15  3.17 3.28 10%
平时作业

独立完成

时间顺流而下 生活逆水行舟 平时作业时间顺流而下，生活逆水行舟
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