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第一章 线性系统状态空间描述与运动分析

内部描述,  外部描述

概念: 因果性,线性、非线性

复习概念

系统基本描述：微分方程，传递函数描述

传递函数的局限性

掌握内容：状态空间描述，由微分方程、传递函数、方框图

求得状态空间描述, 不同描述转换

线性定常系统分析，线性时变、离散系统分析
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状态空间描述是60年代初,将力学中的相空间法引

入控制系统的研究中而形成的描述系统方法，它是时
域中最详细的描述方法。

给出了系统的内部结构信息

形式上简洁，便于用数字计算机计算。

1. 1   系统的状态空间模型

例1.1  考虑电路 R1
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dt
diLiRu l

cc ⋅=+ 2
右方程
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整理得
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以 和 为待定变量求解上述方程，得

列出电路方程 R1
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写成向量形式

导出输出方程：
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把 称为系统状态变量。系统的状态定义为表现系统时间

域行为的一个最小内部变量组。
Lc iu ,

2Ru 为输出变量。
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若 A,B,C,D  为常数，则称系统为定常系统，记为（A,B,C,D）

x是 状态变量，1×n u 1×r 1×m

输出向量。

是 输入向量， y 是

表示参数随时间发生变化，称为时变系统)(),(),(),( tDtCtBtA
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Xx ∈
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状态空间

输入空间

输出空间

时间集

一般情况下，r个输入 m个输出的系统运动，可以描述为

utBxtAx )()( +=&

utDxtCy )()( +=

状态方程：

输出方程：
(1-1)
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传递函数只能描述系统外部的输入输出关系，并不能反映系统内部状态的
变化，我们称之为外部描述。

状态空间表达式将输入输出间的信息传递分为两段来描述。第一段是输入
引起系统内部状态发生变化，用状态方程描述；第二段是系统内部的状态
变化引起系统输出的变化，用输出方程描述。
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1. 建立系统的状态方程模型有两种方法

机理建模,  辨识建模
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用小车的位移和速度及摆杆偏离垂线的角度和角速度来描
述系统的动态特性.设摆杆长度为l

小车的水平位移：y

小球水平位置：

小车水平方向受力：

摆线力矩平衡：

siny l θ+
2( ) cos sinM m y ml ml uθ θ θ θ+ + − =&& &&&

2

2 ( sin ) cos sindm y l l mgl
dt

θ θ θ
⎡ ⎤
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⎣ ⎦

考虑到垂直位置的线性化模型

s in ,   c o s 1θ θ θ= =

忽略 2θ θ&
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2. 由系统输入输出描述导出状态方程模型

a. 由输入输出方程导出状态方程
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b.由方框图导出状态方程

• 化给定方框图为规范化方框图，一阶惯性环节或比例环节；
• 指定状态变量；
• 列写变量间关系；
• 导出状态空间描述。
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1.2  线性时变系统运动分析

定理1.1（解的存在与唯一性定理）

初值为 )(ˆ 0txx = ，则方程有唯一解。

对 ))(),(,()( tutxtftx =& ，若 f 在 T上满足Lipschitz条件，

1.2.1   零输入系统
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先研究 0=u 情况，此时状态方程 变为utBxtAx )()( +=&
xtAx )(=&

00 )( xtx = （1-2）

自学组合系统状态空间
模型求解方法，包括并
联系统、串联系统与反
馈系统
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∫+=
t

t
dxAtxx

0

)()()( 0 τττ

00 t    t,)(t        ),()()( ≥=ΨΨ=Ψ HttAt& （1-3）
其中 为非奇异实常数值矩阵。H

可以证明 有且仅有 个线性无关的解。任意选取
个线性无关的解，并以它们为列构成 矩阵函数 ，则

为 的一个基本解阵。

n n
nn× )( tΨ

)(tΨ Axx =&

( )x A t x=&

（1-2）称为零输入系统.

),( 0ttΦ
定义1.1：若 00 ),()( xtttx Φ= (1-4)

为状态转移矩阵称

定义1.2：

的解阵 为系统的状态转移矩阵。),( 0ttΦ

000 t    tI,(0)  ),,(),( ≥=ΦΦ=Φ ttAtt& (1-5)满足
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由（1-3）和（1-5）得 )()(),( 0
1

0 tttt −ΨΨ=Φ

状态转移矩阵有下列的特性：

Ι=Φ=Φ ),(),( sstt
),(),(1 tsst Φ=Φ−

),(),(),( 1122 stttst ΦΦ=Φ

)(),(),( tAtsts Φ−=Φ&

定理1.2：零输入响应系统(1-2)的状态转移矩阵为

L+++Ι=Φ ∫∫∫ ττττ
τ

ddeeAAdAst
s

t

s

t

s
))(()()(),(

(1-6)
证明： L& ++=Φ ∫

t

s
deeAtAtAst )()()(),(

∫ ++Ι=
t

s
deeAtA ))()(( L

),()( sttA Φ= 证毕。
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对于时候 和 ，若 满足条件

时，状态转移矩阵可写为
1t 2t )(tA )()()()( 1221 tAtAtAtA =

L++++Ι=
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定理1.3：设 K 为某个正常数，如果对所有的 t 有 ，
则对所有的 t 和 s 有

KtA ≤)(

[ ]stKst −≤Φ exp),(
证明：设 s 固定且 t>s，因为 且Ι=Φ ),( ss

),()(),( sttAst Φ=Φ&

将上式从 s 到 t 积分，得

∫ Φ+Ι=Φ
t

s
dsAst τττ ),()(),(

取范数为 τττττ dsKdsAst
t

s

t

s ∫∫ Φ+≤Φ+≤Φ ),(1),()(1),(
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应用格郎瓦—别尔曼不等式得

[ ]stKst −≤Φ exp),( 证毕。

由这个定理知，若系统的参数矩阵是有界的，则它的状

态转移矩阵也是有界的。

1.2.2  非齐次方程的解

utBttxtAttxtt )(),()(),(),( 000 Φ=Φ−Φ &

由性质4得

利用状态转移矩阵的性质，很容易求出 时的状态轨

迹表达式
0≠u

0 0( ( , ) ) ( , ) ( )d t t x t t B t u
d t

Φ = Φ

0
0 0 0( , ) ( , ) ( ) ( )

t

t
t t x x t B u dτ τ τ τΦ − = Φ∫

从 到 t 积分后成为0t
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则有

∫ Φ+Φ=
t

t
udBtxttx

0

)(),(),( 00 τττ (1-7)

(1-7)中第一项为 u = 0 时由初始状态 引起的效应，称为零
输入响应；第二项是当系统初态 时由输入 u 引起的效
应，称为零状态响应。

)( 0tx
0)( 0 =tx

在状态空间模型下，只要有了系统的状态轨迹表达式(1-7)，
可由输出方程(1-1)求得输出 y  的表达式

)()()()(),()(),()(   

)()(

0
00 tutDduBttCxtttC

utDxtCy
t

t
+Φ+Φ=

+=

∫ ττττ

第1项是在 u = 0 时由初始状态 后引起的状态响应在输出
中的反映，称为零输入响应；第2项和第3项是初始状态 时
由 u 后引起的状态响应及 u 本身在输出中反映, 称为零状态响应

0x
00 =x

（1-8）

由(1-6)、(1-7)可知要求得系统的运动轨迹，关键是求出系

统的状态转移矩阵。对于一般的时变系统，这是一件困难的事
情，大多只能依靠数值解法。
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若成立
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ετ

ετε
τδτδ 1)(lim)(

0
dttdtt

则称 为作用时刻为 的单位脉冲函数。

定义1.3 对单变量连续线性时不变系统，零初始状态下以单位
脉冲为输入的系统输出响应称为脉冲响应，表为 。

)( τδ −t τ

)( τ−th
)( τ−th 具有属性 τττ <∀∀=− tth 和   ,0)(

很显然，对于单输入单输出线性时不变系统，若系统初始
状态为0，则系统在任意输入 u 作用下基于脉冲响应的输出响应
y(t) 的关系式为

0
0

     ,)()()( ttduthty
t

t
≥−= ∫ τττ 证明：略。

1.2.3   脉冲响应矩阵
单变量系统 单位脉冲，单位脉冲响应函数，传递函数

多变量系统 传递函数是否可以引入?
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对于时变系统，用 表示系统的脉冲响应。),( τth
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11211

τττ

τττ
τ

ththth

ththth
tH

mrmm

r

L

M

L

(1-9)

定义1.4 对 r  维输入 m 维输出的连续线性时变系统，脉冲
响应矩阵定义为零初始状态条件下以脉冲响应

为元构成的一个 输出响应矩阵

),( τth ij

rm×),,2,1 ;,,2,1( rjmi LL ==

由脉冲响应矩阵定义，有

)()()(),()(            

)()()()(),()(),(

τδττ

τδρρδρρτ
τ

−+Φ=

−+−Φ= ∫
ttDBttC

ttDdtBttCtH
t

(1-10)

（1-10）式为状态转移矩阵与脉冲响应矩阵之间的关系。
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对于容许的任意输入 u ，利用 函数的性质将其表示为δ

∫ −=
t

t
dtuu

0

)()( ττδτ

这就是系统对任意输入 u 的响应。

那么由式 (1-8) 即可写出在初态 下的输出00 )( xtx =

∫+Φ=
t

t
dutHxtttCy

0

)(),(),()( 00 τττ (1-11)

1.2.4   传递函数矩阵

对于单变量定常系统，我们知道对脉冲响应函数
取拉氏变换

( )h t
( ( )) ( )

ˆ ˆ( )
L h t g s
y g s u

=
=

g(s)称系统的传递函数。
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同样，对线性多变量定常系统，对脉冲响应矩阵H(t)取拉氏

变换，得 ( ( )) ( )
ˆ ˆ( )

L H t G s

Y G s U

=

=

G(s)称系统的传递函数矩阵。

线性定常系统（A,B,C,D), 状态转移矩阵为
1( ) ( )G s C sI A B D−= − +

证明： x Ax Bu
y Cx Du
= +
= +

&

两边取拉氏变换 ˆ ˆ
ˆ

sx Ax BU
Y Cx DU

= +
= +

由第一个方程得

1

ˆ( ) ( )
ˆ ( ) ( )
sI A x BU s

x sI A BU s−

− =

= −

再代入第二个方程
1[ ( ) ]Y C sI A B D U−= − + 证毕。

(*)
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状态空间
描述

状态转移
矩阵

（概念）

1. 求解状态响应
2. 求解输出响应

（关系式）

单变量定常系统
单位脉冲，单位脉冲响
应函数，传递函数

多变定常量系统
脉冲响应矩阵，传递

函数矩阵

多变量线性
时变系统
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1.3 线性时不变系统运动分析

令 即无外部输入，导出自治运动方程为：0)( =tu

⎩
⎨
⎧

=
=

00 )( xtx
Axx&

(1-12)

L+−+−+−+=Φ 3
3

2
2

)(
!3

)(
!2

)(),( stAstAstAIst

)(

0
)(

!
1)( stAkk

k
estA

k
st −

∞

=

=−=−Φ ∑

AtA =)(令式(1-6)中的参数矩阵 为常数矩阵，积分得

或 (1-13)

在（1-13）式对t微分后得 AeAee
dt
d stAstAstA )()()( −−− ==

由于定常系统状态转移矩阵不随时间的起点不同而变化，
不妨设 s = 0.  

)()0,( tet At Φ==Φ
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即有 )()( tAt Φ=Φ& I=Φ )0(

是方程（1-12）的状态转移矩阵。显然它有性质)(tΦ
I=Φ )0( )()(1 tt −Φ=Φ −

)()()( 2112 tttt +Φ=ΦΦ )())(( ktt k Φ=Φ

1.3.1   矩阵指数函数的算法

（1）定义法

L++++= 3322

!3
1

!2
1 tAtAAtIe At

(1-14)

利用定义法，只能得到 的数值结果，难以得到 的解
析表达式.

Ate Ate

（2）特征值法
给定 矩阵 A ，且其 n 个特征值 两两相

异，A  的各个特征值的右特征向量组成变换阵为

nn× nλλλ ,,, 21 L
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[ ]nvvvP         21 L=

的算式为Ate
1

1

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= P
e

e
Pe

t

t

At

nλ

λ

O (1-15)

若 A 的特征值属于包含重值情形。为使符号不致过于复杂，
设 n = 5 ,特征值 （重数为 3 ），（重数为2）。由A 的广义
特征向量组所构成的变换阵为Q

1λ 2λ

Ate 的算式为

1

2

2

22
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例 1.2 给定一个连续时不变系统，其自治状态方程为

xx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
3

1
2

0
&

解:（1）定义法。由算式（1-14）得

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡

++−

+−

++−
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡ −−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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+++=
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731
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332
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1
0
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t

t
t

tt
t

tAAtIe At

（3）求预解矩阵法 11 )( −− −= AsILe At

证： 1
3

2

2 )()( −−=+++= AsI
s
A

s
A

s
IeL At L

对上式两边求拉普拉斯反变换，即得证。
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（2）特征值法 2            ,1 21 −=−= λλ
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广义特征向量算法：A的属于 的代数重数

1. 计算 ( ) , 0,1,2m
i mrank I A n v mλ − = − =

直到 00 , m im m v δ= =

, 1 ~i iδ μ=iλ

2. 确定广义特征向量分块表

表的列数=分块数= 0m j=1,…, 0m

列j中特征向量的个数= 0 01 0,  1,...,m j m jv v j m− + −− =

3.确定独立向量

4.确定导出向量

例 0 1
9 6

A
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
1 13, 2λ δ= − =

(1) 0
1 0 0

1 0
( ) 2 2 ,  0

0 1
rank I A rank v vλ

⎡ ⎤
− = = = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

（自学）

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−+−
−−

=−=
−−−−

−−−−
−−

tttt

tttt
At

eeee
eeee

AsILe
22

22
11

222
2

)(
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1
1 1 1

3 1
( ) 1 2 ,  1

9 3
rank I A rank v vλ

− −⎡ ⎤
− = = = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
定出

2
2

1 2 2

3 1
( ) 0 2 ,  2

9 3
rank I A rank v vλ

− −⎡ ⎤
− = = = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
定出

2 1 2,v δ= = 停止

(2)确定广义特征向量分块表

0 2m =

列1个数= 0 0 1 2 1 2 1 1m mv v v v−− = − = − =

列2个数= 0 01 2 1 0 1 0 1m mv v v v− −− = − = − =

列1 列2
(2)
11 11v v= (1)

11 11( 3 )v I A v= − −

（3）确定独立向量
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2
11 11( 3 ) 0,  (-3 ) 0I A v I A v− − = − ≠

2

11 11

11

3 1 0 0
0

9 3 0 0

3 1
0

9 3

v v

v

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
−⎡ ⎤

≠⎢ ⎥
⎣ ⎦

任取

11

1
1

v ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

（4）确定导出向量

11

3 1 1 4
( 3 )

9 3 1 12
I A v

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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1.3.2 状态响应表达式

线性时不变系统的状态响应表达式：

0
)(

0
0

)(
00           ,)(),,,( 0 ttdBue

t
t

xeuxttx tAttA ≥+= −− ∫ τττ

0                2
1

2
1

20

1
0

22
2

0

)(
0

),0,0,(

2

2

)(2)(

)(2)(

)(2)(

)(2)(

)(2)(

)(2)(

)(

≥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

+−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
−

=

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
−

−−
−

=

=

−−

−−

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−

−

∫

∫

∫

t
ee

ee

d
ee

eet

dt
ee

ee
ee

eet

dBue
t

ut

tt

tt

tt

tt

tt

tt

tt

tt

tA

τ

ττφ

ττ

ττ

ττ

ττ

ττ

ττ

τ

对于例(1.2)， , 设 为单位阶跃响

应，可以得出状态响应

)(  ,0)0()0( 21 tuxx ==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

B
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1.3.3   脉冲响应矩阵和状态空间描述

对于连续时不变系统

DuCxy
ttxtxBuAxx

+=
≥=+= 000       ,)(              ,&

其中，A,B,C,D 分别为 和 的实常数

阵，系统脉冲响应矩阵为
nrnnn ××× m  , , rm×

或

)()(
)()( )(

tDBCetH
tDBCetH

At

tA

δ

τδτ τ

+=

−+=− −

(1-16)

（1-16）式由（1-10）容易得出。
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1.4 连续时间线性系统的离散化

图1.1   计算机控制系统

问题的提出

现代计算机控制系统结构

连续系统

保持器 采样器

数字

计算机
D/A A/D

u(t) y(t)

u(k)
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离散化原则：

1.  等间隔采样，且采样时间宽度 比采样周期 T 要小得多，
即 。

Δ

kTt
kTtty

ky
≠
=

⎩
⎨
⎧

=
,
,

0
)(

)(

2. 采样周期要满足香农定理（Shannon）

cs ωω 2>
)( ωjYi

cω− cω
ω

图1.2  连续信号的幅频谱及其上限频率

TΔ ≤
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结论1：连续系统 的离散化模型为))(),(),(),(( tDtCtBtA
L,1,0      ),()()()()1( =+=+ kkukHkxkGkx (1-17)

0)0(      ),()()()()( xxkukDkxkCky =+=

系数矩阵存在如下关系式

[ ]
[ ] kTt

kTt

tDkD
tCkC

dBTk
kT

Tk
kH

kTTkkG

=

=

=

=

+Φ
+

=

+Φ=

∫

)()(
)()(

)(),)1((
)1(

)(

),)1(()(

τττ

证：连续系统的状态运动方程为

∫ Φ+Φ= ττττ duBt
t
t

xtttx )()(),(),()(
0

00
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令 则,0   ,)1( 0 =+= tTkt

ττττ duBTk
Tk

xkkx )()(),)1((
0

)1(
)0,1()1( 0 +Φ

+
++Φ=+ ∫

)()(),)1((
)1(

        

)()(),(
0

)0,(),1( 0

kudBTk
kT

Tk

duBkT
kT

xkkk

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Φ

+
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ+Φ+Φ=

∫

∫

τττ

ττττ

)()()()( kukHkxkG +=

0)0(          ),()()1( xxkHukGxkx =+=+ (1-18)
)()()()( kukDkCxky +=

其中，系统矩阵G和H为 ATeG =

结论2：连续时不变系统 (A,B,C,D) 的离散化模型为

而对输出方程离散化 )()()()()( kukDkxkCky +=

Bdte
T

H At )
0

( ∫=
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结论3：对(1-17)所描述的线性时变离散系统，其状态表达式为

)()()1,()0,()(
1

0
0 iuiHikxkkx

k

i
+Φ+Φ= ∑

−

=

结论4 ：线性时变和线性定常离散系统状态转移矩阵分别为

)()2()1(),( mGkGkGmk L−−=Φ

和
mkGmk −=−Φ )(

其中， .IGImG ==− 0,)1(

证明： ImmmkkGmk =ΦΦ=+Φ ),( ),,()(),1(求 的解。

)(),1( mGmm =+Φ

)()1(),2( mGmGmm +=+Φ

L
)()2()1(),( mGkGkGmk L−−=Φ

同理通过解方程 ImkGmk =Φ−Φ=+−Φ )0(),()1( 可得出定常

系统的状态转移矩阵。
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知识点：
1. 状态空间描述，由微分方程、传递函数、方框图求得

建立简单物理系统状态空间描述

2.  线性定常系统运动分析

3. 线性时变、离散系统运动分析

研究题目：试写出二级倒立摆系统的状态空间描述


