
近自由电子近似 —— 平面波展开方法
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近自由电子近似认为晶体电子仅受晶体势场很弱
的作用， E(k)是连续的能级

*  由于受周期性势场的微扰，E(k)在Brillouin区
边界产生分裂、突变禁带，连续的能级形成能带
这时晶体电子行为与自由电子相差不大

*  因此，可以用自由电子波函数(平面波)的线形
组合来构成晶体电子波函数，描写晶体电子行为



近自由电子（价电子）用平面波基函数是自然的
*  平面波本身就是非局域的！
*  平面波本身就是调幅为常数的Bloch函数！
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对周期性函数uk做傅里叶展开，有
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从而，布洛赫函数表现为
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这是平面波的线性组合自由电子的本征解的线性
组合 —— 问题：求和取多少？或，取多少倒格矢？



评论：

晶体中电子受到的原子势作用：
* 靠近核区，势变化剧烈；远离核区，势变化平缓

对应的晶体波函数的性质
*  靠近核区，波函数振荡对应平面波波矢大的成分！
*  远离核区，波函数平滑对应平面波波矢小的成分！

特点:
* 较好的解析性傅立叶展开系数基本都可以解析表达

* 理论上可以无限地改善基函数集的完备性使解收敛
适当精度要求下，合适的平面波个数可由势场的傅立
叶变换系数的大小决定，G小时，CG较大，G大时，
CG较小，因此，一定G以后， CG小到可以忽略

* 基函数是非局域的，不依赖于原子位置——有好处也
有坏处——视所描写的晶体电子的性质而定



—— 近自由电子模型中假定周期性势场的起伏很小，

可以将其看作是微扰，对一些金属计算得到的能带

结果和实验结果是相符的

—— 在实际的固体中，在原子核附近，库仑吸引作

用使周期性势场偏离平均值很远，在离子实内部势场

对电子波函数影响很大，其波函数变化剧烈

—— 在弱周期场近似中，波函数由平面波叠加而成，

要使波函数在离子实附近有振荡的特点，平面波的
展开式中要有较多的频率成分，计算量很大



困难？
*  收敛很慢：在靠近原子核区域，电子有很大的

动量；而在远离原子核区域，动量较小
*  因此，即需要小的也需要大的动量的平面波。

即用来展开晶体波函数的平面波基函数有可能
需要很多！

如何解决？
* 想办法修正或者对相互作用势作某些程度的近似
* 赝势方法、……等！
* 用局域波函数构造满足布洛赫函数的基函数！

——紧束缚近似



紧束缚近似认为晶体中的电子好象孤立原子的电子

一样紧紧束缚在该原子周围

*  孤立原子的分裂能级由于原子间的互相靠拢，有

相互作用，从而使得孤立原子能级扩展成能带

由于与周围的束缚在其它原子上的电子仅有很小的

相互作用

*  因此，可以用孤立原子的电子波函数构成晶体波

函数，并且只考虑与紧邻原子的相互作用

紧束缚近似的观点



§4.4 紧束缚方法

1. 模型与微扰计算

紧束缚近似方法的思想和出发点

—— 电子在一个原子(格点)附近时，主要受到该原子势场

的作用，而将其它原子势场的作用看作是微扰

—— 将晶体中电子的波函数近似看成原子轨道波函数的线

性组合，得到原子能级和晶体中电子能带之间的关系

—— LCAO理论 __Linear Combination of Atomic Orbitals

—— 原子轨道线性组合法



电子的束缚态波函数

电子在格矢 处原子附近运动

—— 电子在第m个原子附近运动，其它原子的作用是微扰

—— 简单晶格原胞只有一个原子



电子的束缚态波函数
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—— 格点的原子在 处的势场
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—— 电子第i 个束缚态的波函数

—— 电子第i 个束缚态的能级
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晶体中电子的波函数

—— 晶体的周期性势场___所有原子的势场之和

—— 对方程进行变换

—— 微扰作用

满足的薛定谔方程



微扰以后电子的运动状态

原子轨道线性组合 (LCAO)

—— 晶体中有N个原子，有N个格点，环绕不同格点，有N
个类似的波函数，它们具有相同的能量本征值εi

—— 微扰以后晶体中电子的波函数用N个原子轨道简并波

函数的线性组合构成
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电子的薛定谔方程
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—— 当原子间距比原子半径大时，不同格点的

重叠很小 近似有

—— 正交关系
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以 左乘上面方程 积分得到

化简后得到
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—— N种可能选取，方程是N个联立方程中的一个方程
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变量替换

势场具有周期性
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—— 积分只取决与相对位置

引入函数 —— 表示方程中的积分项



—— 周期性势场减去原子的势场，仍为负值
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—— 关于am为未知数的N个齐次线性方程组

—— am只由 来决定
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对于确定的
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波函数

晶体中电子的波函数

能量本征值



 晶体中电子的波函数具有布洛赫函数形式

1( ) ( )mik R
k i m

m
r e r R

N
ψ ϕ⋅= −∑

   

改写为

—— 晶格周期性函数

— 简约波矢，取值限制在简约布里渊区



周期性边界条件

的取值有N个，每一个 值对应波函数
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晶体中电子波函数

原子束缚态波函数

—— 两者存在么正变换
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—— N个波函数表示为

能量本征值

—— 对于原子的一个束缚态能级，k有N个取值

—— 原子结合成固体后，电子具有的能量形成一系列能带

1( ) ( )mik R
k i m

m
r e r R

N
ψ ϕ⋅= −∑

   



简化处理

—— 表示相距为 两个格点的原子束
缚态波函数

—— 当两个函数有一定重合时，积分不为零
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—— 最完全的重叠

其次考虑近邻格点的格矢
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例题 计算简单立方晶格中由原子s态形成的能带

 s态的波函数是球对称的，在各个方向重叠积分相
同

具有相同的值 表示为

∑
=

⋅−−−=
NearestR

Rki
si

s

seRJJkE


)()( 0ε

s态波函数为偶宇称
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—— 简立方六个近邻格点
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—— 第一布里渊区几个点的能量



点和 点分别对应能带底和能带顶

10 6: JJE i −−= εΓ Γ

10 6: JJER i
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—— 带宽取决

于 J1 ，大小取

决于近邻原子
波函数之间的
相互重叠，重
叠越多，形成
能带越宽



在能带底部

在 附近按泰勒级数展开

将
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在能带顶部

在 附近按泰勒级数展开

将
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能带顶部电子的有效质量



晶体中的电子在周期性势场中运动，其行为满足布

洛赫定理，电子波函数是布洛赫函数

)()( ruer k
rki  ⋅=ψ

求解晶体的电子行为，首要就是选择适合的基函数

构造布洛赫函数！
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近自由电子近似
认为晶体电子仅受晶体势场很弱的作用，从而用自由

电子波函数(即平面波) 为基函数来构成晶体电子波函数

紧束缚近似
认为晶体中的电子好象孤立原子的电子一样紧紧束缚

在该原子周围，用孤立原子的电子波函数构成晶体波函数



两种体系，两种极端
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 u(r) 函数具有实空间的周期性，可在倒空间做傅

里叶展开，从而有
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这就是近自由电子近似：物理上，价电子行为远离

局域，适合描述金属等晶体的电子行为。
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布洛赫函数也具有倒空间的周期性（简约波矢改

变一个倒格式，平移算符本征值不变）

从而可在实空间做傅里叶展开，有
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若展开系数w(r,Rn)为孤立原子轨道波函数，这就是紧

束缚近似：物理上，价电子紧束缚在原子核周围，其

行为很局域。适合描述共价晶体的电子行为。



紧束缚方法(Tight Binding Model)
电子在一个原子(格点)附近时，主要受到该原子势场

的作用，而将其它原子势场的作用看作是微扰

考虑简单晶格的单态问题

零级近似 —— N重简并的孤立原子解

孤立原子的束缚态波函数
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—— 格点的原子在 处的势场
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晶体中电子的波函数

考虑微扰作用
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简并微扰论处理 ——晶体中电子的波函数用N个原子
轨道简并波函数的线性组合来构成
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应具有布洛赫函数形式！？
代入方程有



以 左乘上面方程 积分得到
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晶体中电子的波函数

能量本征值
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—— 原子结合成固体后，电子具有的能量形成一系列能带
简化计算，有

仅仅适用于简单晶格的
单态问题

原来N重简并的原子能级，现在消除了简并（与k有关）



一维晶体点阵形成的势能函数曲线

EP

r++ + ++
r

内层电子→E1 ，能量低，穿过势垒概率小，共有化程度低；

外层电子→E2 ，能量较高，穿过势垒概率大，共有化程度高；

E1

+
d

E2

d(Å)～原子半径

e

E3

价电子→E3 ，能量最高，在晶体中自由运动，为晶体所共有。

原子能级与能带的对应



∆E

∆Eg

原子的不同能级分裂成不同的能带，能带中的能级个数决定于
组成晶体的原子数N；

能带宽度∆E决定于晶体的点阵间距r，且能量越低的能带越窄，
能量越高的能带越宽；

两个相邻能带之间，可能有一个能量间隔，其中不存在电子的
稳定能态，称为禁带；

禁带消失。

两个相邻的能带也可能互相重叠，这时



—— 简单情况下，原子能

级和能带之间有简单的对

应关系，如ns带、np带、

nd带等等

—— 由于p态是三重简并

的，对应的能带发生相互

交叠，d态等一些态也有

类似能带交叠



紧束缚讨论中 —— 只考虑不同原子、相同原子态之间的

相互作用

—— 对于内层电子能级和能带有一一对应的关系

对于外层电子，能级和能带的对应关系较为复杂

—— 一般的处理方法

1) 主要由几个能量相近的原子态相互组合形成能带

2) 略去其它较多原子态的影响

—— 不考虑不同原子态之间的作用

—— 讨论分析同一主量子数中的s态和p态之间相互作用

—— 略去其它主量子数原子态的影响



—— 各原子态组成布洛赫和

—— 同一主量子数中的

s态和p态之间相互作用
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—— 能带中的电子态

—— 布洛赫和的线性组合
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代入薛定谔方程

求解组合系数 能量本征值
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—— 能带中的电子态



—— 复式格子

一个原胞中有l个原子，原子的位置

—— 原胞中不同原子的相对位移

布洛赫和
1 ( )mik Ri

k i m
m

e r R r
N

α
αψ ϕ⋅⋅ = − −∑

   

—— α表示不同的分格子，i 表示不同的原子轨道



—— 具有金刚石结构的Si，原胞中有4个A位和1个B位原子

A位原子格子与B位原子格子的相对位移

—— 坐标原点选取在A
位格子的格点上



Si晶体中3s和3p轨道相互杂化至少需要八个布洛赫和

—— Si的价带和导带是上面八个布洛赫和的线性组合



—— 也可以看作是Si
原子进行轨道杂化，
形成四个杂化轨道
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近邻原子的杂化轨道之
间形成成键态和反键态



以成键态和反键态波函数

—— 成键态对应的四个能带

交叠在一起，形成Si的价带

—— 反键态对应的四个能带

交叠在一起形成Si的导带

为基础形成布洛赫和, 形成能带



总体处理思路和方法

1) 将各原子态组成布洛赫和

2) 再将能带中的电子态写成布洛赫和的线性组合

3) 最后代入薛定谔方程求解组合系数和能量本征值



1. 原子态布洛赫和 ,
1 ( )mik R
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m
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2. 晶体电子波函数 , ,
,

i i
i
Cα α

α

ψΨ =∑

3. 将晶体波函数尝试解代入晶体薛定谔方程
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交叠积分
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一般上，若设不同原子间原子波函数正交，则有

, , 1ji ji mn jis Sβα βα βαδ δ δ= ⇒ =



能量积分
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本征值方程变为

, , ,
,

[ ] 0ji ji i
i

ES Cβα βα α
α

Η − =∑

这是关于晶体波函数线性组合系数C的线性方程组，其
有非平凡解的条件是其系数行列式为零，即

, ,det[ ] 0ji jiESβα βαΗ − =

此即为通常的紧束缚近似处理！！



紧束缚近似中，取展开系数w(r,Rn)为原子轨道波函数：

更一般地，有

 Wannier 函数

前面提到，布洛赫函数可以在实空间进行傅里叶展开
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Wannier函数是以Rn为中心的函数，即
处于Rn的局域函数



对于任何能带

1( ) ( , )nik R
n k

k
w r R e k r

Nα αψ− ⋅− = ∑
   

—— 一个能带的Wannier 函数是由同一个能带的布洛赫函数
所定义

—— 易证瓦尼尔函数满足正交关系

局域于不同格点不同能带的Wannier函数是正交归一的
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