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1. 简介

对于同样的流动控制方程，甚至方程本身是同一

的，却会在不同的流动区域展现出完全不同的解。

数学特性
不同！！

 流体力学控制方程：积分型、微分型；

 研究这些方程的数值求解方法之前，非常有必要

检查一些偏微分方程本身的一些数学特性；

 任何有效数值求解必须体现出其遵循了这些控制

方程的一般数学特性。



拟线性系统（quasilinear partial differential equation）：

最高阶偏导数均是线性的，即不存在最高阶偏导数的

乘方或指数形式，只存在最高阶偏导数本身与一个系

数的乘积，该系数是因变量本身的函数，这样的方程

组被称为拟线性系统。

1. 简 介

黏性流动：

无黏流动：



偏微分方程的分类

技术1：
克莱姆法则

技术2：
特征值方法

双曲型
方程

抛物型
方程

椭圆型
方程

混合型
方程

2. 拟线性偏微分方程的分类



2. 拟线性偏微分方程的分类

二阶二元的拟线性偏微分方程，数学上的一般形式为：

下标x,y 表示对该自变量的偏导数，系数a,b,c,d,e,f 可以

是因变量Φ及自变量 x, y 的函数



2. 拟线性偏微分方程的分类

对由上述偏微分方程所描述的物理过程，系数a，b，c之值一般随求解

区域中的位置而异。对区域中某点 P(x0,y0)，视（b2-4ac）大于、等于

或小于零的情况，可把微分方程在该点称为：

b2-4ac > 0 , 双曲型（hyperbolic），过P点有两条实的特征线；

b2-4ac = 0 , 抛物型（parabolic），过P点有一条实的特征线；

b2-4ac < 0 , 椭圆型（elliptic），过P点没有实的特征线；



2. 拟线性偏微分方程的分类

如果在整个求解区域内，描写物理问题的偏微分方程都

属于同一个类型，则该物理问题就可以用偏微分方程的

类型来称谓。如双曲型问题，抛物型问题，椭圆型问题。

在有的物理问题中，同一求解区域内的偏微分方程可能

属于不同的类型，称谓混合型问题。



2. 拟线性偏微分方程的分类

例：

二阶波动方程

一阶波动方程

一维非稳态扩散方程

二维稳态扩散方程 。。。



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

影响区：R中一些点的集

合，当P点值变化时，那

些点上的值也随之变化。

在x-y平面上的区域R求解拟

线性偏微分方程（组），所
谓任意一点P的：

依赖区：R中一些点的集

合，为了唯一地确定P点

的值，那些点上的值必须

完全给定。

依赖区与影响区 区域R

P

x

y



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

双曲型方程

 P 点的信息只影

响两条特征线之间

的区域 I；

 P 点的解仅取决于a和b之间的边界。P 点的性

质，仅取决于区域III中发生的事情；



3. 不同类型方程的一
般特性：对流体力学
物理和计算的影响

双曲型方程

 ab段之外的c点信息，

沿过c点的两条特征线传

播，仅影响区域II；

 CFD双曲型推进（步进）求解法：从给定的初始条

件，即图中y轴一步一步沿x方向推进，从而计算整个流场。

三维稳态流动



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

双曲型方程

空气动力学中稳态无黏超声速流动 超声速流动流过二维
圆弧翼型

物理学中的波动方程

空气动力学中无黏流体非稳态流动

不考虑粘性时气体在管道内的一维非稳态流动

发生在极短时间内的导热过程



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

抛物型方程
特征线

 过P 点只有一条特征线，

依赖区与影响区以特征线为

界而截然分开；

 描写物理学中的一类步进问题：因变量与时间有关，

或问题中有类似于时间的变量，又称初值问题；

二维抛物型方程解的区域和边界



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

抛物型方程

特征线

 求解区域是一个开区间，

计算时从已知的初值出发，

初步向前推进，依次获得适

合于给定边界条件的解 ---

步进法。

二维抛物型方程解的区域和边界



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

抛物型方程

三维抛物型方程解的区域和边界

依赖区与影响区以特征线为界而截然分开

非稳态导热：

某一瞬时物体中的温度分布取决

于该瞬时以前的情况及边界条件，而

与该瞬时以后将要发生的情形无关。

稳态边界层流动与换热：

下游的物理量取决于上游，而上游的物理量不会受下游影响。

物理意义



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

椭圆型方程

 特征线是虚的，与特

征线相关的数值方法不

适合于求解椭圆型方程；

 不受影响区和依赖区的限制，信息可以

沿各个方向传播到任何地方；

二维椭圆型方程解的区域和边界

P

b

a d

c

x

y

O



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

椭圆型方程

 P点影响了区域中的每一个

点，反过来说，整个封闭边界

abcd均会影响P点的解，所以，

P点的求解必须与区域中所有

点的求解同时进行；

 必须在整个边界上abcd应用边界条件—边值问题。

二维椭圆型方程解的区域和边界

P

b

a d

c

x

y

O



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

椭圆型方程

稳态、亚声速无黏流动 不可压缩无黏流动

稳态导热过程、有回流的流动、对流换热

椭圆型离散方程求解的基本方法：各节点上的代数方

程必须联立求解，而不能先解得区域中某一部分上的

值后再去确定其余地区上的值。



3. 不同类型方程的一般特性 例



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

椭圆型方程的定解条件

不需要给出初始条件，但必须

在所有边界给出边界条件

抛物型方程的定解条件

给出初始条件和全部的进出口

边界条件

(
흏흓
흏풏

)휞= 품(풙, 풚, 풛, 풕)

(흓)횪= 품(풙, 풚, 풛, 풕)

(풌
흏흓
흏풏

+h 흓)휞= 품(풙, 풚, 풛, 풕)



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响与数值解的关系



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

混合型方程

纳维-斯托克
斯方程：

速度和温度对时间的偏

导数体现了抛物型特性

部分椭圆型来自于黏性项，

它提供了在流动中将信息

反馈到上游的机制

偏微分方程组并不总是可以方
便地划分为双曲型、抛物型或
椭圆型，有时具有混合特性



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

单向坐标与双向坐标

。

单向坐标：在坐标轴上，扰动仅能向一个方向传递，同时

该坐标上任一点处的物理量也仅收到来自一侧条件的影响。

One-way coordinate

双向坐标：在坐标轴上，扰动可以向两个方向传递，同时

该坐标上任一点处的物理量之值可受到两侧条件的影响。

Two-way coordinate



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

单向坐标与双向坐标

。

。

一个多维的非稳态流动（或导热）问题中，时间是单向坐

标，所有的空间坐标均为双向坐标。

抛物型这一名称表示了一种单向作用的概念，而椭圆型这

一术语则具有双向作用的意义。

在描述微分方程的类别时，应当指出是对什么坐标而言的。

在不同的坐标方向上，扰动或影响的传递具有不同的特性。



3. 不同类型方程的一般特性：对流体力学
物理和计算的影响

单向坐标与双向坐标

如果所研究的问题中有一个空间坐标是单向的，就称这种流

动或换热是边界层型的问题；

如果所有的空间坐标都是双向的，就称为回流问题。

椭圆型与抛物型 数学角度命名

物理意义的称谓



4. 模型方程及其数学物理性质

 流体力学方程组具有未知数多，空间变量多，非线性强等特点，

很难找到流体力学方程组一般情况下的解析解，为此，无法直接分

析和理解流体力学方程组所反映的流动本质。

 另一方面，对某种数值算法的检验与验证非常重要，如精度、

误差、稳定性等，希望可以找到一些简单但又可以反映流动本质的

模型方程对算法进行初步的试算与分析。

模型方程是流体力学方程组在某种程度上的简化，但又

保留流体力学方程组的一些基本数学、物理特性。

什么是模型方程



模型方程特点

• 未知量数目较少（一般只含一个未知量）；

• 自变量数目较少（一般只含一个空间变量，一个时间变量）；

• 线性或简单的非线性方程；

• 能较好的反映流动的基本特征；

• 可以找到解析解，可以用来检验与验证数值解。

4. 模型方程及其数学物理性质



N-S方程分析

•主要部分：

非定常项，对流项，压力梯度效应项，体积力项，粘性扩散项
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•一维对流—扩散方程（Burgers方程）

4. 模型方程及其数学物理性质



几种典型模型方程

• 对流方程（波动方程）
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抛物型

• 扩散方程（热传导方程）
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双曲型
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4. 模型方程及其数学物理性质
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• 一维对流—扩散方程（Burgers方程）

4. 模型方程及其数学物理性质

几种典型模型方程



• 平衡方程（Laplace方程和Poisson方程）
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抛物—双曲型

抛物—双曲型

• 浅水波方程（Kdv方程）
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椭圆型

椭圆型

4. 模型方程及其数学物理性质

几种典型模型方程
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4. 模型方程及其数学物理性质

一维线性对流方程
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在(x,t)平面上总可以找到一条

曲线 ，其切向方向如下：
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初始条件：

在该线上扰动是不变的----特征线
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4. 模型方程及其数学物理性质

一维线性对流方程



0u uu
t x

 
 

 

特征线：

特征线斜率依赖于当地u值。

dx u
dt



   ,0u x x

x

t

x1x

t

非线性带来的新问题：特征线

重叠，速度出现多值！

4. 模型方程及其数学物理性质

一维非线性对流方程

   ,0u x x初始条件：



 ,u x t

x

t t

1x

激波间断的形成

4. 模型方程及其数学物理性质

一维非线性对流方程

反映了流动中波阵面被压缩和增强，最后形成激波间断



4. 模型方程及其数学物理性质

一维（非）线性对流方程

当波速 a =(x,t）不为常数，虽然特征线随时间而变化，但仍为平行的直线簇，
当 t=t0 时，初始函数的幅值与形状仍是不变的。

波动方程是对流方程的另一种形式：
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1. 对流方程是双曲型方程，对流方程所反映的流动特性可以用特征线

来描述，流场中扰动沿特征线传播；

2. 流场中扰动传播速度是有限的，并且传播具有方向性（如线性对流

方程扰动传播速度为a，a>0向正方向传播，a<0向负方向传播）；

3. 非线性对流方程的特征线可能会发生聚集现象，在流场中出现物理

量间断；

4. 对于非线性对流方程，即使初始条件充分光滑连续，解也可能存在

间断。

4. 模型方程及其数学物理性质

对流方程的数学物理性质
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微分方程理论已经证明：只要初值 在 范围内是连续和有界函数，

扩散方程的解一定存在，且解是唯一的、而且解连续的依赖于它的初值。
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其解为：

4. 模型方程及其数学物理性质

一维扩散方程

初始条件



1. 扩散方程是抛物型方程，它描述具有耗散机制的物理现象；

2. 对于扩散方程，不管在初始时刻 的分布如何集中，在流场中

的任何扰动将瞬时传播到无穷远，扰动传播速度是无限大的，任何

局部的扰动会立刻影响全场；

3. 扩散方程不会形成物理量的间断，任何间断都会被瞬时光滑掉；

4. 扩散方程存在极值原理，即如果初值有界 ，则解一

定有界 。

 x

 m x M 

 ,m u x t M 

4. 模型方程及其数学物理性质

扩散方程的数学物理性质
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Burgers方程既具有双曲型方程的数学性质，又有抛物

型方程数学性质，在流体流动中，Burgers方程既能反

映无粘流动Euler方程组特性，也能反映粘性流动N-S

方程的性质。

4. 模型方程及其数学物理性质

Burgers方程



1. Burgers方程的解是单值连续的，在流场当中不会出现物理量的

间断；

2. Burgers方程解具有波动性，在流场中扰动沿特征线传播，同时，

Burgers方程具有粘性耗散效应，扰动在传播的过程中幅值衰减。

4. 模型方程及其数学物理性质

扩散方程的数学物理性质



4. 模型方程及其数学物理性质

三种不同模型方程当初值分布为一个三角形时，其解的不同数学物理性质示意图

对流方程、扩散方程、对流-扩散方程扰动传播特性

三角形初值的幅值和形
状保持不变，传播速度
有限----对流方程

三角形初值的幅值越来
越小，形状发生变化，
且局部扰动会影响全流
场----扩散方程

三角形初值的幅值越来
越小，形状会发生变化，
但传播速度却是有限的
----对流-扩散方程

x



5. 总结

 许多方程可被清晰地定义成双曲型、抛物型或椭圆型，

另外，如非定常的纳维-斯托克斯方程具有混合特性；

 双曲型和抛物型方程的主要数学特性是，可以借助自

身从一个已知的初始平面或线出发推进求解 --- 步进法；

 椭圆型方程，一个给定点上的流动变量必须同时与流

场中其他所有点上的流动变量一起求解---边值问题；

 椭圆型、抛物型及双曲型方程的不同数学特性是这些

方程所描述的不同物理特性的直接反应。



5. 总结

可压、黏性流

动N-S方程组

可压、无黏流动Euler

方程组

不可压、黏性

流动N-S方程组

可压、无黏流动

Euler方程组

非定常 抛物-双曲型 双曲型 椭圆-抛物型 椭圆-双曲型

定常 椭圆-双曲型 亚声速：椭圆-抛物型

超声速：双曲-抛物型

椭圆型 椭圆-双曲型



5. 总结
 拟线性系统

 拟线性偏微分方程的分类

 不同类型方程的一般特性

o 椭圆型、抛物型、双曲型的影响区与依赖区

o 典型的椭圆型方程及其定解条件

o 典型的抛物型方程及其定解条件

o 与数值解的关系

 单向坐标与双向坐标

 模型方程的特点，几种典型的模型方程及特征


