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飞机纵向运动的线性二次型最优控制 

1  问题描述 

本文讨论的飞机，其纵向运动，是靠升降角的变化以及推力的变化来控制的，通过调整

二者的大小，来控制飞机的运动轨迹，从而得到飞机在垂直面内运动的最优控制规律。 
飞机在靠近海平面巡航飞行,其线性纵向运动方程如下: 

 

 
从指定高度的高度变化 h和从指定点的前进位移 x由如下公式给出： 

         

 2  系统建模 

在不考虑风速干扰的情况下，飞机纵向运动规律，经过线性化处理，可用一下模型表示，即： 



状态方程： X AX BU= +
i

 

输出方程：Y  CX=
式中： 

状态向量： [ ]X u w q hθ=   

输出向量：  [ ]Y u w h=

控制向量： t[  ]eU δ δ=  

u：前向速率的变化 
w：俯冲速率的变化 
h：高度 
q：俯仰角速度 

θ：俯仰角  

eδ ：升降角的变化 

tδ ：推力变化 

32

0.045 0.036 0 0.322 0 0 1
0.370 2.02 1.76 0 0 0.282 0

    B= 00.191 3.96 2.98 0 0 11
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1.76 0 0 0

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

A a

C

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟= − − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 3  控制目标 

 
    利用计算机作线性反馈控制，控制信号经过零阶保持器转换位模拟控制信号，即 

  ( ) ( )u t Kx k= −

以及   ( )( )        1u t u k kT t k k= ≤ ≤（ ＋）

其中 T为采样周期，假定控制变量的范围受限，即 

0)     1,i iu t u i≤ =( 2

dt

 

控制器 K使二次型损失函数 

           
0

( )T TJ x Qx u Ru
∞
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极小。 

4   控制规律的计算 

由于本系统要利用计算机作控制反馈器，而计算机只能处理离散的数字信号，所以对

该问题一般的解决思路是对对象模型及性能函数进行离散化处理，然后利用离散动态规划推

导出计算最优控制规律的递推公式，从而结合其他条件求出最优控制规律。飞速发展的科学

技术给我们提供了诸如 Matlab 等优秀的数学工具，可以方便地解决这一繁琐的工作，本课
题采用Matlab控制工具包中 lqr函数可方便地求出最优控制规律，从而把精力主要放在影响
控制规律的加权矩阵 Q、R以及采样周期的选择上。 

采用最优控制规律后组成的闭环控制系统如下 
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                        图 1 

5   加权阵 Q、R的选用 

在目标函数中，状态变量加权阵 Q和控制变量加权阵 R的选择关系到最优控制的解，
不同的加权阵系数影响到 Riccati 方程的解，即影响状态反馈的大小。故对 Q、R 要精心选
用。 
5.1  Q、R选用的一般准则： 

1  Q、R 为对角线矩阵。Q、R 的选用有多种方法，但选用对角线矩阵，能方便地确
定矩阵的正定性。Q要求非负定，R要求正定。通常我们选择的状态变量是有实际意义的物
理量，因此，从对角线元素的大小，可直接反映该控制输入或状态变量对目标函数影响的大

小。 
2  从目标函数中可以看出，Q、R 的数值是相对的，它们分别表示减小误差的权和减

小控制能量的权的相对重要程度。 
3 Q的选择不唯一，对相同的控制器，可以有不同的 Q。 
4 本方案中，先选择 R（2×2），再选 Q（5×5）。 

5.2 R的选择 

选择 R时，固定 Q为单位矩阵。令 R Iβ= 。 β 分别等于 0.01、0.1、1、10、100，

计算相应的最优控制律，并绘制其阶跃响应曲线如图 2： 

自左至右 5 张图，分别对应 β 等于 0.01、0.1、1、10、100。由图知，当 R 增大时，

不管是前向速度、俯仰速度或是高度变化，其阶跃响应稳定时间变长，超调变大。由比较知

R阵宜选小。 
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                                     图 2     
 
5.3 Q的选择 

 选择 Q时，R为已经选定的矩阵。令 R Iβ= 。β 分别等于 0.01、0.1、1、10、100，

计算相应的最优控制律，并绘制其阶跃响应曲线如图 3： 

自左至右 5张图，分别对应 β 等于 0.01、0.1、1、10、100。由图知： 

当 Q增大时，在前向速度曲线上，阶跃响应稳定性能变好，超调性能变好。 
当 Q增大时，在俯仰速度曲线上，阶跃响应稳定性能变差，超调性能变好。 
当 Q增大时，在前向速度曲线上，阶跃响应稳定性能无明显改变，但超调性能变好。 
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5.4 采样周期的确定 
在满足性能的基础上，采用尽可能长的采样周期，可以减少运算量，降低对计算机的

要求。 



 
 
 

 

 
                                     图 3 
 

6   离散控制器的设计 

选定 Q、R后，可以确定控制系统的最优控制律，并给出系统在阶跃响应下的输出 

最优控制律  
0.0096 0.3762 3.6648 16.4975 3.1624

 
101.0035 251.2916 65.2910 694.5870 299.9987
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系统的阶跃响应如图 4、5、6。 



 

图 4 
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                                    图 6 

7   程序源码 

7.1  RSelection.m 选择加权阵 R 
     % select of matric  R 
clear; 
clf; 
a=[-0.045 0.036 0 -0.322 0 
    -0.370 -2.02 1.76 0 0 
    0.191 -3.96 -2.98 0 0 
    0 0 1 0 0 
    0 -1 0 1.76 0]; 
b=[0 1; -2.82 0;-11 0;0 0;0 0]; 
c=[1 0 0 0 0 
    0 1 0 0 0  
    0 0 0 0 1]; 
d=[0 0  
   0 0 
   0 0]; 
R=[1e-2 1e-1 1 10 100 ]; 
Q=eye(5); 
[r,ni]=size(b); 



[no,cs]=size(c); 
for i=1:5; 
    if i==4 
       title('select of R'); 
   end 
    q=R(i); 
    [gain,S,E]=lqr(a,b,Q,q*eye(ni)); 
    ac=a-b*gain; 
    Gc=ss(ac,b,c,d); 
    t=0:0.1:10; 
    y=step(Gc,t); 
    subplot(1,5,i); 
    plot(t,y(:,1:3));    
end; 
legend('前飞速度变化','下降速度变化','高度'); 

a) QSelection.m 选择加权阵 Q 
     % select of matric Q  
clf; 
a=[-0.045 0.036 0 -0.322 0 
    -0.370 -2.02 1.76 0 0 
    0.191 -3.96 -2.98 0 0 
    0 0 1 0 0 
    0 -1 0 1.76 0]; 
b=[0 1; -2.82 0;-11 0;0 0;0 0]; 
c=[1 0 0 0 0 
    0 1 0 0 0  
    0 0 0 0 1]; 
d=[0 0  
   0 0 
   0 0]; 
Q=[1e-2 1e-1 1 10 100]; 
R=[10 0;0 0.01]; 
[r,ni]=size(b); 
[no,cs]=size(c); 
for i=1:5; 
    if i==4 
        title('select of Q'); 
    end 
    q=Q(i); 
    [gain,S,E]=lqr(a,b,q*eye(size(a)),R*eye(ni)); 
    ac=a-b*gain; 
    Gc=ss(ac,b,c,d); 
    t=0:0.1:10; 
    y=step(Gc,t); 



    subplot(1,5,i); 
    plot(t,y(:,1:3)); 
end; 
 legend('前飞速度变化','下降速度变化','高度'); 
 

b) DesignOfController.m 设计控制器 
     %1 Summary of this function goes here 
%  Detailed explanation goes here 
clf; 
a=[-0.045 0.036 0 -0.322 0 
    -0.370 -2.02 1.76 0 0 
    0.191 -3.96 -2.98 0 0 
    0 0 1 0 0 
    0 -1 0 1.76 0]; 
b=[0 1; -2.82 0;-11 0;0 0;0 0]; 
Q=[100 0 0 0 0  
    0 400 0 0 0 
    0 0 100 0 0  
    0 0 0 0 0 
    0 0 0 0 1000]; 
R=[10 0;0 0.01]; 
[K,S,E]=lqr(a,b,Q,R); 
K 
ap=[a-b*K]; 
bp=b; 
c=[1 0 0 0 0 
    0 1 0 0 0  
    0 0 0 0 1]; 
d=[0 0  
   0 0 
   0 0]; 
[ap,bp,cp,dp]=augstate(ap,bp,c,d); 
cp=[cp;-K]; 
[i,j]=size(K);[ri,li]=size(dp); 
dp=[dp;zeros(i,li)]; 
G=ss(ap,bp,cp,dp); 
[y,t]=step(G); 
figure(1); 
plot(t,y(:,1:3));title('输出轨线'); 
legend('前飞速度变化','下降速度变化','高度变化');  
figure(2); 
plot(t,y(:,4:8));title('状态轨线'); 
legend('前飞速度变化','下降速度变化',' 俯仰角 q','q（俯仰角速度）','高度变化'); 
figure(3); 



plot(t,y(:,9:10)),title('最优控制规律'); 
legend('升降舵角的改变(u1)','引擎推力的改变(u2)'); 
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