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摘　　要

由于其广泛的应用领域与难解性，对不同形式智能排班问题的研究现已成为运筹学

界的一个研究热点。为克服现有模型无法恰当反映人力需求约束实际特征与求解算法效

率低等不足，本文对综合排班问题构建两种不同形式的数学规划模型。

文章第一部分，针对一类具有复杂约束的大规模排班问题，运用混合0-1线性规划建

模，智能安排每日工作时间。为了强调模型的通用性，引入了班次库的概念，避免了以

往模型中难以精确描述休息的困难。建模中，刻画了大量复杂的约束，尤其是采用更精

细的对人力需求的约束，并应用于两种不同的背景。另一个与众不同的假定为，我们预

先固定员工的总人数。在求解过程中，我们引入了一种类似Benders分解的分层方法，

通过引入辅助变量-班次类，将模型分为较易求解的主问题与从属问题两层。其后，因

为从属问题规模依然较大，我们根据其特有的块状结构，使用改进的增广拉格朗日松弛

（ALR）与对角二次逼近（DQA）方法进行分解，以加速求解。然后，对强约束条件下

长时间难以寻得可行解的问题特别加以讨论，并提出加入惩罚项的解决方案。

第二部分，针对确定性规划的种种不足，构建了概率约束随机规划模型。通过样本

平均近似方法和“大M方法”，我们将概率约束问题转化为大规模整数线性规划问题，

并综合运用了Lagrange松弛法、分解算法与信赖域算法等的思想，设计出了一有效的嵌

套分解算法。

最后，通过收敛性分析与数值算例分别说明了本文两个模型的合理性与所设计算法

的有效性。
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ABSTRACT

To aim at the problem of a class of complicated-constrained large-scale tour scheduling, this

paper proposes a new solution which is to arrange daily work time intellectually by using

the 0-1 MILP model, avoiding the formerly difficulty in accurately describing rest by in-

troducing the concept of shift pool for the sake of highlighting the universality of the model.

We describe lots of complicated constraints, specially the more precise demand constraints,

and apply to two situation. A different assumption is that we fix the total employees num-

ber previous.

In the process of decomposition, we introduce the layering method similar to Benders,

dividing the model into two layers which are easier to solve through auxiliary variable of

shift-classes. Because of the large scale of slave problem, we use advanced ALR and DQA

based on its peculiar blocky structure to decompose for the acceleration of solving. Then

we expressly discuss the problem that it is long hard to find feasible solution in the strong-

constrained condition and put forward the solution to which is added penalty term. Lastly,

the paper briefly analyzes the astringency of arithmetic with practical instance as well.

The instance is carried out in a cycle of a month, precisely satisfying required manpower in

any time period everyday. The biggest difference between our model and the current ones

is that we do not simplify our established model for the consideration of scales and so on.

Due to their extensive application areas and solution difficulty, different forms of intel-

ligent scheduling problems have now become a research hot in operations research. The

current models can not properly reflect practical characteristics of labor requirement con-

straints and the relevant algorithms lack necessary efficiency. To overcome these shortcom-

ings, two forms of chance constrained programming models are proposed for comprehensive

scheduling problems, to flexibly describe the labor requirement constraints. By using the



sample average approximation technique and the Big-M method, we transform the chance

constrained programs into large-scale integer programming problems. An efficient nested

decomposition algorithm is designed by simultaneously utilizing the Lagrange relaxation

technique, the decomposition method and the trust region scheme.

Finally, some numerical results illustrate the reasonability of the proposed models and

the efficiency of the proposed algorithm.

KEYWORDS: staff scheduling; shift class; Benders decomposition; chance constraint;

sample average approximation; Lagrange relaxation; trust region
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1 绪论

1 绪论

1.1 智能排班问题简介

所谓排班问题，即是在给定的一系列要求，如每天的用工人员需求、工作强度要

求、劳动保障要求等之下，对给定数量的员工进行合理的工休安排。在过去，排班往往

是一个人工统筹的过程，但随着大型呼叫中心等现代服务模式的出现，如此大规模的排

班是手工不可能完成的任务。这时，利用计算机找到一种新的智能化方法就成为该问题

的解决之道。智能排班旨在利用计算机与现代优化技术解决劳动力管理问题，为客户安

排最佳任务，使其在满足未来需求预测的情况下，还能满足运营商的各种人性化需求(包

括员工间的均衡)。它在现代服务行业，诸如发电、电信、金融等领域正在被广泛采用。

对于劳动密集型行业，其运营成本和运营效率很大程度上取决于如何更有效地安排员工

的工作任务，智能排班方法正是可以根据预测估计相应的人力需求，合理安排任务，达

到人力资源最有效利用的目的。

智能排班问题的求解可分为三个阶段，第一阶段为预测将来各个时段上的人力需

求，第二阶段是根据所预测的话务需求安排合理的员工上班时间，第三阶段为动态地在

上班员工中分配当前所接收的业务。本文着重解决第二个比较困难的问题。这一阶段需

要通过建立恰当的数学规划模型，并设计有效求解算法来完成。建模时，一方面，我们

需要综合考虑客户需求的变化、工作人员的数量、大小班限制、连班限制以及员工对工

作时间的人性化要求等约束，使得所建模型更贴近现实，实用性强，这就要求我们的模

型必须足够的精细化。另一方面，我们既要顾及模型求解的可行性和难易程度，又要顾

及模型的通用性和可拓展性，这就要求我们的模型要尽量的简单化。本文中，我们先回

顾已有文献的研究结果，继而综合这两方面的因素，分别建立基于确定性线性规划和随

机规划的两种智能排班模型。

1.2 研究现状

伴随着数学规划，尤其是线性规划在20世纪后期的长足发展，应用数学规划模型、

通过计算机来智能求解排班问题已成为一种行而有效的常用方法。之后，再随着整数规

划、随机规划等建模方式与求解方法的发展，更多的数学规划模型被应用于智能排班问

题的求解中。依据现有文献的特点，我们以下分确定性模型、约束建模、随机模型等三

个方面，分别综述已有文献的工作。
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1.2.1 确定性排班模型

用确定性数学规划求解排班问题的核心在于利用一个线性规划模型或（混合）整数

规划模型来描述排班问题，这种方法源于Dantzig[1]提出的整数规划模型在道路收费亭问

题中的应用。Dantzig模型的基本方法是以资源分配的数目（排班问题中可看作上班的员

工数目）为变量，以满足各时段上资源需求，达到资源耗费最少的目标。此后的研究主

要基于此模型，在使用更细致的时间划分，提出更人性化的员工上班限制，使员工上班

更均衡等方面来做进一步的改进。

现有关于智能排班的研究可分为三个方面：工休排班、班次排班和综合排班[2]。工

休排班在一个周期内为员工安排工作日和休息日；班次排班仅考虑一天的情况，在这天

内为员工安排上班时间和休息时间；综合排班则将这班次和工休排班相结合，既确定一

个周期的工作日和休息日，同时为工作日安排上班时间和休息时间。以下分别对这三类

文献做一简单的综述。

工休排班重点讨论的是一个周期内（比如一周或一月）如何分配工作与休息日。那

么休息日的形式则是讨论的重点，常见的方法有：

1）经典的每周连续工作5天，连续休息2天的安排方法[3]，这种方法最容易处理且应

用最广泛，但难以适用于呼叫中心等特殊行业。

2）另一种灵活的方式为，让员工每周可拥有两天或三天不等的休息天数，并将每周

工作日与休息日的各种安排方式固定为模板供员工选择[4−6]。

3）针对不同员工对休息的不同要求，可将员工分类，针对不同类别的员工分配不同

类型的休息方式[7−8]。

4）还有一类在固定年度总休息天数的前提下，灵活安排每周休息天数的方

法[9−10]。

工休排班领域内常见的建模框架与求解算法有整数规划[9,11]、动态规划[6,10]及各种

启发式算法[4,5]等。

班次排班在为员工确定上班时间等细节时，通常的做法为先生成候选的可行班次池

（potentially large pool of candidates，意为所有班次的集合），然后根据当天各个时段

的人力需求来为每个员工选择一个班次[12]。这部分研究普遍集中在两个方面，一是如何

精确的描述班次并生成可行班次池，二是如何为每个员工选择班次。

关于使用班次的方式，一种为普适的定义，即用每个时段上是否上班作为班次的表

示[13]，而将可行班次池的生成作为一个单独的部分。另一种方式为自然的想法，直接用

上班细节，比如开始上班时间，下班时间，开始休息时间等，在加入简单约束后直接作

为班次的描述[14]。而这两种方式，都不可避免的难题就是休息的描述。关于休息，已有

文献中有以下几种描述方法：

1）为每个员工安排固定长度，固定次数的休息[15−17]，优点在于定义简单操作方

便，缺点在于休息的类型太少，有时无法适应特殊环境，比如中间休息间隔长达二到四
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个小时的天地班。

2）将员工分类，为不同类别员工安排不同类型的休息时间[18]，优点在于从员工的

角度去分类更为精细，但仍难免休息类型太狭窄的缺点。

3）除加入休息和上班保持连续等少量约束外，可使用任意班次[14,19]，这样做的优

点在于能适应各种复杂环境，但会带来班次规模较大不易求解的瑕疵。

4）混合类型，既考虑休息的普适性，又通过某些限制条件将休息限定于某些范围之

内，如有考虑天地班等特殊类型[20]，将休息分成数个小段（fractionable break）[21]。这

样能结合上述1，3类描述的优点，在班次规模与精细程度上加以平衡，但普适的休息限

制条件很难寻找到，应用时也只能针对实际的问题去人工构造，这部分依然是研究的焦

点。

关于班次的分配，文献里一般有两种建模思路：第一种方法以某员工是否上某班次

为变量，以满足每时段人力需求为约束，以员工人数最省为目标，构建0-1变量的线性规

划[21]。第二种方法则分为两个阶段，第一步沿用Dantzig[1]提出的集合覆盖模型确定每个

班次所需的数目，第二步再将员工分配到这些已经确定好数目的班次中去[14]。这两种方

法的应用范围都很广泛，因描述班次方式的不同又有所区分。

最后，综合排班是以上两种模型的结合，与单纯考虑的工休排班或班次排班模型相

较，其不但考虑到每时段的细节同时又考虑较长的周期，规模上扩大了很多，而且，两

方面的约束再交叉考虑会很复杂。已有研究基于规模的考虑通常对每天的细节进行简化

或是对天与天之间的约束加以简化，以控制模型的规模。这样就有三种主流的方法：

一部分文献侧重描述长周期内上班与休息日的刻画，对于每天上班的细节予以简

化，通常的做法为假设班次仅有数种类型。如文献[23,24]假定员工每天所上班次有早中

晚三类班，在一个周期内排班以拟合三类班的人数需求。这一类模型，为周期内每天安

排一个班次，同时会着力刻画天与天之间关系，也就是加入些许约束，比如连班限制，

即使得某些班次间不能相连[25]，或连续上班限制，即限制连续上班的最大天数[26]等。从

另一个角度讲，这一类模型可看做是工休排班在多班次情况下的推广，文献[9]将这一类

称为多班次模型(several types of activities)，这是相对于一般工休排班中的单一班次模

型(one type of activity)而言。

另一部分文献从班次排班出发，推广到多天的情形。其主要侧重刻画一天内班次的

细节，而对天与天之间的联系则考虑欠佳[27]。这一类文献的做法为[28]，将班次的概念推

广至一个周期（比如一周或一月），而班次的细节也精细到每天的每个小时间段。这种

做法相当于将班次排班中班次的概念加以推广，将一个长周期看做一个具有多个高峰低

谷的一天，也就是所谓的连续化考虑。

还有一系列的文献，将上述综合排班模型推广至多区域或多技能的情况。通过额外

考虑多个地点间的平衡分配关系[23]，或如何划分可重叠或覆盖的技能组，使模型满足各

种技能的人力需求[31,32]。这部分的内容并不在本文的讨论范围之内。

在综合排班中，常见的算法有Lagrange松弛方法[26]，禁忌搜索[24]，Benders分
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解[29]和基于线性规划的方法[30]等。

关于综合排班的更多研究可参考综述文献[33]。关于智能排班领域更多的研究可参

考文献[12] ，而在呼叫中心领域排班的综述文章[34]中也可以查阅到很多最新的研究文

献。

1.2.2 各类约束条件的建模

约束条件是建模的重点，不同的约束条件刻画了不同的实际要求，决定了模型的适

用范围。将已有文献中出现的各种约束归类，我们总结为以下几类：

1）宏观统计类约束。如对每日上班员工的数目，安排上某个班次或班次集合的员工

数目，和员工的平均工时等的限制。考虑这一类约束的有文献[9,22]等。

2）每天上班的要求。包括对员工每天工作中休息和吃饭时间的保障。比如所有员

工每隔一段时间就要进行休息，但是为了保证每时刻都有人干活，就要求大家的休息和

吃饭时间要分散开，但是又不能因为刻意的分散而让某些员工两次休息之间间隔时间太

短。这就需要我们在每天内的排班中加以考虑，可参考文献[14,20,21]的做法。

3）公平性约束。对于员工来说，总有乐于接受的班次，而将最不受欢迎的班次都

安排给个别的员工是不公平的。所以很多公司要求将不同类型的班次均匀地分配给各个

员工。这里的描述上也有很多方式，比如限制不同员工之间上各种类型班的比例或次数

差。当然，一个更简单的办法是限制一个周期内员工上某个班次集合次数的上下界，就

如同文献[35]限制员工上某些班次的次数上界的做法。

4）特殊员工的约束。对某些特殊的员工，比如孕妇等予以特别的上班限制，这类似

于文献[4,8,26]将员工分类的做法。

5）天与天之间的联系。值得注意的是，我们在工休排班这层面并不仅仅考虑上班

与休息的联系，比如最长上班天数，休息天数，休息和工作相连时需满足某些特定的要

求。而是拓宽至不同类型班与休息之间的联系，等于是对上班的情形做了一次细化。这

里的约束可以再细分为两类，即两天间的连班限制和连续工作或休息天数的限制。连班

限制在文献[26,35]中有类似考虑，连续工作或休息天数限制则在文献[3,22]中也有相近约

束。但是，我们这里所要考虑的约束相较已有文献更全面，更普适，从而能够涵盖已有

文献中所用约束表达的信息。

6）对人力需求的拟合。排班的核心就在于生成能最佳满足各个时段人力需求的班

表，我们的模型中将其精细到一个排班周期内每天的每个时段。然后再站在全局的角度

使得其总体拟合最佳。这是排班问题的一个核心问题，每个排班的规划都会加以考虑，

只是类型和侧重各有不同，目前主要有如下两种描述方式。一种是利用单边不等式或双

边不等式，保证各时段所安排人数大于某预定值(如人力需求的预测值)，或限定其处于

某个范围内。单边不等式法能有效地保证任意时刻的人力需求都能得以满足，但缺点是

不能限定每个时刻应安排人力的上限，这有时会导致人员冗余严重。而双边不等式法在
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单边不等式的基础上，对每时刻的人力增加一个上界，从而限制了人员冗余的程度，但

如何选取这样的上界是较为困难的问题。如果选取得太小，则可能导致模型无解；若选

取得过大，又难以达到将人员冗余平摊的目的。另一种是文献[2,3]等中提出的目标规划

方法。这种方法最大的特点在于放松了严格的上、下界要求，将实际安排人力与预测人

力的偏离程度作为目标来最小化。

1.2.3 随机排班模型

虽然确定性模型有多种人力需求约束的刻画方式，但其确定性需求量的假设严重限

制了它的应用范围与应用效果。熟知，智能排班中最核心的内容就是要最优地满足不同

的资源需求。然而，未来的资源需求量是事先无法预知的随机量，而预测其最合适的取

值又是很困难的[36]。鉴于此，一个自然的想法就是直接将资源需求作为随机变量，用随

机规划方法来描述需求约束，已有文献中常见的有两种处理方法：一是将人力需求约束

不满足程度的期望值作为惩罚加入目标函数，此即随机目标规划法，如文献[37]；二是

将人力需求约束满足的概率作为关注重点，对满足的概率值加以约束，即概率约束规划

法，如文献[38,39]。这两种方法各有其优缺点。随机目标规划从平均的角度去度量人力

需求约束的满足情况，它不能有效刻画随机需求分布的尾部特性对约束的影响；概率约

束规划将不好的事件发生的概率限定在某个范围之内，这样能够根据实际要求灵活选择

概率阀值，但如何设置合适的置信度比较困难，且这类约束没有考虑在约束限定之外的

极端情况。

对所建立随机模型的求解，与现有求解概率约束问题的方法一样，通常的做法是从

随机变量的分布特性入手，将概率约束转化为确定性约束，再利用求解确定性规划问

题的相关算法予以处理。至于如何将概率约束确定化，主要有三种思路：一是在假设

正态分布、t分布等特殊分布之下，直接将概率约束转化为等价的确定性约束[40]；二是

利用平均话务率等参数，基于排队论中采用的分布模型来推导出人力需求量服从的分

布[37,38]，再通过抽样方法将概率约束确定化；三是直接假设随机人力需求服从某个离散

分布[41,42]，将一个周期内的人力需求模拟为数种不同的需求向量，每组向量代表需求的

一组实现，再对每个向量赋予一定的概率(如等概率)，使总概率为1。这里，一种典型的

方法为文献[43]中的构造法：它将需求分为周期内每日需求模式与每天内每小时需求模

式两层，每一层又可根据增长趋势、凹趋势等不同类型构造6种模式，再将这两层结合

起来产生离散分布的样本。有了离散分布，就可直接将概率约束转化为通常的确定性约

束。

从实际调研我们发现，对于现实中的排班问题，相对于人力需求约束满足程度偏差

之大小，客户更为关注的是偏差存在的情形是否过多、能否在大多数情况下使人力需求

得到满足、如何恰当描述、如何灵活控制人力需求约束等随机性约束的满足。另外，对

于人力需求等约束，硬性的下界约束很容易导致人员冗余严重，如何在某些时段的人力
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不足与另一些时段的人员冗余间建立平衡以使人力成本最低，至今还没有好的解决方

法。最后，对于现实中复杂的大规模排班问题，现有求解随机模型的算法效率比较差，

怎样设计可快速求解的有效算法是亟待解决的难题。

1.3 本文的主要内容

分别基于确定性模型与随机规划模型，本文的主要工作可分为两个部分。

在确定性规划模型的应用方面，我们在模型中引入了班次和班次类的概念。一个班

次包括上班时间、下班时间、工作时长、中途休息的次数及每次休息的时间和长度等信

息，班次类为一些具有相同特征并为相同约束所限制的班次的集合。这样就克服了现有

模型难以用线性约束精确描述一日内多次休息，多次上下班的难题，使得整体模型得以

线性化。该思想不仅拓宽了模型的应用范围，可解决更加复杂的实际问题，而且使得模

型更易于求解。

由于所需求解的排班问题规模很大，且对最终班表的限制要求或约束数目众多，种

类各有不同，为了有效处理问题，我们将模型进行分解，根据业务逻辑不同层面约束的

特点等将整个系统进行解耦，分解为X层和Z层两个层次的优化问题，并将不同的需求分

拆到不同的优化模块里。Ｘ层一方面求解班次类层面的人力安排，即每天有哪些员工上

班，上哪个班次类的班，另一方面为保证和Z层的相容性，加入了对应班次层面的相关

约束。Z层将X层的结果具体到班次，得到每天需要安排那些班次。我们将两层迭代求

解，来寻找整体问题的最优解。

为有效求解X层、Z层所对应的大规模混合整数线性规划问题，我们充分利用模型的

特性，依耦合性强弱将问题的变量、约束进行分类。通过Lagrange乘子将耦合性强的约

束松弛到目标函数中，从而使原问题的整体约束转化为一系列相互独立的子约束块，使

问题具有可分性。然而，若仅使用传统的Lagrange松弛法，则会出现分解所得子问题的

同构震荡问题。为此，我们在Lagrange函数中引入惩罚项，采用增广Lagrange松弛法，

并对原有目标和新增加的每项目标分别赋予不同的权重，通过在求解过程中动态地调整

相关权重，保证了可快速收敛到问题的最优解。

由于松弛因子的引入，问题转化为一个双层规划问题。内层通过求解松弛后的规划

来更新乘子，外层以乘子为变量寻优。对外层，我们通过改进现有的次梯度算法，以次

梯度方向为搜索方向，但用信赖域的方法计算搜索步长，以确定最优乘子。这样就大大

提高了求解速度。对内层，由于目标函数的不可微性和不可分性，我们借鉴了Jacobi迭

代法的思想，并同时运用与对角二次逼近方法（DQA）类似的对角绝对值逼近来迭代求

解X层。上述一系列求解技巧的运用不仅可将不可微的子问题转化为等价的线性整数规

划问题，而且保证了子问题规模相对较小，易于求解。

针对确定性规划模型的不足，本文的第二部分基于随机规划模型就综合排班问题的

建模与求解进行研究。为灵活而恰当地描述人力需求约束，我们引入人力不足量的概
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念，通过对其设定下界，并选取适当的置信水平，建立两类不同形式的概率约束条件来

刻画人力需求约束；为权衡人力不足与人力冗余等问题，我们在建模时引进加权惩罚的

思想；不同于现有方法，为有效求解所建立的概率约束规划问题，我们采用随机规划领

域中新近提出的样本平均近似方法来将概率约束规划问题转化为确定性整数规划问题，

并利用“大M方法”的思想将其线性化；为快速求解所导出的大规模整数规划问题，我

们综合运用了Lagrange松弛法、分解算法与信赖域算法等的思想，设计出了一有效的嵌

套分解算法。最后，通过数值算例说明本文模型的合理性与所设计算法的有效性。

全文共分4章：第二章讨论了一种新型混合整数规划模型及其有效求解方法。2.1节

就问题展开分析并进行预处理；2.2节详细描述模型；2.3节给出了一套嵌套分解算

法；2.4节给出2.3节算法的一种改进方法；2.5节给出实验结果与分析；最后一节为本章

小结。第三章讨论了一种新型概率约束模型及其有效求解方法。3.1节就问题展开分析并

详细描述模型；3.2节给出求解算法；3.3节给出实验结果与分析；最后一节为本章小结。

最后，在第四章中对全文工作进行总结并指出今后的研究方向。
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2 新型混合整数规划模型及其有效求解

本章分别从问题预处理、建模与模型转化、求解算法设计与实际应用等方面详细论

述如何基于确定性规划模型有效处理现实中的复杂综合排班问题。

2.1 问题分析与预处理

在确定性模型框架下，我们希望将工休排班和班次排班结合起来，一次排班不但考

虑一个较长周期（比如一月内）天与天之间上班的联系，同时，对每一天的上班情况进

行细致的描述。在这个过程中，我们以一个较长的周期（比如一月）为一次排班覆盖的

长度，在这些天中，每天为每个员工安排适当的班次（这里所指的班次是指符合上班规

则的任意班次，而非简单的班次集合）以符合每天各个时段上的人力需求，同时满足天

与天之间关系。

因为我们要综合周期内的上班日和休息与每天的上班细节这两方面的信息，在变量

定义时，我们需要采用0-1变量的方式，即每天每个员工是否上某个班次为变量。因为以

上班人数为变量的方式很难刻画员工天与天之间联系，同时无法描述员工之间公平性的

约束。也就是说，我们的模型要构建一个统一的模型，能够一次考虑所有的影响排班的

因素，将其容纳于一个模型之中，通过一次求解，排出一个较长周期内精确到每个小时

的上班安排。

在建模过程中，我们选择混合整数线性规划来建模，这样做的主要原因有两个：一

方面可强化模型的普适性，另一方面是建立如此规模的模型，求解起来就不能通过简单

的算法，而一个大规模的数学规划则在数学领域有这广泛的研究，一些规模巨大的问

题，通过数学规划中的各种分解算法，也能在有限时间内解决。

对综合排班问题，我们不但要考虑到每时段的细节同时又考虑较长的周期，从而也

要考虑上述两方面的约束，同时，两方面的约束再交叉会使得模型更为复杂，这也是就

是以往模型刻画综合排班难以刻画大量约束，且较少应用于大规模实例的原因。

本文的建模理念是先不考虑规模带来的求解难度，使用通用的数学模型描述能够广

泛应用的普适模型，然后针对建立的数学规划模型，分析其特点，构造分解算法来在可

接受的时间内求解。之所以这样做，一方面原因是随着管理的深化，企业的要求越来越

精细，而更普适的通用模型能能适应这种不断进步的潮流。另一方面的好处在于，随着

数学规划算法的改进也能持续不断的改进模型的求解效果。

在确定模型的框架后，首要的问题就是班次的定义方式。如综述中所述，其有两种

定义方式。直观的去看，以上班的细节作为变量，如开始上班时间和下班时间，休息开
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始时间，休息结束时间等就可以描述一天上班的情形了，就如同文献[17,20]的做法。其

中分别对每天吃饭和休息的次数有着一到三次不同的假设。这就给我们试图构造泛化的

模型制造了困难，因为应用到不同的企业，或许就有不同的企业环境，对休息次数的要

求也就不尽相同了。同时，另一个问题为在某些银行或者呼叫中心中的特殊班次，比如

说天地班，这是一种一天上两次班，两次之间间隔数个小时的特殊班次。或者是孕妇

班，就是为孕妇特别安排的上班时间很短的特殊班次。这处理这一类班次的时候，就很

难和用一般班次的那些信息去描述。

为了克服上述问题，我们在模型中将班次予以泛化，将其定义为一个员工一天中任

意不同的上班情况。一个班次可以包括但不仅限于上班时间，下班时间，工作时长，中

途休息的次数及每次休息的时间和长度等信息。在描述班次的时候，以半小时或15分钟

这样的小时间段为单位，将一天分为若干小区间的集合，用一天中每个时间段上是否上

班来表示一个班次的信息。

当然，班次并非仅仅通过上述所有时段的上班信息的的组合就可生成。由前述的第

二类约束可知，由劳动法或者客户的特殊要求，班次有着某些直接的限制。比如所有班

次每日上班时间不得超过八小时，中途休息时间不得超过两小时等。所以，所有上班时

间的排列组合仅仅是班次的最大可选范围，我们在此范围内，综合考虑与一天内班次相

关的所有约束，删除不满足要求的备选班次，挑选出所有满足条件的可行班次。

这里班次生成的过程可以使用一个数学模型来实现，其将一天分为若干小时间段，

以每个时段是否工作的0-1变量为自变量，考虑限制班次性质的约束，即1.2.2节中所述的

所有第二类约束，其所有可行解即我们要得到的班次库。这里我们可使用数学规划，

约束规划等方法来求解。因为这与我们的工作相对独立，故本文不再赘述，可参考文

献[44]等。通过如上的预先处理，可生成如表2-1所示的班次库。其中，横坐标代表不同

的班次，通过班次的工作时间和休息时间，可以唯一的确定一个班次。纵坐标为时间，

表2-1中每项表示某个班次在某个时段是否上班：1表示此时段上班，0表示此时段不上

班。通过此班次库，我们可以获得任一班次工作时段的集合（某行取值为1的时段的集

合）。同时，也可以确定出某时段上班的班次的集合（某列取值为1的班次的集合）。为

了表示方便，以下我们将一天24个小时划分为48个等时长的时段，分别赋予序号1至48。

我们使用如表2-1所示的时间与序号间的对应关系。

与现有模型[14,45]相比，我们泛化了班次的概念，即不再在排班模型中对班次进行限

制，由预处理阶段来确定班次，而生成班次库之后可交由用户维护，根据其具体需求可

随时任意添加或删除班次，这样模型就显得更灵活。

从模型角度看，将模型泛化，使得不用细究班次的细节，比如开始时间，下班时间

等固定数目的参数，能够扩展模型的适用性，能针对各种应用环境均可套用，尤其是能

处理一些现有模型不能描述的具有复杂班次的情况。

从规模上来看，我们将现有模型中描述班次的上、下班时间等[14]均用一维变量去描

述，规模上并不会增加，反而一些刻画班次内在要求的约束可被省去，从而模型规模亦
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更小。

表2-1：班次库

班次 1 2 3 ...

上班时间 07:00-13:00 07:00-14:00 07:00-15:00 ...

休息时间 无 11:00-12:00 11:00-12:00 ...

工作时长 6 6 7 ...

时段1(7:00-7:30) 1 1 1 ...

时段2(7:30-8:00) 1 1 1 ...

时段3(8:00-8:30) 1 1 1 ...

时段4(8:30-9:00) 1 1 1 ...

时段5(9:00-9:30) 1 1 1 ...

时段6(9:30-10:00) 1 1 1 ...

时段7(10:00-10:30) 1 1 1 ...

时段8(10:30-11:00) 1 1 1 ...

时段9(11:00-11:30) 1 0 0 ...

时段10(11:30-12:00) 1 0 0 ...

时段11(12:00-12:30) 1 1 1 ...

时段12(12:30-13:00) 1 1 1 ...

时段13(13:00-13:30) 0 1 1 ...

时段14(13:30-14:00) 0 1 1 ...

时段15(14:00-14:30) 0 0 1 ...

时段16(14:30-15:00) 0 0 1 ...

时段17(15:00-15:30) 0 0 0 ...

... ... ... ... ...

基于班次构建数学规划模型，其核心思想是员工对班次的选择，故而我们选择每天

员工上何班次作为变量。因为有针对员工个人的诸多约束，使用每个员工上第几个班次

作为变量是很难用线性的方式描述此类约束。而将变量考虑为每个员工每天是否上某班

次这样一组0-1变量就能很轻易的描述了。令

yijd =

{
1, 第d天员工j上第i个班次, (2-1)

0, 否则,

这样的变量定义方式类似于一个指派问题，然而不同于指派问题仅有简单人力的约束，

我们希望使用线性等式或不等式来描述1.2.2节中所述的所有约束。下面我们具体分析这

些约束的具体表达方法。
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2 新型混合整数规划模型及其有效求解

因为构建班次库的时候，所有班次已自然地满足了那些针对班次的约束（即第二类

约束）。所以我们在建立数学模型的时候就仅需考虑剩下的几类约束。

对于连班限制和连续上班等约束，以要求第一天晚上还在上班的员工第二天上午不

能上班这个约束为例，是一个很自然且常见的限制。这种约束是针对一类班次而言的，

比如晚上还在上班的班次和上午上班的班次。为了描述的方便，我们将班次依据所受约

束的不同分为若干类，也就是划分成若干的子集合，通过子集合来描述约束。我们称这

些子集合为班次集合（shift-set）。比如，将此约束中上午上班的班次抽象成早班集合。

每个班次集合都是一些具有共同特点（需满足某类约束）的班次的集合。当然，值得注

意的是这里的班次之间可能存在相交，比如早班集合和带早茶时间的班次集合。

这些约束都是针对某两个班次的集合而言的。当然，在如上变量定义的基础上，从

班次的角度亦能刻画这种限制，那么就是对这两个集合中任意的两个班次都加入一条约

束。但是，这样的方式虽然便于构造和理解，但生成出的约束众多且复杂。我们可做以

下简化。由员工每天只上一个班次这条性质出发，将员工某天所上班次集合中的班次的

情况予以加和，即对所有属于某个班次的集合的yijd求和, 得到一个0-1变量（这一点性质

由每个员工每天只上一个班组可简单推出），此变量就可以表示员工是否上班次集合中

的班了。如此，我们通过对班次不同的约束，将班次划分成类，以班次集合为一个整体

来描述约束。而班次集合和班次之间的对应关系我们可通过某班次是否属于某班次集合

的一个0-1矩阵来表示，如表2-2所示：

表2-2：班次与班次集合对应表

班次 1 2 3 ...

上班时间 07:00-13:00 07:00-14:00 07:00-15:00 ...

休息时间 无 11:00-12:00 11:00-12:00 ...

工作时长 6 6 7 ...

班次集合1 1 1 1 ...

班次集合2 1 0 0 ...

班次集合3 1 1 0 ...

班次集合4 0 0 1 ...

班次集合5 0 0 0 ...

... ... ... ... ...

表2-2中，横坐标代表不同的班次，纵坐标代表不同的班次集合，表2-2中每项表示

某个班次是否属于某个班次集合：1表示属于，0表示不属于。通过此确定的班次表，我

们可以获得任一班次所属于的班次集合的集合，和某班次集合所包含的班次的集合。

对于人力需求这一类约束，我们的文章与已有文献有着很大的不同，已有的文献
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中，对人力需求一般是通过一个约束来表达的。上述的绝大多数文献，如文献[1]，均通

过每时刻安排人数不少于预测人力需求的这样一个单边不等式来描述。但这样虽然在每

时刻都有充足的人力，但难免会带来人力冗余的问题。这一类模型为规避人力冗余，则

将极小化总员工数作为目标。

但是，实际的企业进行排班时，员工的数目很难调整，也就是说，在更多时候，我

们将总员工的人数作为确定的常数，只要为每个员工合理的分配班次即可。这么做是由

实际的背景所致，员工的招聘需要相当长的周期，而我们排班时每个月所需的员工人数

都不相同，而因为劳动法的限制，公司很难因为这个月需求大就大量招聘员工，而因为

第二个月需求少而大量辞退员工。

所以，正是由于这种员工人数调整的不及时性，我们将员工总数设为已知常数，在

已有员工内部进行一个调整，通过已有员工上班和休息的分配，来平衡不同时间和日期

上人力需求。但是，这样做，常常会有人力需求和员工数目相差过多的情况。本文中，

我们将人力需求做相应处理，在整个周期内，按照员工人数和平均工作时长，将人力需

求等比例放缩，以能保证在需求大的时段安排人数多，在需求少的时段安排人数少，调

整时要求所有员工的总工时需求和所有员工的总上班时长相等。具体的调整内容在本章

第五节中有进一步的讨论。

至于如何对修正后的人力需求拟合加以约束，我们考虑了等式或不等式的多种方

式。但是，实际中的人力需求是很难完全拟合的，因为员工要求连续上班而需求却经常

有较大的跳跃，而如果仅用一个单边的不等式，因为总人数已固定，所以会导致无解。

所以，我们将对人力需求的拟合程度作为规划的目标，以达到使拟合尽量好的目的。

基于本节的预处理工作，我们就可以用一个混合整数线性规划来描述我们的模型。

2.2 模型描述

2.2.1 参数和数据的定义

在介绍模型之前，我们先引入如下参数和数据。

• t : 1...Nt，时段编号。我们将每天分为Nt个时段，每个时段给予连续标号，全集记

做T。

• d : 1...Nd，为天数编号,一个排班周期共有Nd天，全集记做D。

• j : 1...Nj，为员工编号,全集记做J。

• i : 1...Ni，为班次编号,全集记做I。

• r : 1...Nr，为班次集合编号,全集记做R。

• Gr: 第r类班次集合。

12



2 新型混合整数规划模型及其有效求解

• Jd: 第d天上班的员工数。

• It: 时段t上班的班次的集合。

• AHd: 所有员工每天上班的平均工作时间。

• HRtd: 第d天时段t的人力需求。

• AD: 一个排班周期内，一个员工的平均工作天数。

• li: 班次i的工作时长。

• WDmin
j (WDmax

j ): 一个周期内，员工工作天数的最小（大）值。

• SRmin
r,d (SRmax

r,d ): 第d天，上班次集合Gr的员工人数的最小（大）值。

• TRmin
j,r (TRmax

j,r ): 第j个员工一个周期内上Gr的班次的最小（大）次数。

• CDmin
d,j (CDmax

j ): 第j个员工若从第d天开始上班，则之后连续上班天数的最小（大）

值。

• RDmin
d,j (RDmax

d,j ): 第j个员工若从第d天开始休息，则之后连续休息天数的最小（大）

值。

• SDmin
r,d,j(SDmax

r,d,j): 第j个员工若从第d天开始上班次集合Gr中的班，则之后连续

上Gr中的班次的天数的最小（大）值。

• BMtd: 第d天，第t个时段，人力需求的可容许最大偏差。

对于上述参数与数据，它们之间需满足以下关系：

1）每日工作员工数的总和应等于员工平均工作天数乘以总员工数：

∑

d∈D

Jd = Nj × AD.

2）总员工数与人力需求量之间应满足以下关系式：

2AHd ×Nj × AD =
∑

t∈T

∑

d∈D

HRtd.

若不满足，我们应当根据实际情况调整总员工数或人力需求量，调整的细节可参考本章

第五节。
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2.2.2 各类约束的描述方法详述

基于(2-1)中变量的定义和上节中的参数和数据，我们可逐类地用线性等式或不等式

来描述各种约束。

1）统计类约束

这一类约束从所有员工总体的角度来加以约束。我们模型中包括对每天上班员工

数，上各个班次集合的员工数和所有员工的平均工时等的约束。

• 要求第d天上班员工数为Jd，我们用∆1表示所有此类型约束所约束的天数的集合:

∑

i∈I

∑

j∈J

yijd = Jd, ∀d ∈ ∆1.

• 要求第d天上班次集合Gr的员工人数不小于SRmin
r,d ，同时不大于SRmax

r,d ，我们

用∆2表示所有此类型约束所约束的班次集合和天数的二元集合:

∑

i∈Gr

∑

j∈J

yijd ≥ SRmin
r,d , ∀(r, d) ∈ ∆2,

∑

i∈Gr

∑

j∈J

yijd ≤ SRmax
r,d , ∀(r, d) ∈ ∆2.

• 要求第d天所有上班员工的平均工作时长为AHd，我们用∆3表示所有此类型约束所

约束的天数的集合:

∑

i∈I

li(
∑

j∈J

yijd) = dId ∗ AHdc, ∀d ∈ ∆3.

上式中，因为平均工作时长为法律所规定的固定值，其乘以总人数并不一定为整

数，而所需等于的所有员工的总工作时长为整数，故对平均工时与人数的乘积取

整。式中用符号d·c表示取整。
2）公平性约束

这一类约束限定员工之间工作差异不能过大，我们通过每个员工周期内工作或上某

个班次的次数的界限来予以限制。

• 要求任一员工每天最多上一个班次:

∑

i∈I

yijd ≤ 1, ∀d ∈ D, ∀j ∈ J.

• 要求员工j在一个周期内工作天数不小于WDmin
j ，同时不大于WDmax

j ，我们用∆4表

示所有此类型约束所约束的员工的集合:

∑

d∈D

∑

j∈J

yijd ≥ WDmin
j , ∀j ∈ ∆4,
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∑

d∈D

∑

j∈J

yijd ≤ WDmax
j , ∀j ∈ ∆4.

• 要求员工j，在周期内上Gr的次数不小于TRmin
r,j ，同时不大于TRmax

r,j ，我们用∆5表

示所有此类型约束所约束的班次集合和员工的二元集合:

∑

d∈D

∑

i∈Gr

yijd ≥ TRmin
r,j , ∀(r, j) ∈ ∆5,

∑

d∈D

∑

i∈Gr

yijd ≤ TRmax
r,j , ∀(r, j) ∈ ∆5.

3）特殊员工的约束

这一类约束对于某些特殊员工，限制其只能上某些班次，或不能上某些班次。

• 要求第d天员工j只能安排Gr中的班次，我们用∆6表示所有此类型约束所约束的班次

集合、天数和员工的三元集合:

∑

i/∈Gr

yijd = 0, ∀(r, d, j) ∈ ∆6.

• 要求第d天员工j不能安排Gr中的班次，我们用∆7表示所有此类型约束所约束的班次

集合、天数和员工的三元集合:

∑

i∈Gr

yijd = 0, ∀(r, d, j) ∈ ∆7.

4）连班约束

此为天与天之间约束中的一种，限制两天间班次的相连情况。

• 若第d天员工j上Gr1中的班，则要求其第d̃天不能上Gr2中的班，我们用∆8表示所有

此类型约束所约束的班次集合Gr1 , Gr2，天数d, d̃和员工j的五元集合:

∑

i∈Gr1

yijd +
∑

i∈Gr2

yijd̃ ≤ 1, ∀(r1, r2, d, d̃, j) ∈ ∆8.

• 若第d天员工j上Gr1中的班，则要求其第d̃天必须能上Gr2中的班，我们用∆9表示所

有此类型约束所约束的班次集合Gr1 , Gr2，天数d, d̃和员工j的五元集合:

∑

i∈Gr1

yijd +
∑

i/∈Gr2

yijd̃ ≤ 1, ∀(r1, r2, d, d̃, j) ∈ ∆9.

• 若第d天员工j休息，则要求其第d̃天不能上Gr中的班，我们用∆10表示所有此类型约

束所约束的班次集合Gr，天数d, d̃和员工j的四元集合:

∑

i∈Gr

yijd̃ ≤
∑

i∈I

yijd, ∀(r, d, d̃, j) ∈ ∆10.
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• 若第d天员工j上Gr中的班，则要求其第d̃天必须休息，我们用∆11表示所有此类型约

束所约束的班次集合Gr，天数d, d̃和员工j的四元集合:

∑

i∈Gr

yijd +
∑

i∈I

yijd̃ ≤ 1, ∀(r, d, d̃, j) ∈ ∆11.

5）连续上班或休息约束

此为天与天之间约束的另一种，限制连续工作或休息的长度。

• 若员工j从第d天开始上班，则要求其连续上班的天数不小于CDmin
d,j ，且不大

于CDmax
d,j ，我们用∆12表示所有此类型约束所约束的天数和员工的二元集合:

d+CDmin
d,j∑

d′=d

∑

i∈I

yijd′ ≥ CDmin
d,j

∑

i∈I

yijd, ∀(d, j) ∈ ∆12,

d+CDmax
d,j∑

d′=d

∑

i∈I

yijd′ ≤ CDmax
d,j

∑

i∈I

yijd, ∀(d, j) ∈ ∆12.

• 若员工j从第d天开始休息，则要求其连续休息的天数不小于RDmin
d,j ，且不大

于RDmax
d,j ，我们用∆13表示所有此类型约束所约束的天数和员工的二元集合:

d+RDmin
d,j∑

d′=d

(1−
∑

i∈I

yijd′) ≥ RDmin
d,j (1−

∑

i∈I

yijd), ∀(d, j) ∈ ∆13,

d+RDmax
d,j∑

d′=d

(1−
∑

i∈I

yijd′) ≤ RDmax
d,j (1−

∑

i∈I

yijd), ∀(d, j) ∈ ∆13.

• 若员工j从第d天开始上Gr的班，则要求其连续上Gr班的天数不小于SDmin
r,d,j，且不大

于SDmax
r,d,j，我们用∆14表示所有此类型约束所约束的班次集合、天数和员工的三元

集合:
d+SDmin

r,d,j∑

d′=d

∑

i∈Gr

yijd′ ≥ SDmin
r,d,j

∑

i∈Gr

yijd, ∀(r, d, j) ∈ ∆14,

d+SDmax
r,d,j∑

d′=d

∑

i∈Gr

yijd′ ≤ SDmax
r,d,j

∑

i∈Gr

yijd, ∀(r, d, j) ∈ ∆14.

6）人力需求约束

这类约束描述排班的目的，即最佳地覆盖人力的需求。
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• 对于一些用户要求更苛刻的时段，如第d天第t个时段，根据其需求，要求安排人力

与预测人力需求的绝对偏差最大不得超过BMtd，我们用∆15表示所有此类型约束所

约束的时段和天数的二元集合:

|
∑

i∈It

∑

j∈J

yijd −HRtd |≤ BMtd, ∀(t, d) ∈ ∆15.

7）目标函数

我们使用在每天每时段上，安排工作人数与需求的人数之间绝对偏差的总和

∑

d∈D

∑

t∈T

ωtd

∣∣∣∣
∑

i∈It

∑

j∈J

yijd −HRtd

∣∣∣∣

作为优化目标，寻求其最小值，即对预测人力需求的最优拟合。这里，用户可通过调

节ωtd来对不同关心程度的时段加以不同的权重。部分时段的较大权重体现出用户更关心

这些时段上实际安排人力与期望人力之间的接近程度。

2.2.3 完整的混合整数规划模型

将上述各个约束条件的数学描述与目标函数集中到一起，就可得到一个混合整数规

划问题。但是，因目标函数和人力需求约束中均含有不可微的绝对值项，不易求解。为

此，我们先通过引入辅助变量a1
td, a

2
td对这些约束进行等价变形，满足如下条件：

∑

i∈It

∑

j∈J

yijd −HRtd = a1
td − a2

td, ∀t ∈ T, ∀d ∈ D,

a1
td, a

2
td ≥ 0, ∀t ∈ T, d ∈ D.

于是，目标函数可转化为如下的线性表达式：

∑

d∈D

∑

t∈T

ωtd(a
1
td + a2

td),

并可将人力需求约束转化为如下的线性表达式：

a1
td + a2

td ≤ BMtd, ∀(t, d) ∈ ∆15.

综上所述，我们的模型可被描述为以下的混合整数规划问题：

min
∑

d∈D

∑

t∈T

ωtd(a
1
td + a2

td) (2-2)

s.t.
∑

i∈I

∑

j∈J

yijd = Jd, ∀d ∈ ∆1, (2-3)

∑

i∈I

lk(
∑

j∈J

yijd) = dId ∗ AHDc, ∀d ∈ ∆3, (2-4)
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∑

i∈I

yijd ≤ 1, ∀d ∈ D, ∀j ∈ J, (2-5)

∑

d∈D

∑

j∈J

yijd ≥ WDmin
j , ∀j ∈ ∆4, (2-6)

∑

d∈D

∑

j∈J

yijd ≤ WDmax
j , ∀j ∈ ∆4, (2-7)

∑

i∈Gr

∑

j∈J

yijd ≥ SRmin
r,d , ∀(r, d) ∈ ∆2, (2-8)

∑

i∈Gr

∑

j∈J

yijd ≤ SRmax
r,d , ∀(r, d) ∈ ∆2, (2-9)

∑

d∈D

∑

i∈Gr

yijd ≥ TRmin
j,r , ∀(r, j) ∈ ∆5, (2-10)

∑

d∈D

∑

i∈Gr

yijd ≤ TRmax
j,r , ∀(r, j) ∈ ∆5, (2-11)

∑

i/∈Gr

yijd = 0, ∀(r, d, j) ∈ ∆6, (2-12)

∑

i∈Gr

yijd = 0, ∀(r, d, j) ∈ ∆7, (2-13)

∑

i∈Gr1

yijd +
∑

i∈Gr2

yIjd̃ ≤ 1, ∀(r1, r2, d, d̃, j) ∈ ∆8, (2-14)

∑

i∈Gr1

yijd +
∑

i/∈Gr2

yijd̃ ≤ 1, ∀(r1, r2, d, d̃, j) ∈ ∆9, (2-15)

∑

i∈Gr

yijd +
∑

i∈I

yIjd̃ ≤ 1, ∀(r, d, d̃, j) ∈ ∆10, (2-16)

∑

i∈Gr

yijd ≤
∑

i∈I

yijd̃, ∀(r, d, d̃, j) ∈ ∆11, (2-17)

d+CDmin
d,j∑

d′=d

∑

i∈I

yijd′ ≥ CDmin
d,j

∑

i∈I

yijd, ∀(d, j) ∈ ∆12, (2-18)

d+CDmax
d,j∑

d′=d

∑

i∈I

yijd′ ≤ CDmax
d,j

∑

i∈I

yijd, ∀(d, j) ∈ ∆12, (2-19)

d+CDmin
r,d,j∑

d′=d

∑

i∈Gr

yijd′ ≥ CDmin
r,d,j

∑

i∈Gr

yijd, ∀(r, d, j) ∈ ∆13, (2-20)

d+CDmax
r,d,j∑

d′=d

∑

i∈Gr

yijd′ ≤ CDmax
r,d,j

∑

i∈Gr

yijd, ∀(r, d, j) ∈ ∆13, (2-21)

d+CDmin
d,j∑

d′=d

(1−
∑

i∈I

yijd′) ≥ RDmin
d,j (1−

∑

i∈I

yijd), ∀(d, j) ∈ ∆14, (2-22)
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2 新型混合整数规划模型及其有效求解

d+CDmax
d,j∑

d′=d

(1−
∑

i∈I

yijd′) ≤ RDmax
d,j (1−

∑

i∈I

yijd), ∀(d, j) ∈ ∆14, (2-23)

∑

i∈It

∑

j∈J

yijd −HRtd = a1
td − a2

td, ∀d ∈ D, ∀t ∈ T, (2-24)

a1
td + a2

td ≤ BMtd, ∀(t, d) ∈ ∆15, (2-25)

a1
td, a

2
td ≥ 0, ∀t ∈ T, d ∈ D, (2-26)

yijd ∈ {0, 1}. (2-27)

以下我们将上述模型记作原始问题P1。

与文献[22,24]相比，我们对员工每天直接分配班次，而不是笼统地分配一个班次集

合，这样我们对班次的描述更精细，对每各时段上的人力需求满足更好。这些文献对每

天班次的划分很粗糙，绝大多数仅从早中晚班这样大的框架来定义，来安排满足每个班

次所需的人数，这很难在安排班次人数的时候准确把握每时刻的人力需求。一般需要在

其后再加入一个班次排班的阶段来具体确定班次的上班时间。但往往在第二阶段，因为

每天每个班次的人数业已固定，调整的空间就很小了，未必能找到最优解。这种分两个

阶段的方法，可以看做后述我们建立的通用模型的一种简化后的特殊形式。而我们的模

型将这两个阶段融为一体，能更好的契合人力需求，避免以往模型到第二阶段无法排班

或效果很差的情况。

另一方面，与文献[27,28]相比较，我们并不将天与天之间独立考虑，而在两天之间

加入限定条件。相较于连续化考虑，至少找到了一种有效刻画天与天之间关系的方法，

在描述工作日与休息日上就有着更人性化的考虑，更明显的一点好处为这样可以避免员

工接连上同种班次，或者第一天下班很晚而第二天上班很早的情况。

2.3 新模型的有效求解

对于如上建立的混合整数线性规划，自然可以通过现有的分枝定界法或割平面法

去求解。但是，所应用的实例多为一些较大规模的公司或者运营系统，对于大规模

的问题，简单的算法就未必能有效的在可接受的时间内求解了。假设一个排班系统

有100个员工，一天内的班次数目为500个，并以一个月为周期，这种情况下，模型约

有O(Nd ·Nj ·Ni)，即1.5× 106个变量。这么大规模的MILP，分枝定界或者割平面算法就

无法在有效的在可接受的时间内求解了。鉴于此，为有效求解问题P1，我们将充分利用

各种现代优化技术，导出可有效求解规划问题P1的分解算法。

2.3.1 基于Benders思想的分层方法

从问题的结构出发，我们针对其自身特性构造新型算法。不难看到，问题P1中

线性约束对应的矩阵是极稀疏的，而进一步观察可发现，所有的变量在模型中均
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以
∑

i∈I yijd,
∑

j∈J yijd,
∑

i∈Gr
yijd, a

1
td, a

2
td的形式出现：约束(2-3),(2-4),(2-6)-(2-9),(2-24)衡

量有多少员工，所以使用的变量均为
∑

j∈J yijd, a
1
td, a

2
td；表示人力需求的约束(2-25,2-

26)仅用a1
td, a

2
td就可表示；连班或连续上班约束(2-5),(2-18)-(2-21)仅到某天某员工是否上

班的信息，用变量
∑

i∈I yijd就可以描述；而用到某天某员工是否上某个班次集合信息的

约束(2-10)-(2-15),(2-22),(2-23)用变量
∑

i∈Gr
yijd就可以描述；这两者的综合(2-16,2-17)可

用
∑

i∈I yijd,
∑

i∈Gr
yijd的线性组合表示。

各种约束中，
∑

j∈J yijd表示的约束可以对天分解，而
∑

i∈I yijd和
∑

i∈Gr
yijd表示的约

束可以对员工分解。那么，如果我们将模型分为针对这两类变量的两层，那么每层都

是一个具有良好块结构的子规划，就可以用分解算法来加速求解。这就让我们联想到

了Benders分解的方法，但是，经典的Benders分解的方法并不能够直接套用，其原因在

于如果将模型分为用
∑

j∈J yijd描述与用
∑

i∈I yijd,
∑

i∈Gr
yijd描述两层，两层间变量的关

系无法线性表示。虽然其中
∑

j∈J yijd与
∑

i∈Gr
yijd之间有线性等式

∑

j∈J

(
∑

i∈Gr

yijd) =
∑

i∈Gr

(
∑

j∈J

yijd)

可以完整的表示两者之间的联系，但是
∑

i∈I yijd与
∑

j∈J yijd，
∑

i∈Gr
yijd之间的关系不能

用线性的等式来描述。从实际背景上来看，班次集合可能相交，比如说，早晨10点前上

班的班次集合和中午12点吃饭的班次集合，之间相交但不相同。这样，对班次集合的简

单加和不一定等于每天上班的全集，这就是问题的所在。如此，我们必须重新定义班次

集合，提取所有班次集合相交的部分，将之构造为互不相交的划分，并称划分后互不相

交的班次的集合为班次类。具体地，我们可以通过如下的算法来生成班次类：

算算算法法法2-1: 对给定的班次集合G1, G2, ..., GNr。

步骤0: 令n = 1, I = 1, B1 = G1, G(I) = {B1}。
步骤1: 对每个Bi, i = 1, ..., I，生成班次类如下：

步骤1.1: 若Bi

⋂
Gn+1 = ∅，则转至步骤1.3。

步骤1.2: 若Bi

⋂
Gn+1 6= ∅，则令BI+1 = Bi

⋂
Gn+1, Bi = Bi −Bi

⋂
Gn+1, I = I + 1,

和G(I) = G(I − 1)
⋃{BI}。

步骤1.3: 令i = i + 1。若i = I，则转至步骤2；否则，转至步骤1.1。

步骤2: 若Bi 6= ∅，则令BI+1 = Bi, I = I + 1, 以及G(I) = G(I − 1)
⋃{BI}。

步骤3: 令n = n + 1, 若n < Nr, 则转至步骤1；否则，终止并输出G(I)。

与班次集合类似的，我们重新生成班次类与班次的对应关系表。我们用某班次是

否属于某班次类的一个0-1矩阵来表示班次类和班次之间的对应关系，如表2-3所示。其

中，横坐标代表不同的班次，纵坐标为班次类，表2-3中每项表示某个班次在是否属于某

个班次类：1表示属于，0表示不属于。通过此确定的班次表，我们可以获得任一班次所

属于的班次类的集合，以及某班次类所包含的班次的集合。
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表2-3:班次类和班次之间的对应关系表

班次 1 2 3 ...

上班时间 07:00-13:00 07:00-14:00 07:00-15:00 ...

休息时间 无 11:00-12:00 11:00-12:00 ...

工作时长 6 6 7 ...

班次类1 1 0 0 ...

班次类2 0 0 1 ...

班次类3 0 1 0 ...

班次类4 0 0 0 ...

班次类5 0 0 0 ...

... ... ... ... ...

如上算法输出的G(I)即所有班次类的集合，I为班次类个数。为了记号统一，我

们令Ns等于算法2-1输出的I，表示班次类总数。将所有班次类重新排列，按照标号s，

从1到Ns，分别记做Bs, s = 1, ..., Ns。那么，任一班次集合可以表示成一系列互不相交的

班次类Br1 , ..., BrIr
的并。有了上述处理，

∑
i∈Gr

yijd就可通过
∑

i∈Bs
yijd的线性组合来表

示如下： ∑

i∈Gr

yijd =
∑

Bs⊆Gr

∑

i∈Bs

yijd.

关于
∑

i∈Gr
yijd的线性约束(2-10)-(2-15),(2-22),(2-23)，它们也均可通过

∑
i∈Bs

yijd来

线性描述。

同时，
∑

i∈I yijd也可表示为
∑

i∈Bs
yijd的如下线性组合:

∑

i∈I

yijd =
∑

s∈S

∑

i∈Bs

yijd.

关于
∑

i∈Gr
yijd的线性约束(2-5),(2-18)-(2-21)，也就可以通过

∑
i∈Bs

yijd来线性描

述。而约束(2-16),(2-17)由
∑

i∈Gr
yijd和

∑
i∈Gr

yijd共同组成，从而亦可通过
∑

i∈Bs
yijd来

线性描述。

我们将上述这些能用
∑

i∈Bs
yijd表示的约束(2-5),(2-10)-(2-23)归做一类，将用∑

j∈J yijd，a1
td，a2

td表示的约束(2-3),(2-4),(2-6)-(2-9),(2-24)-(2-26)归为另一类，此时可看

到，因为Bs之间互不相交，所以，
∑

j∈Bs
yijd与

∑
i∈Gr

yijd之间就可用线性等式

∑

j∈J

(
∑

i∈Bs

yijd) =
∑

i∈Bs

(
∑

j∈J

yijd)

完整地表示两者之间的联系。为后文表达简便，我们将变量分别重新定义为x和z：

zid =
∑

j∈J yijd, ∀d ∈ D, ∀i ∈ I,
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z(Ni+t)d = a1
td, ∀d ∈ D, ∀t ∈ T,

z(Ni+Nt+t)d = a2
td, ∀d ∈ D, ∀t ∈ T,

xsjd =
∑

i∈Bs
yijd, ∀s ∈ S, ∀d ∈ D ∀j ∈ J.

同时，我们定义x和z的向量形式：

zd = (z1d, z2d, ..., z(Ni+2Nt)d)
T ∈ RNi+2Nt ,

xj = (x1j1, x1j2, ..., x1jNd
, ..., xijd, ..., xNsj1, xNsj2, ..., xNsjNd

)T ∈ RNd×Ns .

则模型(2-2)-(2-27)可用向量与矩阵的形式重新描述为：

min
∑

d∈D

∑

t∈T

ωtd(z(Ni+t)d + z(Ni+Nt+t)d) (2-28)

s.t.
∑

j∈J

xsjd =
∑

i∈Bs

zid, ∀d ∈ D, ∀s ∈ S, (2-29)

P2 Φ′dzd = φ′d, ∀d ∈ D, (2-30)

Υ′
jxj = υ′j , ∀j ∈ J, (2-31)

xsjd ∈ {0, 1}, zid ∈ Z. (2-32)

其中Φ′dzd = φ′d表示约束(2-3),(2-4),(2-6)-(2-9),(2-24)-(2-26)，而Υ′
jxj = υ′j表示约束(2-

5),(2-10)-(2-23)，我们将此问题记为P2。

至此，我们通过重新划分的班次类，将模型的变量分为两大部分。从实际问题看，

这两部分变量x和z是站在两个不同的维度来描述的，这使得我们考虑是否能够将模型分

为内外两层，在内层先满足求解一部分变量，满足其自身所对应的约束，然后再将解作

为常量带入原问题，若求的的另一部分变量的解并不能使原问题可行或最优，则在重新

去求解开始先固定的那部分变量，当然此时要利用另一部分变量的解作为已知，如此循

环罔替，直到求出问题最优解。这样的分层方法与经典的Benders分解思想类似，即将原

问题分离成两组决策变量z和x分别对应的两层。

考虑所有含z的约束和目标的z层，我们可导出下列以z为变量的规划问题为：

min
∑

d∈D

∑

t∈T

ωtd(z(Ni+t)d + z(Ni+Nt+t)d) (2-33)

P (z) s.t.
∑

j∈J

xsjd =
∑

i∈Bs

zid, ∀d ∈ D, ∀s ∈ S, (2-34)

Φ′dzd = φ′d, ∀d ∈ D. (2-35)

zid ∈ Z. (2-36)
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我们称P (z)为“主问题”，其目标为每一天子目标的线性和，而每项约束仅包

括d天的变量，所以主问题可被分解成如下Nd个相互独立的子规划快速而并行地求解：

min
∑

t∈T

ωtd(z(Ni+t)d + z(Ni+Nt+t)d)

P (zd) s.t.
∑

j∈J

xsjd =
∑

i∈Bs

zid, ∀s ∈ S,

Φ′dzid = φ′d.

zid ∈ Z. (2-37)

同理，考虑所有含x的约束，我们可得到以x为变量的如下方程组：

P (x)





∑

j∈J

xsjd =
∑

i∈Bs

zid, ∀d ∈ D, ∀s ∈ S, (2-38)

Υ′
jxj = υ′j, ∀j ∈ J, (2-39)

x ∈ {0, 1}. (2-40)

我们称之为“从属问题”。

如上，我们将原问题分解成更易于处理的两层，通过交替求解这两层，逐步逼近原

问题的最优解。具体过程如下：

首先，我们求解不含表示z和x关系的约束的主问题P (z0)，

P (z(0)) min
∑

d∈D

∑

t∈T

ωtd(z(Ni+t)d + z(Ni+Nt+t)d)

s.t. Φ′dzid = φ′d, ∀d ∈ D

此规划可以分解成Nd个相互独立的子规划来并行求解。我们将其解记做z的初值z(1)。

然后，从此初值出发，将其代入“从属问题”P (x)中求解，并得到一可行解x，但

是，注意到在x层的求解时，因为原始问题的变量z的取值业已固定，说明约束(2-37)要

比原本限制在z上的约束(2-3),(2-4),(2-6)-(2-9),(2-24)-(2-26)要更严格，这相较原问题等于

加强了约束，则x层未必一定存在可行解。所以，我们在循环迭代时，当x层不能求得可

行解的情况下，在求得近似可行解时亦终止，并称为近似解。

由于x层有藕合约束存在，不能像P (z)般分解为Nd个子规划并行求解。为此，我们

特提出一套有效的分解算法，将其转化为一系列的小子问题来求解，这部分的内容详

见2.3.2节。

在得到“从属问题”的解x后，再反代回P (z)形成具有新约束的“主问题”，从而

更新z值，之后再如此交替地求解两阶段问题，直到得出最优解或达到可接受范围内的

解为止。在交替求解的过程中，我们用n来指代循环的次数，用z(n)指代第n次迭代z层的

解，用x(n)指代第n次迭代x层的解。具体算法流程如下：
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算算算法法法2-2:

步骤0: 求解P (z(0))，记其最优解为z(1)，并令n = 1。

步骤1: 求解P (x)，其中z = z(n)，得到其可行解或近似可行解x(n)。

步骤2: 若步骤1中得到的为可行解，且满足终止条件，则终止并输出x(n), z(n)；否

则，转入步骤3。

步骤3: 令n = n + 1，求解P (z)，其中x = x(n)，得到其最优解z(n)，并转入步骤1。

分析以上算法，关于x层是否存在可行解，我们有如下结论：

定定定理理理2-1：：：分层算法2-2中，P (x(n))存在可行解的必要条件是VP2 < VP (z(n−1))，其

中VP2为原始问题的最优值，VP (z(n−1))是P (z(n−1))的最优值。

证证证明明明：：： 用反证法，假设P (x(n))在第n步迭代中求得一个可行解，且满足VP2 >

VP (z(n−1))。因为z(n−1)满足限制(2-30)，P (x(n))的可行解x(n)满足(2-29,2-31)，故而x(n)

和z(n−1)必定是P2的可行解。

然而x(n)和z(n−1)对应的最优值等于VP (z(n−1))，且由假设知VP2 ≤ VP (z(n−1))，这

就表明VP2不是P2的最优解。这和定理假设就相矛盾，所以我们可以肯定VP2 ≤
VP (z(n−1))是P (x(n))存在可行解的必要条件。 ¤
对于第一次迭代时，x层的可行性与原问题的最优性之间有如下结论：

定定定理理理2-2：：：在算法2-2中，如果P (x(1))有可行解，则x(1)和z(0)就是P2整个问题的最优

解。

证证证明明明：：：我们比较P2和P (z(0))。两者有相同的目标函数，但P (z(0))中的约束只是

在P2中约束的一部分(2-30)。所以P (z(0))的最优值必定不大于P2的最优值，即

VP2 ≥ VP (z(0)).

同时，如果P (x(1))存在可行解，由定理2-1我们可以知如下的不等式成立：

VP2 ≤ VP (z(0)).

从上面两个不等式中，我们可以得出：

VP2 = VP (z(0)). ¤

我们通过这两个定理可以得出算法2-2的一些特性。首先，定理2-2给出了一种很快

（仅仅迭代了一次）就寻找到总体最优解的情形，而且从实际中看（可参考第2-5节的实

证），这种迅速求的最优解的情形在简单情况，即宽松的约束环境和较宽广的解域下，

很经常出现。一方面的原因是约束的放松使得最优解的个数增加，另一方面是使得在从

属问题中最优解的寻取对约束(2-37)更加不敏感，从而很容易求出可行解。

这种能在第一步求得解的情况，可被看做已有文献[14]中一大类通用建模方式的等

价。其第一步沿用文献[1]提出的集合覆盖模型确定每个班次所需的数目，第二步再将员
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工分配到这些已经确定好数目的班次中去[14]。这时，其第一步的集合覆盖模型仅考虑和

各个班次需要人数相关的约束，而这些约束都是能被包括于P (z(0))中的，那么其第一阶

段就能被看做我们模型的P (z(0))，其第二部分再分配班次到员工的过程相当于一个减缩

版的P (x(1))，这样子看这一类文献的算法框架可被等价的看做我们分层迭代算法的第一

次循环的过程，实际很多情况下第一步就可找到可行解，从定理2-2就可知，算法第一步

就直接找到总体的最优解。

在一些复杂情况下，P (x(1))找不到可行解时，我们的算法会继续下一次迭代来修正

约束(2-37)，而已有文献中的算法[14]如果找不到可行解就已经结束了。有些文献也注意

到了会存在无解的情况，但并没有给出新的方法来修正。这也就是我们的算法较已有文

献算法更优的原因。

另外，我们的分层算法在处理某些特殊环境，比如强约束环境下的问题时，也

会遇到很困难的问题，尤其是第一次循环中P (x(1))找不到可行解时，因为P (z(1))相

较P (z(0))，约束(2-34)的加入导致目标(2-33)骤然上升，而这个上升的幅度在某些环境下

很剧烈，这就导致了算法不鲁棒。我们将在本章第4节中专门讨论，并提出一种针对这种

情况的改进算法，并在本章第五节中将之与本节的算法加以比较。

2.3.2 内层的增广Lagrange松弛分解方法

对于x层的求解，因为此线性方程组定义在离散空间上，导致其为一NP难的问题，

从而不能在多项式时间内求解，常见的方法有转化为数学规划和约束规划求解两类。应

用约束规划(constraint programming)建模并用分枝的策略求解类似排班问题的做法可参

考文献[46,47]。

对于我们待求解的问题P (x)，其具有良好的特性，我们若将此线性方程组写成矩阵

形式，我们可观察出其具有很明显的块状结构。如图2-1所示。

图2-1：约束矩阵结构示意图
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从图2-1中可看出，其除了最上层的一行约束（实际对应我们模型中的约束（2-

37））外，均可对j = 1, ..., Nj分成Nj块。进而观察每个约束矩阵块，其结构都是相似

的，如图2-2所示。尤其是在j较大及约束较强时，藕合约束占总约束的比例较小，在这

时如我们将藕合约束松弛为目标，则问题的约束可分解为J个独立的部分，这样再套用分

解算法就能将大规模的原问题化为一系列的小规模子问题，从而加速求解。

图2-2：约束矩阵块状结构的内部结构

关于松弛法，我们首先联想到最常用的Lagrange松弛法，但经过如下的分析后，转

而使用增广Lagrange松弛方法。

Lagrange松弛法通过引入Lagrange乘子将耦合（不可分）约束转化为目标函数，因

为松弛因子的引入，将原问题转化为一个两层优化问题。内层根据当前步乘子确定其对

应的最优值:

VLR(λ) = min
∑

d∈D

∑

i∈I

[
λsd(

∑

j∈J

xsjd −
∑

i∈Bs

zid)

]
(2-41)

s.t. Υ′
jxj = υ′j , ∀j ∈ J. (2-42)

外层对乘子寻求最优:

maxλ≥0 VLR(λ). (2-43)

松弛法的优点在于通过一系列较容易求解的规划来逼近原本很难求解的问题，能大

幅度提高求解效率，较快时间内就能得到偏差较小的解。但其缺点也很明显：

首先，从理论上看，拉格朗日松弛法仅能在内层规划连续的情况下，有收敛性保

障[48]。而离散情况对应的规划本身就是NP难的，所以应用松弛法就没有相类似的收敛

性保证。
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其次，在某些情况下，经典的松弛法会出现同解震荡的问题[49] ，导致松弛法不收

敛。比如本例中，若所有x层规划对每个员工j所对应的约束均相同，那么每个员工所对

应的解也相应的均相同，这就导致
∑

j∈J xsjd中的xsjd会同时取0或1，则
∑

j∈J xsjd就只能

等于0或Nj，那么这就将与约束
∑

j∈J xsjd = Id产生冲突。从实际背景的角度去看，对所

有员工分解后，每个员工上班所要求满足的约束均相同，那么其解亦相同，这就导致所

有员工一同上班一同下班，自然不能满足将人力分散开的约束了。

再次，拉格朗日松弛法中方向和步长一旦选取的不合理或会导致解波动很大，而对

离散问题，因其不可微，其自身就不存在梯度或次梯度方向，而用LP松弛问题（是指仅

去掉变量为整数的约束后的规划问题）的次梯度方向作为近似，虽然能在初始较快的下

降，但是当靠最优解很近时，反而因为方向或步长的些许偏差，就导致下降速度很慢甚

至震荡不前。在不引入启发式的算法的情况下，仅凭松弛法很难在短时间内寻找到全局

最优。

针对经典的拉格朗日乘子法的上述缺陷，特别是考虑到子问题同构震荡的问题，我

们将罚函数的思想引入到拉格朗日函数中来，在(2-41)中松弛项后加入惩罚项，即采用

增广拉格朗日松弛法来加速其收敛[66,67]。

我们在耦合约束
∑

j∈J xsjd =
∑

i∈Bs
zid不能得到满足时加以惩罚，使用偏离程度的

绝对和作为惩罚的度量，即惩罚项。如此，乘子法的内层(2-41)-(2-42)转化为如下的规划

问题：

VLR(λ) = min
∑

d∈D

∑

i∈I

[
λsd(

∑

j∈J

xsjd −
∑

i∈Bs

zid) + βsd

∣∣∣∣
∑

j∈J

xsjd −
∑

i∈Bs

zid

∣∣∣∣
]

(2-44)

s.t. Υ′
jxj = υ′j , ∀j ∈ J. (2-45)

我们将其记作P ′(x)。

我们可以看到增广Lagrange松弛实为经典的Lagrange松弛法和罚函数法的一个结

合，它既可以看做是为了避免经典Lagrange松弛法带来的子问题同构而加入惩罚项

作为修正，也可以看做为了改进罚函数法收敛速度慢且罚因子无限增加的缺陷而引

入Lagrange松弛项。

值得注意的是，我们的方法与通常文献[48]中所使用的增广Lagrange松弛方法不同，

我们采用绝对偏差和[65]，而非二次函数来刻画惩罚项。虽然二次惩罚项所具有的光滑特

性极具吸引力，使得能应用研究较成熟的梯度算法或一些二次规划的特有算法，但出于

以下四个方面的考虑，本文还是选择绝对值罚函数：

1）对于大规模问题，二次罚函数作为惩罚项增长迅速，而当固定乘子的调整策略确

定后，对于数值计算中的小扰动（即变量出现较小的偏差），二次项会放大这个变化，

导致解变差，这种现象尤其是在乘子的调整范围较小时更容易发生。而且因为持续的放

大效应，甚至会导致惩罚项溢出或过大以至于淹没原优化目标。

2）二次惩罚项不是精确惩罚函数，而绝对偏差和作为一种精确罚函数在乘子较大时
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更容易逼近最优值。

3）绝对值惩罚项虽然为一种非光滑函数，但是求解时可以通过引入辅助变量转化为

线性形式，虽然引入了少量变量，但在同级别规模目标为线性的情况较非线性的情况会

容易求解许多。

4）从引入罚函数的实际效果来看，在有一定偏差存在的情况下，绝对值罚函数可代

表用户更希望满足绝大多数时段，或总体的绝对偏离最小，即便在某些时段有颇大的偏

差；而二次罚函数会导致有较多的时段不能被满足，但是偏差会比较均匀，是一种对较

大偏差表示出更厌恶的选择。

下边我们分别就乘子法的内、外层分别讨论。

对于外层定义在λ连续空间上的极大化问题(2-43)，我们可采用一般的线性搜索方

法。其最核心的内容即在于如何选取迭代的方向和步长。我们将目标函数对λsd的导数作

为方向，即：

dk = (
∑

j∈J

xk
1j1 −

∑

i∈B1

zi1,
∑

j∈J

xk
1j2 −

∑

i∈B1

zi2, ...,
∑

j∈J

xk
1jNd

−
∑

i∈B1

ziNd
,

...,
∑

j∈J

xk
Sj1 −

∑

i∈BS

zi1,
∑

j∈J

xk
Sj2 −

∑

i∈BS

zi2, ...,
∑

j∈J

xk
SjNd

−
∑

i∈BS

ziNd
)

实际上，对连续线性规划的原始Lagrange松弛方法，若将约束全部松弛到目标，则

此方向为精确的梯度方向，若部分松弛则为次梯度方向[50]。但对增广Lagrange问题，此

方向就不一定为次梯度方向。而在本文的模型中，因原始问题为离散问题，所以也就无

谓梯度或次梯度一说，所以我们近似使用此方向，在文献中这种方法也被称为替代次梯

度（Surrogate subgradient）[51]。文献[54]中对于一般线性整数规划问题，肯定了替代次

梯度方向在Lagrange松弛框架的有效性，认为其能够降低对偶问题求解过程的计算量。

因为我们选取的方向仅为次梯度方向的近似，那么满足经典次梯度算法步长规则的

步长并不一定适用我们的问题。这里我们采用在非光滑优化中较常用的信赖域方法。信

赖域方法的思想是依照每次迭代改进的效果来确定下一步的步长，若上一步迭代效果

好，说明此方向很好，则加大步长以求更快下降；若上一步迭代效果差，则缩小步长，

以免在不好的方向上前进过多[50,52]。应用到本文模型中，我们每一步实时观察此次迭代

和上次迭代之间改进的程度，并选用总的目标值的下降作为改进程度的度量：当本次迭

代目标值减去上次迭代目标值后小于θL，则增大步长；大于θU，则减小步长；介于之间

时，保持步长不变。

至此，我们可构建如下乘子法的外层循环算法：

算算算法法法2-3:

步骤1：初始化乘子λ1
sd为零，令k = 1，sk = 1，并选取合适的θL, θU , αL 和αU。

步骤2：对给定的λn
sd，求解P ′(x)，并记其最优值为V k

x，其最优解为xk+1。

步骤3：若V k
x − V k−1

x < θL，则令sk = αL · sk−1；若V k
x − V k−1

x > θU，则令sk =

αU · sk−1；否则，令sk = sk−1。

28



2 新型混合整数规划模型及其有效求解

步骤4：更新λk
sd为λk + sk · dk, 其中

dk = (
∑

j∈J

xk
1j1 −

∑

i∈B1

zi1,
∑

j∈J

xk
1j2 −

∑

i∈B1

zi2, ...,
∑

j∈J

xk
1jNd

−
∑

i∈B1

ziNd
,

...,
∑

j∈J

xk
Sj1 −

∑

i∈BS

zi1,
∑

j∈J

xk
Sj2 −

∑

i∈BS

zi2, ...,
∑

j∈J

xk
SjNd

−
∑

i∈BS

ziNd
).

步骤5: 若∀d ∈ D, ∀s ∈ S，都有
∑

j∈J xsjd =
∑

i∈Bs
zid成立，则终止，并输

出xk+1为P (x)的可行解；若k ≥ K亦终止，并输出xk+1为P (x)的近似解；否则，令k =

k + 1，并转入步骤2。

对于乘子法内层需要求解的规划P ′(x)，由于目标函数中存在绝对值惩罚项，从而不

能等价地分解成若干独立子问题。然而其规模对于已有的分支定界或割平面等求解整数

规划的算法依然过大，为了更有效的求解这一类大规模问题，常常人为构造一系列较易

求解的子问题来逼近求解原问题。一种常用的方法为交错方向法（alternating direction

method），可参考文献[53]；另一种为我们使用的分解算法为对角二次逼近法，这种方

法用一系列小的子规划的循环求解逼近原问题的解，而子规划维度降低的幅度很大，从

而能够有效的加速求解，可参考早期引入思想的文献[54]，在随机规划中加以应用的文

献[55]，系统分析在LP松弛问题中此方法收敛特性的文献[48]，以及在一些工程领域加以

应用的文献[49,56]。

事实上，上述序贯求解的思想源于数值求解方程组的Jacobi迭代法和Guass-Seidel迭

代法。沿着这两种迭代框架，我们的可分逼近也可分为Gauss-Seidel模式和Jacobi模

式。其中沿用Jacobi模式的算法也被称为非线性Jacobi算法（nonlinear Jacobi Algo-

rithm）[57]。

我们将这种可分逼近的方法应用于我们模型的x层，并选择了收敛较快的Guass-

Seidel 模式。这些序贯的子规划均是在P ′(x)的基础上，固定一部分变量，从而降低规模

来序列求解。具体的方法为，我们顺序求解从第1个子问题到第Nj个问题，在求解第j个

子问题P ′(x)时，假定第j个员工的排班策略为变量，其余员工的均为常数，即求解如下

规划：

min
∑

d∈D

∑

i∈I

[λsd(
∑

j′ 6=j

x∗sj′d − xsjd −
∑

i∈Bs

z∗id) + βsd|
∑

j′ 6=j

x∗sj′d − xsjd −
∑

i∈Bs

z∗id|]

s.t. Υ′
jxj = υ′j .

我们将第j个子规划记为P ′(xj)。假设我们在求解第m次迭代的第j个子问题，则上式

中，x∗sj′d代表第m − 1次迭代的第j + 1至J个子问题和第m 次迭代的第1个至第j − 1个子

问题的解，z∗id代表第m次迭代z层的解。如此顺序的求解，并依次循环，直到在ML步内

无改进则终止。

注意到，在求解每个子规划时，约束均为线性等式或不等式，目标均为绝对偏差的

和。这时我们可通过类似第2-3节中处理规划目标中绝对值项的方法，引入辅助变量和约

29



西安交通大学硕士学位论文

束将非光滑的绝对值转化为线性表达式，则此非光滑问题可表示为如下形式的混合整数

线性规划：

min
∑

d∈D

∑

i∈I

[λsd(
∑

j′ 6=j

x∗sj′d −
∑

i∈Bs

z∗id − xsjd) + βsd(κ
1
sjd + κ2

sjd)]

P ′(xj) s.t. Υ′
jxj = υ′j∑

j′ 6=j

x∗sj′d −
∑

i∈Bs

z∗id − xsjd = κ1
sjd − κ2

sjd,

κ1
sjd, κ

2
sjd ≥ 0.

我们记VP ′(xj)为P ′(xj)的最优值，xj为其最优解。mL为连续不改进时的最大尝试次

数，当连续mL次不改进时终止。ε为判断不改进时目标值变化的上界。mmax为m最大的

取值，当m超过mmax时终止。我们可用以下算法求解P (xk)：

算算算法法法2-4：：：

步骤0: 令x∗ = xk−1，m = 0;

步骤1: 令j = 1。

步骤1.1：求解P ′(xj)，并用其最优解xj更新x∗j。

步骤1.2：若j = Nj，则转至步骤2；否则，令j = j + 1，并转入步骤1.1。

步骤2：若m ≥ mmax，且最优值在mL步内无改进（亦即max{V k,m
P ′(xj)

, V k,m−1
P ′(xj)

, ..., V k,m−mL

P ′(xj)
}−

min{V k,m
P ′(xj)

, V k,m−1
P ′(xj)

, ..., V k,m−mL

P ′(xj)
} < ε，则终止并输出xk为x∗；否则，令m = m + 1，并

转入步骤1。

2.3.3 算法描述

本节给出了一整套求解P (y)的方法，其中算法2-1为预处理、引入初值的算法，算

法2-2为主循环，亦即最外层循环，其内嵌套算法2-3以求解其中的P (x)，而在算法2-3的

内部，为了更快的求解P ′(x)，可以使用算法2-4。

总结以上各个子算法，我们给出如下整体的算法框架：

算算算法法法2-5:

步骤0: 初始化所以参数，并导入所以数据。调用算法2-1生成所以班次类。

步骤1: 求解P (z(0))，记起最优解为z(1)，并令n = 1。

步骤2: 将z = z(n)带入P (x)，并用如下算法求解P (x)：

步骤2.1: 初始化乘子λ1
sd为零，令k = 1, sk = 1, 并选取合适的θL, θU , αL 和αU。

步骤2.2: 对给定的λn
sd，调用算法2-4求解P ′(x)，并记其最优值为V k

x，其最优解

为xk+1。

步骤2.3: 若V k
x − V k−1

x < θL，则令sk = αL · sk−1；若V k
x − V k−1

x > θU，则令sk =

αU · sk−1；否则，令sk = sk−1。
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步骤2.4: 更新λk
sd为λk + sk · dk, 其中

dk = (
∑

j∈J

xk
1j1 −

∑

i∈B1

zi1,
∑

j∈J

xk
1j2 −

∑

i∈B1

zi2, ...,
∑

j∈J

xk
1jNd

−
∑

i∈B1

ziNd
,

...,
∑

j∈J

xk
Sj1 −

∑

i∈BS

zi1,
∑

j∈J

xk
Sj2 −

∑

i∈BS

zi2, ...,
∑

j∈J

xk
SjNd

−
∑

i∈BS

ziNd
).

步骤2.5: 若k ≥ K，或∀d ∈ D, ∀s ∈ S，都有
∑

j∈J xsjd =
∑

i∈Bs
zid成立，则令x(n) =

x(n,k)，并转入步骤3；否则，令k = k + 1，并转入步骤2.2。

步骤3: 若步骤2.5得到可行解，且满足终止条件，则终止程序并输出x(n)，z(n)；否

则转入步骤4。

步骤4: 令n = n + 1，将x = x(n)带入P (z)，并求解得最优解z(n)，然后转入步骤2。

2.4 分层方法的改进

上节建立了针对P (y)这一类大规模问题的一整套求解算法，在实践中发现，其运用

在约束条件非常强的情况时效果并不令人满意，随着约束的变严格，算法的稳定性会

变差。以我们实际应用中所遇到的一个问题为例，此例中在某天下午19：00至24：00之

间，人力需求有一个突然的上升。但是，假定公司同时规定，每天19：00至24：00之间

不能由新的员工上班，且无员工休息，这时，19：00-24：00之间，如论如何安排，后一

时段上班的人数都必然比必前一时段人数少，这就使得人力需求曲线和安排的人力之间

必然存在差异，人力需求就不可能被完全拟合，即VP1 > 0。同时我们假定，仅有此约束

导致人力需求不能被完全拟合，那么不考虑这个约束的初始问题P (z(0))甚则可是人力需

求的偏差为0，即VP (z(0)) = 0，由定理2-1就可知P (x(1))必不可行。

上例只是给出较为明显的导致VP1 > 0情况的一例，当我们的模型应用在一些严格

约束的环境下，比如说由大量晚班和天地班的医院或者呼叫中心时，VP1会较大，因为

约束的限制，使得人力需求偏差的下界大于0. 这个时候，如果仍然使用如上的循环方

式，则会在开始的很多步迭代内，因为约束并没有被完全考虑，会有VP (z(n−1)) < VP1的

最优值均会小于VP1的情况，这样每次都会在x层循环中达到循环上限或循环到解几乎没

有改动为止。这样的一个缓慢升高最优值且不能终止（因为x层始终不会有可行解）的

过程，会耗费大量的时间。

对于上述例子，如果仍然使用如上的循环方式，在迭代的第一步，因为约束并没

有被完全考虑，会有VP (z(n−1)) < VP1的情况。这会在第一次求解x层时，一旦引入约

束(2-37)后，因为z值的不合理，使得x不一定朝着我们期待的方向前进，从而无可行

解，但如此的x却在带入第二次循环时，因为约束(2-34)的引入使得z层目标上升，而且

上升的幅度很大，这就导致算法不稳定。

从另一个角度考虑，即第一次迭代（P (z(0))）不加强约束(2-34)，而从第二次迭

代(P (z))开始又加入了强约束(2-34)，这就使得可行域骤然缩小，而这个约束是由上一步
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迭代的近似x值生成的，并不一定恰当，所以有可能使得约束加的严格了，导致将最优

解排除在外。虽然这通过主问题和从属问题的不断循环能逐渐调整，但目标值的突然上

升会导致收敛的过程剧烈震荡，而这不但会用大量时间来调整，也降低了算法的稳定

性。

我们改进的思路就是不直接加入硬性约束，即将P (z)中的约束(2-34)，而是将它作

为惩罚项放到目标里，用对这个约束的不满足程度来作为惩罚，使得这个约束逐渐的被

满足，通过与原有目标之间的平衡，使目标值逐渐上升，直到达到VP1。具体的改进方

法如下：

在开始阶段，P (x(1))找不到可行解时，松弛约束(2-37)不能满足且偏差很大时，较

缓慢地加速问题P (z)目标值(2-33)的上升，即不一次加入严格的约束(2-34)使其一部满足

而牺牲目标的效果，也要考虑算法效率，在离解域较远时有很好的办法来加速其靠近。

我们注意，越接近可行域，约束(2-34或2-37)对应的绝对偏差|∑j∈J xsjd−
∑

i∈Bs
zid|也相

应越小，所以此偏差就能很好的表示当前解离可行域的远近，所以我们选取此偏差来表

示当前解与解域的距离。在用函数表示时，我们对各时间段上的偏差予以加权求和。为

了与表示对不同时段的重视程度，每项的权重均可取不同，我们使用式(2-44)中的β作为

惩罚项中每项的权值，记为：

δ(x,w) =
∑

d∈D

∑

i∈I

βsd

∣∣∣∣
∑

j∈J

xsjd −
∑

i∈Bs

zid

∣∣∣∣

实际在使用的时候，此权重一般取为整值。即我们在算法中做如下假定：

βsd ∈ Z, ∀s, d (2-46)

所以我们在z层引入δ(x,w)作为惩罚项，使得在当前解离解域较远时，通过目标中引

入代表离解域距离的δ(x,w)惩罚项来强迫P (z(n))的目标强制上升，以尽快接近解域。而

在很靠近解域时，其所占目标的值又较小，不会使原有目标(2-33)变差的很快，而进入

可行域后这部分惩罚项为0，就完成其功能了。做了如此修改后，我们z层即修正为：

P ′(z) min
∑

d∈D

∑

t∈T

ωtd(z(Ni+t)d + z(Ni+Nt+t)d) + η(n)
∑

d∈D

∑

i∈I

βsd

∣∣∣∣
∑

j∈J

xsjd −
∑

i∈Bs

zid

∣∣∣∣
s.t. Φdzd = Φd, ∀d ∈ D.

相对于算法2-5，迭代的框架不变，仅仅将其中的求解子规划P (z) 修正为求解子规

划P ′(z)。为求简练，这里我们不赘述算法流程，记作算法2-6。

至于加入惩罚项后对求解的改进，有如下结论。

定定定理理理2-3：：：我们记ξ
(n)
L =

∑
d∈D

∑
t∈T ωtd(z

n
(Ni+t)d +zn

(Ni+Nt+t)d)，ξL =
∑

d∈D

∑
t∈T ωtd

(z0
(Ni+t)d + z0

(Ni+Nt+t)d)。当第n次迭代，我们选取惩罚项权重满足η(n) > ξ
(n−1)
L − ξL时，

第n次迭代结果惩罚项的值必小于或等于第n− 1次迭代惩罚项的值，即δ(n) ≤ δ(n−1)。
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证证证明明明：：：用反证法，我们假设第n步相较前一步惩罚项的值增大：

δ(x(n), w(n−1)) > δ(x(n), w(n)).

由δ(x,w)的定义我们可知，对任意n，δ(n−1)均为整数。故而，惩罚项增大最少1，即：

δ(n) − δ(n−1) ≥ 1.

当第n步规划求解P (zn)时，x(n)和η(n)均为常数，故而P (zn)的最优解zn满足：

L(xn, z(n), η(n)) ≤ L(xn, z(n−1), η(n)). (2-47)

当n > 1时，由定理2-1我们可知，ξL是ξ
(n)
L 的下界，继而：

L(xn, z(n), η(n))− L(xn, z(n−1), η(n))

=
∑

d∈D

∑

t∈T

ωtd(z
(n)
(Ni+t)d + z

(n)
(Ni+Nt+t)d) + η(n)

∑

d∈D

∑

i∈I

βsd

∣∣∣∣
∑

j∈J

x
(n)
sjd −

∑

i∈Bs

z
(n)
id

∣∣∣∣

−
∑

d∈D

∑

t∈T

ωtd(z
(n−1)
(Ni+t)d + z

(n−1)
(Ni+Nt+t)d) + η(n)

∑

d∈D

∑

i∈I

βsd

∣∣∣∣
∑

j∈J

x
(n)
sjd −

∑

i∈Bs

z
(n−1)
id

∣∣∣∣

= ξ
(n)
L + η(n)δ(x(n), w(n))− ξ

(n−1)
L − η(n)δ(x(n), w(n−1))

≥ ξL − ξ
(n−1)
L + η(n)(δ(x(n), w(n))− δ(x(n), w(n−1)))

≥ ξL − ξ
(n−1)
L + η(n) > 0,

这与(2-47)式矛盾。

当n = 1时，ξ
(n−1)
L = ξL，且η(1) > ξ

(0)
L − ξL = 0，所以我们有

L(x1, z(1), η(1))− L(x1, z(0), η(1))

= ξ
(1)
L − ξL + η(1)(δ(x(1), w(1))− δ(x(1), w(0)))

≥ ξL − ξL + η(1) > 0,

这也与(2-47)式矛盾。

在两种情况下均有矛盾出现，说明我们的假设条件为谬，反之就可得到定理中给出

的结论。 ¤

2.5 数值实验

我们的实验环境选取为大型现代呼叫中心。假定有88个员工，即Nj = 88，一个排班

周期有31天，即Nd = 31。我们将每天24小时分为48个等长的半小时时段，即Nt = 48 ，

每天可安排的班次数有472个，即Ni = 472。那么综合整个排班周期来看，相当于总共
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有14,632个班次，应用于我们的模型中共有1,287,616个变量。为了更好的对比，我们本

章的所有实验均在此环境和背景下实现。

关于数据，我们通过历史数据分别预测31天每天48个时段上的人力需求值。一天内

最长用的模板为双峰的模式，而不同天的人力需求各不相同，其中每个月初始数天和最

后的数天的需求较其他天明显较多，且一天内的需求分布更不均衡，这很好的切合了实

际。

而如我们在2.2.1节中所述，员工人数与人力需求量之间应满足如下等式关系：

2AHd ×
∑

d∈D

Jd =
∑

t∈T

∑

d∈D

HRtd.

如果不满足，我们则根据应用环境相应调整员工人数或人力需求量。

在第一种情形下，预测出的人力需求明显多于或少于员工人数，而在短时期内员工

又很难大量增加或减少，那么我们只能固定员工人数，然后用当前仅有的员工尽量去拟

合需求曲线，故而我们根据平均工时，总工作时长，员工人数等比例放缩人力需求量，

如下式所示：

HRtd =
2AHd ×Nj × AD∑

t∈T

∑
d∈D HRtd

HR′
td, ∀t ∈ T, ∀d ∈ D.

在第二种情形下，员工人数可以灵活调整，以求最佳的拟合人力需求，那么我们固

定人力需求量，根据平均工时，总工作时长，员工人数等参数等比例放缩员工人数，如

下式所示：

Jd =

∑
t∈T

∑
d∈D HRtd

2AHd ×Nj × AD
J ′d, ∀d ∈ D.

Nj =

∑
t∈T

∑
d∈D HRtd

2AHd × AD
, ∀d ∈ D.

2.5.1 模型规模比较

为了显示本文新构造算法的优越性，我们在其所能处理的规模上与已有文献进行比

较，如表2-4所示。

此表说明了本文算法所能处理的模型规模比以往的要大得多。我们能一次安排31天

的班表，每天都有472个班次,如果我们将在整个一个排班周期内的排班看做是一个班

次，那么我们总共就有14,632个班次。而从下一节的实验结果中看，我们的分解算法

能够在不到10分钟的时间内求解带有1,287,616个变量和36,593个约束的此类整数规划问

题。
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表2-4: 与已有文献的模型规模比较

模型出处 [58] [30] [59] [60] [61] [62] [27] [22] [21] 本文

模型类型 LP LP TS IP IP IP IP IP IP IP

每天工作时长 12,16 19 24 12,16 24 24 ≤ 24 24 24 24

班次时长 4,9 9 7-9 4,6 9,9.5 8,10 7,9 8 - 6-10

每周工作天数 5 5 ≤7 5 - 4,5 - ≤5 - 3-7

班次开始时间 F V F F V F V F V V

休息时间 F V X V V X F F V V

最小时间段间隔 1 0.25 0.25 1 0.5 1 0.25 8 0.25 0.5

最大变量个数 1,239 9,410 - 203 - 25,344 - 2,956 23,040 1,287,616

最大约束个数 - - - - - - 4,752 3,120 15,648 36,593

应用范围 N C N N N C N N N N

表2-4中，IP表示整数规划方法，LP表示线性规划方法，TS表示禁忌搜索方法，-表示参

考文献中未提及此项，F表示为固定值，V表示为可变参数，C表示应用于呼叫中心的模

型，N表示通用模型。

2.5.2 算法效率比较

本节，我们对第二章提出的算法2-5与算法2-6进行比较，来说明其针对不同问题的

有效性。我们设计三组对比实验，都来源于大规模呼叫中心的实例且具有相同的参数与

数据，只有在约束条件上有所不同，一组为简单约束环境，其实这里的简单仅是相对于

后两种简单，2.2.2节所述的所有约束类型均被涵括，只是每类中约束的数目不如复杂环

境多；第二组为复杂约束环境，为我们所做实例中最复杂的情形，各种约束类型中均包

含大量约束；第三组为宽松环境，约束的复杂程度介于前两组之间。

我们在一台2394 Mhz的X86计算机上做数值模拟，操作系统为”windows XP SP3”，

程序语言为C++，编译环境为”MS Vc6.0”。在求解分解后的子规划P (xj), P (zd)时，使

用商用优化软件”Xpress-MP2008A”。在C++环境中，通过”Xpress.BCL.4.0.0”调用

”Xpress.Optimizer.19.00.00”求解。

我们设λ初值为0，内层迭代最大次数为4，即算法2-3中限制k ≤ 4，其它一些参数

如：aL = 0.8，aU = 1.2，θL = 1，θU = 10。

首先是简单约束条件，总计有1,287,616个变量，11,132个约束。我们分别用算法2-

5与算法2-6求解，我们用图2-4来展示两个算法的收敛过程。
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图2-4：算法2-5与2-6在简单约束条件下的收敛过程比较

图2-4展示了改进算法2-6与原有算法2-5在简单约束条件下的收敛过程，左图为算

法2-5收敛过程中目标函数值的变化情况，相应的右图为算法2-6的目标函数值的变化情

况。

其次是一般宽松约束条件，总计有1,287,616个变量，22,264个约束。我们分别用算

法2-5与算法2-6求解，我们用图2-5来展示两个算法的收敛过程。
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图2-5：算法2-5与2-6在宽松约束条件下的收敛过程比较

图2-5展示了改进算法2-6与原有算法2-5在宽松约束条件下的收敛过程，左图为算

法2-5收敛过程中目标函数值的变化情况，相应的右图为算法2-6的目标函数值的变化情

况。
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最后是严格约束条件，总计有1,287,616个变量，36,593个约束。我们分别用算法2-

5与算法2-6求解，并用图2-6来展示两个算法的收敛过程。

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

50
0

10
00

15
00

20
00

25
00

Iteration Number

O
bj

ec
t f

un
ct

io
n 

va
lu

e

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
50

0
10

00
15

00
20

00
25

00

Iteration Number

O
bj

ec
t f

un
ct

io
n 

va
lu

e

图2-6：算法2-5与2-6在严格约束条件下的收敛过程比较

图2-6展示了改进算法2-6与原有算法2-5在严格约束条件下的收敛过程，左图为算

法2-5收敛过程中目标函数值的变化情况，相应的右图为算法2-6的目标函数值的变化情

况。

我们将上述三组实例的信息汇总于表2-5。

表2-5：算法2-5与算法2-6在不同环境下的实证结果

环境 宽松 宽松 严格 严格 非常简单 非常简单

算法 2-5 2-6 2-5 2-6 2-5 2-6

班次个数 472 472 472 472 472 472

员工个数 88 88 88 88 88 88

变量个数 1,287,616 1,287,616 1,287,616 1,287,616 1,287,616 1,287,616

约束个数 22,264 22,264 36,593 36,593 11,132 11,132

约束违背程度 0 0 0 0 0 0

最优值 170 186 170 186 168 168

迭代次数 2176 2205 2567 3520 392 392

算法运行时间（s） 227s 230s 523s 714s 42s 42s

我们在3种条件下比较这两种算法。首先，在简易的约束条件下，当n = 1时，这两

种算法都收敛于最优解，而且其表现基本相同。该两种算法的最优值均等于VP (z(0))，此

为n = 1时算法终止的先决条件。在此情况下，两种算法只有很小的区别，因为算法2-6
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中的惩罚项是为了克服在定理2-2中必要条件不能被满足的情况下的缺点而增加的，既然

此时定理2-2中必要条件已被满足了，那么这两种算法的结果自然就相同。实际上，在简

易的约束条件下，n = 1时收敛情况会频繁出现。

然后，我们可以看出在宽松的约束条件下，算法2-5相对于算法2-6有明显优势，

不但体现在收敛速度更快上，同时其所求得的解也更优，这里的原因就如同2.3.4节

中所述，算法2-6其强迫原有目标上升，这可能在宽松的约束条件下并不值得，因为

定理2-1中的不等式VP1 < VP (z(n−1))很容易被满足。但是，除非是在迭代过程中，不等

式VP1 < VP (z(n−1))是否成立是很难检验的。

在严格的约束条件下，算法2-5在收敛过程中剧烈震荡。这表明在初始阶段，其很快

落入了局部最优，跳出局部最优的过程即导致了这种剧烈震荡，但随着算法的进行，其

又会逐渐逼近最优解。而算法2-6则因为惩罚项的引入，由定理2-3就可保证约束的偏差

不会增大，这一点可以从图2-5中看出。

总的来说，这几组实验结果都在我们的预期之中，验证了2.3.4节中分析的正确性。

2.6 小结

相较已有文献，本章所建立的0-1混合整数规划模型采用更泛化的班次概念，更精确

地描述了各类约束，从而具有更广泛的应用范围。更泛化与更精细地描述模型虽然能更

好的切合实际，但自然会使得问题规模过于庞大，再加之本文基于的混合整数规划本身

就是一NP-hard问题，大规模的此类问题用现有算法很难有效求救。为了克服这些因素

带来的影响，我们从问题的约束矩阵结构出发，采用Benders分解，增广Lagrange松弛，

对角二次逼近等嵌套分解算法有效的求解了这样一类大规模0-1混合整数规划问题。从实

证结果来看收敛速度快，运行结果好，且人力需求拟合效果很好，合作方与客户对我们

的结果均很满意。
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3 两种新型概率约束规划模型与求解

为了更恰当、灵活地反应现实中的人力需求约束，本章提出两种新的概率约束规划

模型，并探讨其求解与应用。

3.1 模型介绍

为灵活反映实际中对人力需求约束的不同要求，我们将依据该类约束所限定的范

围，采用两种概率约束形式进行建模：一种是分别对每个时段加以限制，另一种则是对

整个周期引入统一的一个约束。

考虑有T个时段，J个班次的排班问题，我们首先探讨对各个时段分别加以限制的模

型。为精细刻画不同时段上人力需求的满足程度，我们将每个时段上所安排人数与该时

段实际需求人数rt, t = 1, ..., T，的差定义为人力不足量，同时给每个人力不足量一个下

限−δt, t = 1, ..., T。在每个时段上，根据问题的具体要求，保证人力不足量不低于−δt的

概率不小于某个置信度αt。那么，依极小化总的人力需求为目标，我们可建立下列概率

约束规划模型：

min
J∑

j=1

xj (3-1)

s.t. P (
J∑

j=1

atjxj − rt ≥ −δt) ≥ αt, t = 1, 2, ..., T, (3-2)

x ∈ X. (3-3)

其中j = 1, ..., J表示不同的班次，要求任意两个班次均不相同。atj ∈ {0, 1}表示班次j在

时段t是否为上班状态，1表示上班，0表示不上班。xj为决策变量，意为上班次j的员工

数。X表示除人力需求约束(3-2)外的其它所有约束。例如，X可包含如下三种典型的限

制。

一是变量取整及其大于等于零的约束：

xj ≥ 0, xj ∈ Z, j = 1, 2, ..., J.

二是公平性约束，即要求周期内所有上班员工的平均工作时长为预先给定的值AH:

(
J∑

j=1

lj ∗ xj) = AH ∗
J∑

j=1

xj ,
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其中lj表示班次j在排班周期内的上班时长。

三是特殊班次限制，即要求不同班次集合r中安排的员工人数不小于某预先给定的下

界SRmin
r ，同时不大于某预先给定的上界SRmax

r :

∑

j∈Gr

xj ≥ SRmin
r , ∀ r ∈ ∆,

∑

j∈Gr

xj ≤ SRmax
r , ∀ r ∈ ∆,

其中Gr表示班次集合r中包含的班次。∆表示所有需满足相应类型约束的班次集合的集

合。

当然，我们还可根据实际需要，增加更多更详细的约束，因这部分约束并不牵扯随

机因素，故而可参考如文献[20,28]等中确定性排班问题的建模方法。因非本文考虑的重

点，以下不再对其进行详细论述。

若不对不同时段赋予特定的满足概率值，则可采用统一的置信水平，并给出另一种

形式的概率约束表述：设要求各个时段上人力不足量均不低于最低限度的概率不小于某

个置信度α，则可构建如下的联合概率约束模型：

min
J∑

j=1

xj (3-4)

s.t. P (
J∑

j=1

atjxj − rt + δt ≥ 0, t = 1, ..., T ) ≥ α, (3-5)

x ∈ X. (3-6)

上述两种模型(3-1)-(3-3)和(3-4)-(3-6)与已有文献中的模型[38,39]相比更加灵活，可根

据对不同天、不同时段的关注程度加以不同的偏差容忍程度和概率约束满足程度。同

时，在X中也综合考虑了确定性排班文献中较新的成果[20,28]。

3.2 模型求解

相较概率约束规划模型(3-1)-(3-3)，联合概率约束(3-5)中的概率事件并非由单一线

性不等式所表示，而是由T个线性不等式联合表示。对此，可通过无穷范数将其表示

为由一个不等式表示的概率事件的形式。为书写方便并用统一方式表达这两种概率约

束模型，我们引入以下记号。首先，令x = (x1, x2, ..., xJ)T ∈ RJ，r = (r1, r2, ..., rT )T ∈
RT，f(x) =

∑J
j=1 xj。进而，记

Gt(x, rt) =
J∑

j=1

atjxj − rt + δt, t = 1, 2, ..., T,
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qt(x) = P (Gt(x, rt) ≥ 0) = E(1(0,∞)Gt(x, rt)), t = 1, 2, ..., T.

这里1(0,∞)Gt(x, rt)表示指示函数，即当(Gt(x, rt)) ≥ 0时，1(0,∞)Gt(x, rt) = 1，当

(Gt(x, rt)) < 0时，1(0,∞)Gt(x, rt) = 0。类似地，记

G(x, r) = min{
J∑

j=1

atjxj − rt + δt, t = 1, ..., T},

q(x) = P (G(x, r) ≥ 0).

则概率约束模型(3-1)-(3-3)就可转化为

min f(x) (3-7)

s.t. qt(x) ≥ αt, t = 1, 2, ..., T, (3-8)

x ∈ X. (3-9)

而概率约束模型(3-4)-(3-6)则可转化为

min f(x) (3-10)

s.t. q(x) ≥ α, (3-11)

x ∈ X. (3-12)

因转化后的两个模型具有相同的形式，以下仅就概率约束模型(3-7)-(3-9)的求解展开论

述。

为克服已有算法对分布类型的依赖性、难于实现的不足，我们采用随机规划领域中

新近提出的样本平均近似(SAA, sample average approximation, [40,63])策略来转化概率

约束，其最大的优点在于不需要假定原始的分布类型，仅仅通过抽取一组样本来近似原

随机分布，且可保证收敛性。

对随机变量rt，设ri
t, i = 1, ..., I,为rt的I个独立同分布的样本。我们用这I个样本来近

似其本身的分布，并用这些样本的平均来近似其原本分布的期望，即用

q̂t(x) =
I∑

i=1

1

I
1(0,∞)(Gt(x, ri

t))

来近似代替qt(x)。那么，对于给定的概率或置信水平γt ∈ [0, 1], t = 1, ..., T，问题(3-7)-

(3-9)则可转化为下列最优化问题：

min f(x) (3-13)

s.t. q̂t(x) ≥ γt, t = 1, 2, ..., T, (3-14)

x ∈ X. (3-15)
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我们将此问题称之为原问题(3-7)-(3-9)在置信水平γt, t = 1, ..., T,下的样本平均近似问

题。关于上述样本平均近似方法的收敛性，由文献[64]中的分析，我们有如下结论：

定理3-1： 假设原始问题与样本平均近似问题的置信度相同即，γt = αt, t =

1, ..., T，且除概率约束外的可行域为紧集，G(x, r)为Caratheodory函数，且有如下条件

成立：设原始问题的最优解为x，对任给的ε > 0，存在x ∈ X，使得||x−x|| ≤ ε和qt(x) >

α。则v̂I → v∗，且当I → +∞时，以概率1有D(ŜI , S) → 0，这里v̂I，ŜI分别表示样本平

均近似问题(3-13)-(3-15)的最优解和可行集，而v∗, S分别表示原始问题(3-1)-(3-4)的最优

解和可行集，D(ŜI , S)表示集合ŜI与S之间的距离。

对比样本平均近似问题与通常离散分布下所得问题可以看出，样本平均近似也

可被看做一种具有I个相等概率样本的特殊分布。在置信度不变的情况下，当I趋于

无穷大的时候，样本平均近似问题的解收敛于原问题的解。在I足够大的情况下，

若γt ≥ αt, t = 1, ..., T，则样本平均近似问题的可行解亦是真实问题的可行解，而

当γt < αt, t = 1, ..., T,时，样本平均近似问题的最优解是真实问题的下界。所以样本平

均近似方法也可用于构造可行解或是估计最优解的下界。

因q̂t(x)中含有非光滑的示性函数，导致问题(3-13)-(3-15)难于处理。为此，我们使用

类似文献[63]中的“大M方法”，通过引入辅助变量来将示性函数转化为线性形式。具体

地，令

zi
t =

{
1, 若Gt(x, ri

t) ≥ 0 , (3-16a)

0, 其他. (3-16b)

则q̂t(x)就可以用zi
t的线性函数表示如下：

q̂t(x) =
∑I

i=1
1
I zi

t,

这里zi
t与x, ri

t之间应满足下列线性不等式：Gt(x, ri
t) + M(1 − zi

t) ≥ 0，Gt(x, ri
t) ≤

Mzi
t，zi

t ∈ {0, 1}，其中M是一个取值比Gt(x, ri
t)的最大值还要大的数。因为在概率

约束中我们已对zi
t加入了更严格的下界约束，不等式Gt(x, ri

t) ≤ Mzi
t实际上已不起作

用，所以在模型中可不加入此不等式。

通过(3-16)式中zi
t的引入和上述的转换，我们就可将原概率约束模型(3-1)-(3-4)转化

为如下形式的整数线性规划问题：

min f(x) (3-17)

s.t.
I∑

i=1

1

I
zi
t ≥ αt, t = 1, 2, ..., T, (3-18)

J∑

j=1

atjxj + δt − ri
t + M(1− zi

t) ≥ 0, t = 1, 2, ..., T, i = 1, 2, ..., I, (3-19)

x ∈ X, z ∈ {0, 1}I×T . (3-20)
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由于实际中I、J、T等的值均比较大，上述问题往往是大规模的线性整数规划，直

接用经典的分枝定界法或者割平面法很难在短时间内找到满意的解。为有效求解问

题(3-17)-(3-20)，我们将借鉴处理大规模线性规划的分解算法的思想，通过对偶的方法将

问题的求解分解为一系列小规模问题的处理。

观察整数线性规划(3-17)-(3-20)，除了概率约束外，其余约束都因为关联所有决策变

量而不具可分性。如果强行将其关于各个样本分成I个子规划问题，则可能会导致在不

同情形下的最优决策不一致，为克服这一困难，我们引入类似随机规划中非预期性约

束(nonanticipativity constraints)的如下一组约束，

xi1 = xi2 , i1, i2 = 1, ..., I,

这里xi1表示情景(样本)i1下决策向量的值，其余类同。此约束要求任意两个不同情景下

的决策相同。为减少此类约束的个数，我们可要求对每一个情景，都有一个约束来保证

其下的决策与另一任意情景下的决策相同，这样仅需要I个约束。值得注意的是，这里

引入约束的顺序是多样的，如令任意情景下的决策均等于第一个情景下的决策：

xi = x1, i = 2, ..., I,

抑或令任意两个相邻情景下的解均相等：

x1 = xI , xi = xi−1, i = 2, ..., I.

以下我们采用第二种，即每两个相邻情景间进行约束的方法。

对应于上述引入的情景决策，原本的目标函数f(x)就可以表示为f(x1), f(x2), ..., f(xI)

的某种线性组合，本文根据各个情景发生的概率将它们进行加权求和，即令，

f̂(x) =
I∑

i=1

1

I
f(xi).

有了上述的非预期性约束，我们就可利用Lagrange松弛法，将所有非预期约束和概

率约束通过引入Lagrange乘子放缩至目标函数中，从而保证剩余约束均相对于不同的情

景i可分。该方法的优点在于可通过一系列较容易求解的小规模问题的处理来逼近原本

大规模、很难求解的问题，可大幅度提高求解效率，在较短时间内得到满足精度要求的

解。

Lagrange松弛因子的引入将原规划问题转化为一个两层的优化问题。具体地，

令λ1 = [λ1
1, λ

1
2, ..., λ

1
T ]T，λ2 = [λ2

1,1, λ
2
1,2, ..., λ

2
1,J , ..., λ2

I,J ]T，λ = [λ1T, λ2T]T，内层需求解

的最优化问题可表述为

VLR(λ) = min f̂(x) +
T∑

t=1

λ1
t (

I∑

i=1

1

I
zi
t − αt) +

J∑

j=1

(λ2
1,j(x

1
j − xI

j ) (3-21)
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+
I∑

i=2

λ2
i,j(x

i
j − xi−1

j )) (3-22)

s.t.
J∑

j=1

atjx
i
j + δt − ri

t + M(1− zi
t) ≥ 0, t = 1, 2, ..., T, i = 1, 2, ..., I,(3-23)

z ∈ {0, 1}I×T , xi ∈ X, i = 1, ..., I. (3-24)

同时，外层的优化问题需对Lagrange乘子寻优，即求解下列优化问题：

max
λ1≥0

VLR(λ). (3-25)

对于整数线性规划问题(3-21)-(3-23)，因为目标函数和约束均可对i分解，故而其可

等价于I个子规划。对于每个子规划，我们均可运用分枝定界法与割平面法相结合的方

法来快速求解，如可直接利用Xpress等优化软件。以下不再赘述。

对于要求部分变量非负的连续优化问题(3-24)，我们可采用基于线性搜索的优化算

法。那么最核心的内容即在于如何确定搜索方向和选取合适的搜索步长。在本文的模型

中，因原问题为离散问题，其本身不具有梯度，而精确的次梯度又很难得到，故我们使

用以下方向

d =
[ I∑

i=1

1

I
zi
1 − α1,

I∑

i=1

1

I
zi
2 − α2, ...,

I∑

i=1

1

I
zi
T − αT , x1

1 − xI
1, x

1
2 − xI

2, ..., (3-26)

x1
J − xI

J , x2
1 − x1

1, x
2
2 − x1

2, ..., x
2
J − x1

J , ..., xI
1 − xI−1

1 , xI
2 − xI−1

2 , ..., xI
J − xI−1

J ]T.

这种方向对应于文献中所谓的替代次梯度。对于一般线性整数规划问题，文献[51]肯定

了替代次梯度方向在Lagrange松弛类方法中的有效性，认为它能减少对偶问题求解过程

的计算量，这正是我们按上述方法确定搜索方向d的原因。

虽然我们选取的方向可看作是对次梯度方向的近似，但因原问题的离散性，经典次

梯度算法中的步长规则并不适用我们的问题。为有效求解问题(3-24)，我们采用在非光

滑优化中较常用的信赖域技术[50,52]来确定搜索步长。信赖域方法的思想是依照每次迭代

对目标函数值改进的效果来确定下一步的步长，若上一步迭代改进明显，说明此方向很

好，则加大步长以求更快下降；若上一步迭代改进不明显，则缩小步长，以免在不好的

方向上前进过多。应用到我们的问题，我们将通过实时观察此次迭代和上次迭代之间改

进的程度，这里选用目标函数值总的下降量作为改进程度的度量。当本次迭代目标值减

去上次迭代目标值小于θL时，则增大步长；当相应的差值大于θU时，则减小步长；当介

于前述两种情形之间时，步长保持不变。

至此，我们可构建如下确定最优Lagrange乘子的迭代算法：

算算算法法法3-1：：：

步骤1：初始化Lagrange乘子λ
1(0)
t = 1, t = 1, ..., T，λ

2(0)
i,j = 0, i = 1, ..., I, j =

1, ..., J，记相应的乘子向量为λ(0)，并选取参数θL > 1，0 < θU < 1，ηL和ηU 的值。给定

迭代步数上限K，令k = 1，sk = 1。
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步骤2：求解对应于当前乘子λ(k)的最优化问题(3-21)-(3-23)，得最优解x(k)及最优

值VLR(λ(k))。

步骤3：若VLR(λ(k))−VLR(λ(k−1)) < θL，令s(k) = ηL·s(k−1)；若VLR(λ(k))−VLR(λ(k−1))

> θU，令s(k) = ηU · s(k−1)；否则，令s(k) = s(k−1)。

步骤4：通过(3-25)式计算当前步的搜索方向d(k)，并令λ(k+1) = λ(k) + s(k) · d(k)。若

对某个t，λ
1(k+1)
t < 0，则令λ

1(k+1)
t = 0。

步骤5：若对任意的i1，i2和j，都有x
i1(k)
j = x

i2(k)
j ，则终止，当前的解向量x(k)即为

问题(3-17)-(3-20)的最优解；若k > K，终止，取x(k)为问题(3-17)-(3-20)的近似解；否

则，令k = k + 1，转入步骤2。

对于联合概率约束模型(3-10)-(3-12)，亦可通过与对问题(3-7)-(3-9)类似的方法将其

转化为下列整数线性规划问题：

min f̂(x)

s.t.
I∑

i=1

1

I
zi ≥ α,

J∑

j=1

atjxj + δt − ri
t + M(1− zi) ≥ 0, t = 1, 2, ..., T, i = 1, 2, ..., I,

x ∈ X, z ∈ {0, 1}I .

对于该问题，可完全同上采用Lagrange松弛法进一步分解。因为求解算法的导出完全类

似，这里不再赘述。

3.3 数值例子

为说明本文所建模型的合理性，所导出样本平均近似问题的可解性与所设计松弛分

解算法的有效性与收敛性，我们在本节进行两组数值实验，均以某个实际话务中心的员

工安排为背景，X包括我们在模型(3-1)-(3-3)后简单介绍的公平性、特殊班次等约束。

首先考虑第一组实验，我们利用历史话务量数据，预测出未来一月的基本人力需求

量。考虑到未来需求的随机波动性与预测的不精确性，我们假定预测值存在一服从期望

值为0的正态分布的随机扰动。也就是说，人力需求量可被看做服从均值为预测人力需求

量的正态分布。基于正态分布的累加分布函数，我们很容易将模型(3-1)-(3-3)转化为整数

线性规划问题，并找到其精确最优解。

代替上述通常的预测方法，我们采用样本平均法来构建形如(3-17)-(3-20)的规划问

题。具体地，使用不同数量的样本来近似人力需求量的分布，然后在不同样本集下求解

样本平均近似问题(3-17)-(3-20)，并将所得解与原问题的精确最优解进行比较，检验近似

问题的最优解是否随着样本数量的增大收敛于原问题的精确最优解。
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为克服简单随机抽样工作量大、方差大的不足，我们使用等距抽样的方法来生成

样本数据集。这种方法的好处在于抽样过程简单。相较于抽取I个样本的简单随机抽

样，等距抽样所需随机抽取的次数仅为1，这节约了很多工作量。我们分别选取20个样本

与50个样本进行实验，同时与原问题进行对比。三组实验采用相同的置信度与偏差容忍

度，并对任意t = 1, ..., T,取αt = 0.98，δt = −2 + 0.05 ∗ rt。为便于比较，我们在表3-1中

列出实际中各天所需的最小人力：

表3-1:样本近似问题最优值与原始问题最优值的比较

天 1 2 3 4 5 6 7 8 9-31 合计

原始问题 84 84 77 70 68 66 68 68 ... 2209

20个样本平均近似 87 88 81 73 71 69 71 71 ... 2309

50个样本平均近似 85 85 78 71 68 66 68 68 ... 2222

为对比说明不同结果，我们将不同天原问题精确的最优值、20和50个样本下样本平

均问题的最优值，即每天所需最小人力绘制于图3-1中：

5 10 15 20 25 30 35
day

 
I=20
I=50
exact

图3-1：样本平均近似问题最优值与原问题最优值的比较.

从图3-1中不难看出，随着样本量的增大，样本平均近似问题的最优值逐渐逼近原始

问题的最优值，尤其是在50个样本时，差别就已经很小了。

作为用户可调节的选项，偏差容忍度决定了概率约束在限制可行解上所起作用的大

小，从而影响到问题最优值的大小。为此，我们考虑另一组实验，研究不同偏差容忍程

度对问题最优解与最优值的影响。我们考虑两种形式的偏差：绝对偏差和相对偏差。不

难理解，绝对(相对)偏差越少，对应问题的最优值越小，而相对偏差方式较绝对偏差方

式，对应的最优值一般较大。

为验证上述结论，我们设计了四组实验，它们分别是：较大的绝对偏差biast =

1, t = 1, ..., T；较小的绝对偏差biast = 0.5, t = 1, ..., T；较大的相对偏差biast = 0.05 ∗
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rt, t = 1, ..., T,和较小的相对偏差biast = 0.03 ∗ rt, t = 1, ..., T。我们再统一令δt = −2 +

biast, t = 1, ..., T，αt = 0.98, t = 1, ..., T，样本量I = 20。为考虑概率约束不起作用时问

题最优值的变化，我们特增加一次对照实验，它对应于biast = −∞，此时所得最优值应
为上述情形下最优值的下界。上述各种情况下所得最优值见表3-2。

表3-2:不同偏差容忍程度下问题最优值的比较

天 1 2 3 4 5 6 7 8 9-31 合计

biast = −∞(无约束问题) 78 78 72 65 63 61 63 63 ... 2055

biast = 0.1 82 81 75 68 66 64 66 66 ... 2215

biast = 0.5 80 81 75 68 66 64 66 66 ... 2140

biast = 0.05 ∗ rt 87 88 81 73 71 69 71 71 ... 2309

biast = 0.03 ∗ rt 82 84 78 70 68 67 69 69 ... 2218

为进一步了解整个月内最优值的变化，我们将上述五组解的结果在图3-2中予以展

示。

5 10 15 20 25 30 35
day

 

bias
t
=−inf

bias
t
=1

bias
t
=0.5

bias
t
=0.05*r

t

bias
t
=0.03*r

t

图3-2：不同偏差容忍程度下问题最优值的比较

从表3-2与图3-2中可以看出，无论是绝对偏差还是相对偏差，偏差值较大时问题的

最优值均较大，较小时问题的最优值较小，这与前述的理论结论是一致的。而绝对偏差

情形与相对偏差情形相比较，绝对偏差下对应的最优值要小于相对偏差下的对应的最优

值。

3.4 小结

相较已有文献，本文所建立的带有概率约束条件的智能排班模型更精确地描述

了人力需求限制的要求，从大概率角度有效地限制了人力不足，更符合客户期望。而我

们基于样本平均近似方法、Lagrange松弛法、分解算法等思想所设计的嵌套分解算法也
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较已有算法更为有效。然而，在样本平均近似方法中，样本的选取对结果有着较大的影

响，故而如何寻找一种更稳定、有效的抽样方法仍待更深入的研究。
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4 结论与展望

智能排班问题是具有巨大潜在经济效益的一类优化问题。它要求在给定的一系列要

求，比如每天的用工人员需求、工作强度要求、劳动保障要求等之下，对给定数量的工

作班组进行合理的工休安排。由于问题本身涉及的因素非常复杂多样，所以尽管已有众

多学者近半世纪来的深入研究，且取得相当多的成果，但仍存在很多问题未被解决。本

文即对其中的部分问题展开了系统性研究，取得了一些成果。

4.1 结论

首先，本文对现有研究成果做了一个详实的文献综述，将近50年来的对排班问题的

发展产生重大影响的文献予以归类，整理了几类子问题的发展脉络与相互联系，之后分

别评述其各自的优缺点与应用范围。

之后，基于已有研究成果，本文提出了两种角度的建模思路：传统的确定性规划和

新型的随机规划方法。

在确定性规划方面，我们在模型中引入了班次和班次类的概念。从而克服了现有模

型难以用线性约束精确描述一日内多次休息，多次上下班的难题，使得整体模型得以线

性化。该思想拓宽了模型的应用范围，可解决更加复杂的实际问题。但随之的问题是在

处理大规模问题时，我们的0-1混合整数规划规模过于巨大，用已有文献的方法不能在有

限时间内解决，故而我们提出一套针对此问题的嵌套分解方法，将原有的大规模问题分

解为一系列的小问题序贯求解。

因为综合运用了多种处理超大规模复杂优化问题的近代优化算法技巧，我们的算

法整体求解速度快，可应用于大规模的企事业单位。我们已经处理了有将近4万个变

量、3万个约束的大规模问题，算法很快就可安排出满足所有约束的最优班表。更为重要

的是，我们所提供的排班方案对人力需求拟合效果好。在增加大量且严格的约束的情况

下，人力需求拟合效果依然很好，合作方与客户对我们的结果均很满意。

其次，针对确定性排班问题固定人力需求量的不足，本文后半部分将其考虑为随机

变量，通过引入人力不足量的概念，使用概率约束条件，来刻画人力需求约束；为了确

定化随机变量，我们又使用了随机规划领域中新近提出的样本平均近似方法来将概率

约束规划问题转化为确定性整数规划问题，并利用“大M方法”的思想将其线性化；之

后，为求解这样一个大规模混合整数规划问题，我们参考了文章前半部分的成熟技巧，

利用有效的嵌套分解算法来予以求解。最后，通过实验我们发现在概率约束模型框架

下，随着样本量的逐渐增大样本逐渐可逼近原始分布，故而说明，我们采用的样本平均
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近似方法是行而有效的。

基于本文提出的所有方法，课题组与合作方共同开发了一个适用于大型呼叫中心的

智能排班软件。其中的排班主程序先由本文作者独立完成（C++源程序近2000行），然

后由合作方重构为面向对象的框架，本文作者还参加了部分面向对象版本程序的调试、

承担了部分接口设计、重要数据结构的转化工作，剩余的数据库设计、人力需求预测部

分的程序由合作方完成。我们共同完成的智能排班软件已作为一个重要子系统嵌入到一

个更大的软件系统-呼叫中心调度、预测与仿真系统中。而且其中的智能排班部分已经作

为研究成果的形式在国内外部分地区得到了应用，取得了良好效果。

4.2 展望

排班问题涉及的因素多种多样，本文中未加考虑或深入研究，而在实际中又比较重

要的一些问题包括：

1）人力需求的预测

无论是确定性模型还是随机模型，我们为了能最优地满足未来的需求，自然要面对

预测的问题。当我们在努力拟合预测出的需求值时，首先要保证预测值的可信度，否则

排班的模型再精细也无法适用于未来。而我们在本文中将历史数据作为总体来表现需求

值，虽然说未来就是历史的延续，但单纯使用历史数据无法表现人力需求的某些可预知

特性，故而从排队论或者其它角度来预测人力需求，或用历史数据预测时引入时间序列

的方法，以展现某种趋势性变化，都是我们进一步可作的工作。

2）多技能或多区域的问题

本文考虑的仅为单技能、单区域的模型，而现实中常常会有多个排班单位综合排班

的情况，即所谓多区域；亦或不同员工掌握不同的技能切很难交叉的情况，即所谓多技

能。在这两种情况下，所需考虑的情形更加复杂，所需构建的模型规模更庞大，虽然我

们的模型有过这方面的尝试且效果不错，但均是较为简单的推广或经过简单化的处理之

后加以应用；更详尽的约束描述方式，更切合多区域或多技能模型的求解方法还需进一

步的研究。

3）混合整数规划更有效的求解算法

虽然本文针对这一类特殊的0-1混合整数规划提出一套行为有效的嵌套分解方法，但

本身作为NP难问题，寻求更快更好求解方法的道路是永没有止境的。我们希望更进一步

的研究能从数学角度给出更佳更鲁棒且理论收敛特性更加好的新算法。

4）针对不同市场的应用

本文的模型所给出依然是针对智能排班问题的泛化通用模型，可应用于各种新型的

排班市场，比如呼叫中心、交通调度、医院学校等不同环境，如何给出更适合所应用的

环境的具体模型，如何构建并加入针对具体问题的约束条件，这都是在推广此模型中很

实际的问题，也是我们还待研究的领域。
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5）新模型与算法在国内的具体应用

总的来说，我国在排班或调度领域的智能化程度还比较低，与发达国家相比，还出

于靠手工凭经验的较初级阶段，经常会出现排出的班表不科学，不公平，员工不满意的

现象。当然，随着科技的进步这种情况在未来会逐渐改善，用计算机来统筹规划必然会

成为发展的趋势。所以，研究符合我国国情的智能排班方法将是一个长期，复杂但却意

义重大的课题，需要持续不断的艰苦探索。

所有以上问题，都是我们未来亟待解决的问题。
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