
第一节 一维晶格的振动

3.1.1 一维单原子链的振动

3.1.2 一维双原子链(复式格子)的振动

学习内容:



第三章 晶格振动与晶体的热学性质

静止晶格模型
—— 把原子看成是在格点上固定不动

晶体中的原子运动

原子
电子

原子核（离子实）

原子核(离子实)的质量比电子重的多

绝热近似 ：考虑电子运动时可不考虑原子核的运动。
原子核可看作固定在它的瞬时位置

由电子运动所决定的晶体物理性质，在
静止晶格模型下一般能得到较好的描述



多有与实验不符的地方：
不能解释比热、热膨胀等平衡性质和电导、热导等输运性
质等，也不能解释多种辐射与晶体相互作用的过程。

• 模型与温度无关，无热膨胀
• 电导率将“无限大”
• 绝缘体是“绝热体”，“绝声体”
• …………

对杜隆－珀替经验规律的解释

—— 一摩尔固体有N个原子，有3N个振动自由度，按能量均

分定律，每个自由度平均热能为kT，摩尔热容量 3Nk＝3R
经典

—— 实验表明在较低温度下，热容量随着温度的降低而下降
量子



晶格振动 —— 研究固体宏观性质和微观过
程的重要基础

晶格振动 —— 晶体的热学性质、电学性质、
光学性质、超导电性、磁性、
结构相变有密切关系

晶格振动的研究 —— 晶体的热学性质

固体热容量 —— 热运动是晶体宏观性质的表现



§3.1  一维晶格的振动

3.1.1 一维单原子链的振动

1.  振动方程及其解

(1)模型：一维无限长的单原子链，原子间距(晶格常量)为

a，原子质量为m。

第n个原子第n-2个原子 第n-1个原子 第n+1个原子 第n+2个原子

a

Xn-2 Xn-1 Xn Xn+1 Xn+2



用xn和xk分别表示序号为n和k的原子在t时刻偏离平衡位置的

位移，用xnk= xn-xk表示在t时刻第n个和第k个原子的相对位移。

第n个原子第n-2个原子 第n-1个原子 第n+1个原子 第n+2个原子

a

Xn-2 Xn-1 Xn Xn+1 Xn+2

(2)振动方程和解

平衡时，第k个原子与第n个原子相距 akn−
0r=

为两个原子间的互作用势能，平衡时为 ，)(ru )( 0ru
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振动很微弱时，势能展开式中忽略掉（δr）二次方以上的

高次项，只保留到(δr)2项---简谐近似。
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(忽略掉作用力中非线性项的近似---简谐近似。)
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弹性恢复力系数( )kn
k

nkn xxf −−= ∑ β

原子的振动方程: ( )kn
k

nkn xxm x −−= ∑ β
..

akn−
0r=

第 n个与第 k个原子间的相互作用力:



只考虑最近邻原子间的相互作用，且恢复力系数相等：

( ) ( )11

..

+− −−−−= nnnn xxxxnm x ββ

给出试探解： ( )naqti
n Ax −−= ωe

]1[
1 e aq)n(ti

n Ax +−−
+ = ω

2
sin2 aq

m
βω =

原子都以同一频率ω，同一振幅A振动,相邻原子间的位相差

为aq。晶格中各个原子间的振动相互间都存在着固定的位相关

系,即原子的振动形成了波，这种波称为格波。

色散关系

(晶格振动谱)

将试探解代入振动

方程得振动频率:

( )112 +− −−−= nnn

..

xxx
n

m x β



由色散关系式可画图如下:

;2, max ma
q βωωπ

==±=当

0,0 min === ωωq当

2.色散关系

ω是波矢q的周期性函数,且ω(-q)= ω(q)。

ω

0
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3.   玻恩---卡门周期性边界条件及波矢q的取值

(1)玻恩---卡门周期性边界条件

设在实际晶体外，仍然有无限多个完全相同的晶体相连接，

各晶体中相对应的原子的运动情况都一样。



晶体中任一个原子，当其原胞标数增加N（N为晶体中原

胞的个数）后，其振动情况复原。由N个原胞组成的单原子

链，由玻恩---卡门周期性边界条件: Nnn xx +=

Nnn xx +=

1e =iNaq

对于一维布拉维晶格(原胞标数与原子标数相同):

( ) ][ee aq)Nn(tinaqti AA +−−−− = ωω

sNaq ⋅= π2 s
Na

q π2
=

整数

(2)波矢q的取值

a
q

a
ππ
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22
NsN
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波矢 也只能取N个不同的值。s
Na

q π2
=

2
,,2,1,0,1,),3

2
(),2

2
(),1

2
( NNNNs ⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−−−−−−= (共N个值)

晶格振动波矢只能取分立的值

波矢的数目(个数)=晶体原胞的数目



格波的色散关系

 频率是波数的偶函数

 色散关系曲线具有周期性

—— q空间的周期

频率极小值 0min =ω

频率极大值 max 2 / mω β=

只有频率在 之间的格波才能在晶体中传播，

其它频率的格波被强烈衰减

—— 一维单原子晶格看作成低通滤波器

2
sin2 aq

m
βω =



格波 —— 长波极限情况

当

—— 一维单原子格波的色散关系与连续
介质中弹性波的色散关系一致

qVElastic=ω

相邻原子之间的作用力

—— 伸长模量

0π2
→=

λ
q



格波传播速度
/
ac

m a
β

=

连续介质弹性波相速度 /ElasticV K ρ=

—— 长波极限下，一维单原子晶格格波可以看作是弹性波

—— 晶格可以看成是连续介质

长波极限情况

K
ρ

=

—— 一个波长内包含许多原子，
晶格看作是连续介质

长波极限下 ，相邻两个原子之间的位相差( 0)q →



格波 —— 短波极限情况

—— 相邻两个

原子振动的位
相相反（驻波）

相邻两个原子之间的位相差



格波波长

格波波矢
2q nπ
λ

= 

格波相速度

不同原子间位相差 aqnnnaqaqn )'(' −=−

格波方程

相邻原子的位相差 aqnaqaqn =−+ )1(

( )naqti
n Ax −−= ωe

q
2πλ =

q
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ω
=

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Shallow_water_wave.gif
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Shallow_water_wave.gif


例1.求由5个原子组成的一维单原子晶格的振动频率。设原

子质量为m，恢复力常数为β(只考虑近邻原子间的相互作用)。

由玻恩---卡门周期性边界条件:

Nxx += 11 1e =iNaq sNaq ⋅= π2

( )naqti
n Ax −−= ωe

解:设最近邻原子间的恢复力系数为β，则:

将试探解代入振动方程得色散关系:
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3.1.2  一维双原子链(复式格)的振动

1. 运动方程和解

(1) 模型:一维无限长原子链，原子质量为m和M，且m<M。

相邻原子间距均为a，恢复力系数为β。(晶格常量为2a )

2n2n-1 2n+1 2n+22n-2

β mM

质量为M的原子编号为2n-2 、2n、2n+2、···

质量为m的原子编号为2n-1 、2n+1、2n+3、···



x2n
x2n-1 x2n+1

x2n+2x2n-2

若只考虑最近邻原子的相互作用，则有：

( ) ( )1221222

..
−+ −−−−= nnnnn xxxxM x ββ

( )nnn xxx 21212 2−+= −+β

(2)方程和解

( ) ( )nnnnn xxxxm x 212221212

..
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( )12222 2 ++ −+= nnn xxxβ
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2 e −−= ω

其他原子位移可按下列原则得出:

(1)同种原子周围情况都相同，其振幅相同；原子不同，其振幅

不同。

(2)相隔一个晶格常数2a的同种原子，相位差为2aq。

]22[
22 e aq)n(t

n Bx +−−
+ = ω

( )[ ]aqnti
n Ax 12

12 e −−−
− = ω



2.色散关系
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上式看成是以A、B为未知数的线性齐次方程；



( ) ( )
( ) ( ) 0cos22

02cos2
2

2

=+−
=−+

BaqAm
BMAaq

ββω
βωβ

若A，B不全为零，必须其系数行列式为零，即:
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(1)色散曲线
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由玻恩----卡门边界条件，设晶体有N个原胞，则：

,)(22 Nnn xx +=

,Naqi 1e 2 =

(2)波矢q的取值

[ ] ( ){ }aqNntinaqti AA +−−−− = 22 ee ωω
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2
π

≤<−

s
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(共有N个值)

一维双原子链，每个原胞有两个原子，晶体的自由度数是2N。

由N个原胞组成的一维双原子链，波矢的数目为N，频率的

数目为2N，格波(振动模式)数目为2N。

2 2 ( ),Naq πs s= 为整数



晶格振动波矢的数目=晶体的原胞个数

晶格振动频率(振动模式)的数目=晶体中原子的自由度数

3.声学波和光学波
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在长波近似的情况下，声学支格波与弹性波的情况类似。

(1)当波矢q 0时,



(2)相邻原子的振幅之比

对于声学支格波:
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声学支格波，相邻原子都是沿着同一方向振动的。
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0,q → cos 1 0Aaq ω→ →； A B≈



长声学波，相邻原子的位移相同，原胞内的不同原子以相

同的振幅和位相作整体运动。因此，可以说，长声学波代表了

原胞质心的运动。



对于光学波: .
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光学支格波，相邻原子振动方向是相反的。
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长光学波，原胞的质心保持不动。所以定性地说，长光

学波代表原胞中两个原子的相对振动。

光学支格波，相邻原

子振动方向是相反的。

声学支格波，相邻原子振

动方向是相同的。

光学波 声学波



声学波

光学波0=q

0=q

a
q

2
π

=
声学波

a
q

2
π

= 光学波

可以证明，q=π/2a时，在声学支格波上，质量为m的

轻原子保持不动；在光学支格波上，质量为M的重原子保

持不动。
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