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3.1 贝叶斯决策理论 

一个智能系统随时都在解决决策问题。例如，无人车运动过程中要根据周围场景的状态

做出加速、减速、转弯等决策。一个扫地机器人需要根据自身电池电量以及与充电插座的位

置做出继续工作还是返回充电的决策。简单地说，决策问题就是基于观测数据选择行动/行

为。如何能根据观测到的数据选择最优行为/行动？显然，仅仅依靠观测数据或单纯凭经验

（先验知识，与观测数据无关）都是不够的，需要考虑综合利用经验和观测数据。 

最优决策（decision making）问题可定义为，综合先验知识和当前反映状态的观测数据，

给出最佳行动。这里的状态是指智能系统自身的状态和所处环境的状态，先验是指所掌握的

关于状态的信息。例如，上一节讲到的鱼分类问题中，状态就是鱼的类别，观测就是获得的

图像，先验就是特定季节特定地点能捕到某种鱼的概率。 

贝叶斯决策理论给出了能有效结合观测和先验信息实现最优决策的方法。一个智能系统

基于贝叶斯决策理论解决决策问题的过程可以用图 1 表示。由于智能系统的状态和环境状

态无法直接得到，因此需要通过控制传感器进行测量，得到反映状态的传感数据，即观测数

据。然后对观测数据抽取特征，结合先验知识和特征估计状态、评估风险，最后给出决策。

简单地说，对于一个给定的特征空间和行动集合，可以基于贝叶斯决策理论确定从特征空间

到行动集合的映射，这个映射就是决策规则（decision rule）α(x)。对于分类问题而言，α(x)
就是一个分类函数，输入特征，输出行为就是判断 x所属的类别。 

图 1 贝叶斯决策过程示意框图。 

用贝叶斯推理求解问题，就是假设决策问题可以用概率形式来描述，问题的概率描述均

已知，然后基于贝叶斯推理求取风险最小的决策。用随机变量x ∈ ℝ、𝐰 ∈ {𝜔*, 𝑖 = 1, … 𝑐}、

a ∈ {𝛼4, 𝑗 = 1, … 𝑘}分别表示特征、状态和动作，状态先验、似然分别用p(w)、p(w|x)表示且

已知，用风险函数λ(α|w)表示状态为 w 时采取行动 α 的代价。利用贝叶斯公式综合先验和
似然，得到状态的后验分布p(w|x)。采取行动𝛼*的期望风险可以按下式计算。贝叶斯最小风
险决策就是采取风险最小的行动，即𝛼∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛	R(αC|x)。 



 

图 2 贝叶斯决策过程中统计推断及风险评估。 
 

贝叶斯公式： 	p(𝜔𝑖|x) = 	
𝑝(𝑥|𝜔𝑖)𝑝(𝜔𝑖)

𝑝(𝑥)                                     （3.1） 

期望风险：   R 𝛼4 x = 	 𝜆(𝛼4|𝜔*)𝑝(𝜔*|𝑥)*                              (3.2) 

 这里，状态 w的取值为ωC，𝑖 = 1, … , … , 𝑐. 𝛼4为行为，j = 1, … , … , k，p(𝜔*)是先验概率，

p(x|𝜔*)是似然概率（likelihood），在分类问题中称为类条件概率，p(x)被称为证据（evidence），

p(𝜔*|x)是后验概率。类条件概率是指该类所有特征的概率分布。类条件概率和先验一般可

以从训练样本得到。λ(𝛼K|𝜔*)是损失函数，用来评估风险或代价，需要根据具体问题确定。

比如在做疾病诊断时，将健康的人判定为患病，会给病人造成精神损失；将患病的人判定为

健康，会耽误治疗。 

    用一个例子说明贝叶斯决策过程。 
例 1：抛硬币，猜正反面：猜对赢 1元(代价为-1)，猜错输 1元(代价为 1)。设 x为观测，

相信正面朝上(H)的概率为 60%，反面朝上(T)的概率为 40%。 

λ = 𝜆LL 𝜆LM
𝜆ML 𝜆MM

= [−1 1
1 −1] 

R 𝛼* x = 	 𝜆(𝛼*|𝜔4)𝑝(𝜔4|𝑥)4  = 1 −1
1 −1

0.6
0.4 = [−0.20.2 ] 

因此为了减小风险，选择猜正面朝上。 

在这个例子中，没有观测，用先验代替后验概率。 

3.2 二分类问题的贝叶斯决策 

综前所述，一旦确定了决策规则/函数α(x)，就建立了从特征空间到行动集合的映射，从
而决策问题得到解决。下面利用贝叶斯最小风险决策求解二分类问题的分类决策。 

在二分类问题中，用𝜆*4表示当实际类别为𝜔4而误判为𝜔*时所引起的代价。用贝叶斯最

小风险决策可以得到三种等价的决策规则。 
决策规则-1： 
若R 𝛼L x < R 𝛼M x 则采取决策𝛼L：“decide 𝜔L” 
R 𝛼L x = 	 𝜆LL𝑝 𝜔L 𝑥 + 𝜆LM𝑝 𝜔M 𝑥  
R 𝛼M x = 	 𝜆ML𝑝 𝜔L 𝑥 + 𝜆MM𝑝 𝜔M 𝑥  

对于决策规则-1，因为不等号两边都有 p(x)证据（evidence）这一项，可以约去，就得到   
决策规则-2： 

若有(𝜆ML − 𝜆LL)𝑝(𝑥|𝜔L)𝑝 𝜔L > (𝜆LM − 𝜆MM)𝑝(𝑥|𝜔M)𝑝 𝜔M  

    则采取决策𝛼L： “decide 𝜔L”， 

否则采取措施𝛼M：“decide 𝜔M” 



对于决策规则-2，把和 x相关项整理为不等式的左边，其余整理到不等式右边，就得到

规则-3。左边被称为似然比，右边是一个与 x无关的常数。 
决策规则-3：似然比 

If 
X(Y|Z[)
X(Y|Z\)

> ][\^]\\
]\[^][[

∗ X Z\
X Z[

                                         (3.3) 

Then decide 𝜔L 
最优决策就是对比似然比和某个与 x无关的常数，做出分类决策。 
 

3.3 最小错误率分类 

分类错误率就是指分类器发生分类错误的概率。考虑二分类问题，有两个判断： 

a𝛼L: 表示结果判定为 𝜔L 

a𝛼M: 表示结果判定为 𝜔M 

    用损失函数𝜆*4(𝛼*|𝜔4)表示当实际类别为𝜔4而决策为𝜔*对应的行动𝛼*所导致的损失。按

下式计算两个判断的条件风险： 
	R 𝛼L x = 	 𝜆LL𝑝 𝜔L 𝑥 + 𝜆LM𝑝 𝜔M 𝑥                     (3.4) 

                     R 𝛼M x = 	 𝜆ML𝑝 𝜔L 𝑥 + 𝜆MM𝑝 𝜔M 𝑥                   (3.5） 
 
定义“0-1”损失函数为： 

λ 𝛼*, 𝜔4 =
0								𝑖 = 𝑗
1								𝑖 ≠ 𝑗    i, j = 1,2 

则对条件风险计算可简化为： 

R 𝛼* x = 𝜆 𝛼* 𝜔4 𝑝 𝜔4 x = 𝑝 𝜔4 𝑥 = 1 − 𝑝 𝜔* 𝑥4a*
4bM
4bL                  (3.6) 

对 x分类错误的发生概率为: 
𝑝 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑥 = 𝑝 𝜔L 	𝑖𝑓	𝑤𝑒	𝑑𝑒𝑐𝑖𝑑𝑒	𝜔M 
𝑝 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑥 = 𝑝 𝜔L 	𝑖𝑓	𝑤𝑒	𝑑𝑒𝑐𝑖𝑑𝑒	𝜔M 

由此，得到了最小错误率的规则，即 
Decide 𝜔L if 𝑝 𝜔L 𝑥 > 𝑝 𝜔M 𝑥 ;  otherwise decide 𝜔M 
因此有： 𝑝 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑥 = min	[𝑝 𝜔L|𝑥 , 𝑝 𝜔L|𝑥 ]                              (3.7) 

不难看出，具有最小错误率的决策就是在 0-1 损失函数条件下的贝叶斯最小风险决策。 
 
例 2：鱼的分类 
仅使用先验分类：Decide 𝜔L if 𝑝(𝜔L) > 𝑝(𝜔M);  otherwise decide 𝜔M 

增加类条件概率(似然)即用	𝑝(𝑥|𝜔L)与𝑝(𝑥|𝜔M)描述两类鱼的光泽度的概率分布，得到类
别的后验概率： 

p(𝜔*|x) = 	
𝑝(𝑥|𝜔*)𝑝(𝜔*)

𝑝(𝑥)
 

两类情况下： 

𝑝 𝑥 = 𝑝 𝑥 𝜔4 𝑝(𝜔4)
4bM
4bL                                         (3.8) 

给定后验概率后的决策： 
if	𝑝 𝜔L x > 𝑝 𝜔M x → 𝑇𝑟𝑢𝑒	𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒	𝑜𝑓	𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒 = 	𝜔L 
if	𝑝 𝜔L x < 𝑝 𝜔M x → 𝑇𝑟𝑢𝑒	𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒	𝑜𝑓	𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒 = 	𝜔M 



 
图 3. 二分类中的类条件概率分布。红色为𝜔M的类条件概率，黑色为𝜔L的类条件概率。 

 
图 4  根据后验概率确定分类边界，ℛL表示属于𝜔L的区间，	ℛM表示属于𝜔M区间。其中，类

条件概率如图 3所示，先验𝑝 𝜔L = 2/3，𝑝 𝜔L = 1/3。可以根据贝叶斯最小风险决策得到分类
边界。 

 
不同损失函数定义会影响最终的分类边界。图 5 为定义 0-1 损失函数，按决策规则 3，

即通过比较似然比与𝜃]会得到的对 x 的区域划分结果。图 6 为另一种损失函数得到的分类

结果。显然，根据不同的损失函数，即使采用同样的最小错误率规则，也会影响最后决策。 

Let ][\^]\\
]\[^][[

∗ X Z\
X Z[

= 𝜃]  then decide 𝜔L if 
X(Y|Z[)
X(Y|Z\)

> 𝜃]  

if			λ = 0 1
1 0 ， 

then 𝜃] =
X(Z\)
X(Z[)

= 𝜃t  

另一种情况， 

If λ = 0 1
1 0  then 𝜃] =

MX(Z\)
X(Z[)

= 𝜃u 

 



 
图 5  0-1 损失函数的最小错误率分类，ℛL表示属于𝜔L的区间，	ℛM表示属于𝜔M区间。𝜃t决定了

分类区域ℛL和ℛM。如果增大𝜆ML，得到𝜃u，区间ℛL变小。 
 

 
图 6  非 0-1损失函数的最小错误率分类。𝜃u决定了决策边界。如果增大𝜆ML，得到𝜃u,区间

ℛL变小，区间ℛM变大。 
 

3.4 最小最大决策 

前面的讨论中均假设先验已知，但若先验未知，如何决策使贝叶斯风险最小？为此先写

出贝叶斯风险的计算公式： 

R = 	 𝑅(𝛼(𝑥)|𝑥)𝑝(𝑥)𝑑𝑥                                               （3.9） 

具体到两类分类问题中，贝叶斯风险可按下式计算： 

𝑅 = 𝜆LL𝑝 𝜔L 𝑝 𝑥 𝜔L + 𝜆LM𝑝 𝜔M 𝑝 𝑥 𝜔M 𝑑𝑥
w[

 

+ 𝜆ML𝑝 𝜔L 𝑝 𝑥 𝜔L + 𝜆MM𝑝 𝜔M 𝑝 𝑥 𝜔M 𝑑𝑥w\
                        （3.10） 

利用𝑝 𝜔L = 1 − 𝑝 𝜔M 和 𝑝 𝑥 𝜔L 𝑑𝑥w[
= 1 − 𝑝 𝑥 𝜔L 𝑑𝑥w\

，进一步可把贝叶斯风险

表达为𝑝(𝜔L)的函数。 
 



𝑅 𝑝 𝜔L = 𝜆MM + (𝜆LM − 𝜆MM) 𝑝 𝑥 𝜔M 𝑑𝑥
w[

 

+𝑝(𝜔L) 𝜆LL − 𝜆MM − (𝜆ML − 𝜆LL) 𝑝 𝑥|𝜔L 𝑑𝑥w\
− (𝜆LM − 𝜆MM) 𝑝 𝑥|𝜔M 𝑑𝑥w[

   （3.11） 

𝜆MM + (𝜆LM − 𝜆MM) 𝑝 𝑥|𝜔M 𝑑𝑥w[
 = 𝑅xx,𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑥	𝑟𝑖𝑠𝑘                          （3.12） 

𝜆LL − 𝜆MM − (𝜆ML − 𝜆LL) 𝑝 𝑥|𝜔L 𝑑𝑥w\
− (𝜆LM − 𝜆MM) 𝑝 𝑥|𝜔M 𝑑𝑥w[

=

																			0	𝑓𝑜𝑟	𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑥	𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛                                            （3.13） 

式(3.11)中，贝叶斯风险最小的必要条件是𝑅(P 𝜔L )的导数为零，即式(3.11)中𝑝(𝜔L)的
系数为零，得到贝叶斯风险最小值： 

𝑅xx = 𝜆MM + (𝜆LM − 𝜆MM) 𝑝 𝑥 𝜔M 𝑑𝑥w[
                                （3.14） 

= 𝜆LL + (𝜆ML − 𝜆LL) 𝑝 𝑥 𝜔L 𝑑𝑥w\
                                 （3.15） 

这个结论对于𝑅(p(𝜔M))同样成立。 

 
图 7  两类问题中的最小错误率与先验的关系。对二分类问题，若固定分类边界，最小（贝叶斯）错误率是先验概

率𝑝(𝜔L)的函数，其函数曲线位于底部。对于每一个先验概率值（如𝑝(𝜔L)=0.25）都有一个相关的最优决策边界以及相应
的贝叶斯错误率，对于任何这样的（固定的）边界，如果改变先验概率值，那么错误率随𝑝(𝜔L)的线性变化（如图中黑色
虚线所示）。分类错误率的最大值出现在先验的极值处，此图中就是𝑝(𝜔L)=1。为了最小化最大错误率，需要按最大贝叶
斯错误率（这里就是𝑝(𝜔L)=0.6）确定分类边界，如此，便能保证该错误率不会随着先验概率的改变而改变，如图中红色
水平线所示。 
 


