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本书内容介绍
每章名称 重点与难点

第1章 绪论 流体机械内流的五个特点及研究方法

第2章 张量基本概念及运算

第3章 流体机械内部三维流动的基
本方程

绝对流动与相对流动之间的五个关系

第4章 基于两类流面的准三维流动
理论

准三维反问题的流线曲率法

第5章 平面叶栅二维流动理论 特征分析与定解条件

第6章 计算流体力学的数值方法 对流扩散方程的有限体积法

第7章 时间推进法及应用 Jameson的Runge-Kutta时间推进法

第8章 全速度压力修正法及应用 非结构化网格上的全速度压力修正法
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计算流体力学的基本概念

（1）定义：计算流体力学是在计算机上，利用数值方法求
解流动控制方程组，从而获得流场近似数值解的方法，简称
CFD。

（2）涉及知识：流体力学、数学物理方程、数值方法和计
算机科学。

（3）作用：认识和控制流动的重要手段，先进流体机械研
发过程越来越依赖于CFD。

（4）本章重点：对流扩散方程的有限体积法。



6.1 计算流体力学的发展简史

（1）二十世纪初：CFD的雏形，Laplace方程、Poisson方程
的有限差分格式设计与理论分析。

（2）1950s：CFD的诞生，计算机的出现和超跨音速燃气涡
轮发动机的研制，为CFD提出重大需求，典型成果有两个：

Von Neumann的时间推进法及激波捕捉法；

Hamrick的流线曲率法。

（3）1970s：CFD算法快速发展，开始用于工业实践，典型
成果有三个：

Murman提出的小扰动势函数方程的型式相关方法；

Euler方程的时间推进法；

Patankar的SIMPLE算法。



6.1 计算流体力学的发展简史

（4）1980s：微机的出现极大普及了CFD的研究范围，主要
围绕粘性流动和激波的高效高精度格式，典型成果有三个：

Jameson的显式Runge-Kutta法；

Rhie和Chow的同位网格SIMPLE算法；

Steger和Warming的迎风型通量分裂算法。

（5）1990s：商业计算流体力学软件、先进的湍流模拟方法
、非定常流动计算方法的出现与应用，典型成果有：

CFD软件：Phoenics, Fluent, CFX, Numeca; Ansys, Nastran, Cosmos；

湍流模型：S-A模型，k-ε模型，k-ω模型；

非定常格式：Jameson的双重时间步法、He L的非线性谐波法。

（6）本世纪：并行CFD已成事实，量子CFD值得期待。

目前CFD的主流方法



6.2 计算流体力学的基本过程

计算流体力学的基本思想：

把空间时间上连续分布（无穷点）的流动
物理量用一系列有限个离散点（节点）上
的值来表示，并利用数值方法建立起这些
节点上的变量值之间的代数方程组，从而
得到所求解变量的近似值。
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Fluent

Gambit

分析流动的性质，并对流动现
象的物理过程进行相应的简化

建立控制方程组及定解条件

把流动区域划分为很多子
区域(网格)，并从每个网
格中选取出节点的过程

把微分方程组转换为代数
方程组，如有限元法，有
限体积法，有限差分法

直接求解，迭代求解

从计算结果中提取出
所关心的流动参数

物理模型

收敛吗
？ 否

是

数学模型

区域离散

方程离散

代数方程组求解

后处理

边界条件处理 物理边界条件和计算边
界条件的提法与处理

6.2 计算流体力学的基本过程
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6.3 区域离散方法
1.  区域离散：将流动区域划分为网格，并从网格中选取节点

的过程。

2.  网格分类：

结构化网格：四边形，六面体；

非结构化网格：三边形，四面体，棱柱体等。

3.  网格的要素：顶点，节点，控制体积，控制界面。

顶点：网格的角点；

节点：未知变量存放的位置；

外节点法：未知变量位于网格角点；

内节点法：未知变量位于网格中心。

控制体积：用来离散流动控制方程的有限几何体；

控制界面：控制体积之间的分界面。
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4. 网格标记方法

二维标记方法
方法1                              方法2

P                                    i，j

E                                    i＋1，j

W                                   i－1，j

N                                    i，j＋1

S                                    i，j－1

e                                    i＋1/2，j

w                                    i－1/2，j

n                                    i，j＋1/2

s                                    i，j－1/2
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一维标记方法

方法1                              方法2

P                                   i

E                                   i＋1

W                                  i－1

e                                    i＋1/2

w                                   i－1/2

wex

PWx

PEx

P

w

e
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
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例1. 将[0，1]区间5等分，分别利用内节点法与外节点法确定
各节点的坐标。

解：内节点法的各点坐标：

序号 1         2         3        4        5        6        7

坐标 0.0     0.1       0.3     0.5    0.7      0.9     1.0

外节点法的各点坐标：

序号 1         2         3        4        5        6

坐标 0.0     0.2       0.4     0.6    0.8      1.0
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例2. 利用代数方法对Laval喷管进行网格划分，其中上、下
壁面分别为y＝f(x)和y=g(x)，在水平方向和竖直方向上
均匀分成I，J等分。利用外节点法确定各节点坐标。

解：

1  to1,1  to1                    
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6.4.1 Taylor展开式与有限差分
任意阶光滑函数f(x)在x0附近可展开为Tayler级数形式：
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6.4.1 Taylor展开式与有限差分
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分一阶导数的二阶中心差
－

分一阶导数的一阶后向差
－

分一阶导数的一阶前向差
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上式右端第一项为一阶导数的有限差分，其逼近一阶导数的
精度，或者差分格式的精度为一阶，这种格式叫做一阶导数
的一阶前向差分。
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6.4.1 Taylor展开式与有限差分

二阶导数的有限差分：

分二阶导数的二阶中心差    )(
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同样可以得到其它格式，见下个练习。

练习1：证明下列差分格式具有2阶精度：
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6.4.2 对流扩散方程的有限差分法
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有限差分法的基本思想：将微分方程中的各项导数用相应的
有限差分表示，并忽略高阶小量，从而得到有限差分方程。
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假设，u，为常数，非定常项用一阶显式前向差分，对流
项用一阶后向差分，扩散项用二阶中心差分来离散。

例：利用有限差分法离散一维非定常对流－扩散方程：

解：对流－扩散方程可写成如下非守恒形式:
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在同一节点(i，n)处，写出微分方程中的各阶导数项用的相应
的有限差分为：

代入原方程得：
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忽略高阶小量，并利用 代替 ，得到有限差分方程：
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有限差分法的几点讨论：

（1）方程（6-28）与方程（6-29）尽管形式相似，但有本
质区别：前者是微分方程的等价形式，后者是代数方程。

（2）有限差分方程（6-29）具有一阶时间精度，一阶空间
精度。

（3）显式格式与隐式格式的区别：前者不需求解代数方程
组，后者需求解代数方程组，但方程个数与变量个数相等。

（4）有限差分法计算整场数值解的步骤。

（5）有限差分格式和格式模板的关系：格式精度越高，模
板长度越大。



6.4.3 有限差分方程的数学特性

误差由下列因素引起的：

（1）网格划分（网格质量，网格数量），由区域离散引起

（2）差分格式和边界条件（格式精度），由方程离散引起

（3）舍入误差（不完全迭代，计算机字长），由代数方程
组求解引起。
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问题：设微分方程L()=0的精确解为 (i,n)，

差分方程Lh()=0的精确解为 i
n

差分方程Lh()=0的数值解解为
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相容性分析

稳定性分析

收敛性分析
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Lax等价定理：对于线性的
微分方程的初值问题，如差
分方程是相容的，则收敛性
的充要条件是稳定性。
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6.4.3 有限差分方程的数学特性



6.4.3 有限差分方程的数学特性

约翰·冯·诺依曼，1903.12~1957.2，美籍
匈裔人，20世纪最重要的数学家之一、
计算机之父、博弈论之父。1933年任普

林斯顿高级研究院六教授之一，曾任原
子弹顾问、导弹顾问委员会主席。研究
过湍流、激波、数值方法及其稳定性。

Peter LAX，1926.5~，美国匈裔数学家，
1941年底随家人逃到美国，1972-1980任
Courant研究所所长，1987年获 Wolf奖。

主要研究双曲型偏微分方程、数值方法、
泛函分析以及流体力学，提出Lax-

Wendroff差分格式、Lax等价性定理。
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6.5.1 有限体积法的基本步骤

(1)   积分：将守恒型控制方程在任意一个有限控制体积及时
间间隔内积分；

(2)  选型：选定及其导数 对时间及空间坐标的分布曲线，
从而确定界面上的变量值和导数值；

(3)   整理：整理离散方程组，形成代数方程组。

x


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例6-6. 利用有限体积法，推导一维非定常的对流－扩散方程
的离散形式：
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解:（1）积分,取有限控制体为P,积分区域为[w, e]×[t, t+t]。
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利用积分公式，上式可写成：
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（2）选型

非定常项：对x呈阶梯函数变化

xdx t
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 )()( 

对流项：对时间呈隐式阶梯变化函数分布，对空间坐标呈
分段线性函数分布
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扩散项：对时间呈隐式阶梯变化函数分布，对空间坐标呈
分段线性函数分布
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源项：S对时间呈显式阶梯变化函数分布，对空间坐标呈阶
梯函数分布
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将上述各项代入方程,并且两端同时除以t
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)(

（3） 整理：写成标准的有限体积法形式，得到如下代数
方程（忽略掉上标t＋t，以下同）
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F为界面上的流量，D为扩导系数。二者之比为网格Peclet数：
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
 




xu

D

F
P



表示对流能力与扩散能力的相对大小。在计算相邻节点对
P节点的影响系数（aE，aW），即在选型时候需要考虑P

的影响。
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例： 利用有限体积法，离散二维对流－扩散方程
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其中随时间呈隐式阶梯函数变化，随空间呈分段线性函数变化。
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（2）选型：
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解：（1）积分：[t, t+t]×[w, e]×[s, n]

非定常项
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x方向对流项

y方向对流项

x方向扩散项

y方向扩散项

源项
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（3）整理：有限体积法标准形式
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6.5.2 对流扩散方程的基本离散格式

• 讨论的对象：定常无源项的一维对流扩散方程的各种离散
格式，该方程既具备一般对流扩散方程的基本性质，又具
有解析解，便于数值解与精确解比较。

• 问题：

dx

d

dx

d

dx

ud 



),0( Lx

，

边界条件 LL  )(,)0( 0

，u，为常数，求＝？



解：对自变量x与求解变量做如下变换：
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
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其反变换为：

2

2
Pe

d d

dxdx

 


% %

%%

则原问题的无量纲形式为：

方程的通解为： xPeeCCx
~

21)~(
~



问题的特解为：
Pe

Pe

1

1
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
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1

x L
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e
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
     


原问题的解析解为：




uL
Pe


其为指数函数
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几种特例：

（1）当Pe = 0时，退化为线性分布，中心格式足够精确；

（2）当ABS(Pe)=∞时，退化为边界层分布，迎风格式适合；

（3）当Pe取其它值时，介于上述二者之间，为指数分布。
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1
( ) ( )

1

x L
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e
x

e


     



(x)具体分布与Pe有关 !!!

P E




uL
Pe


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1. 中心格式

选型：规定界面上的变量值与界面上的导数值均按分段线性
函数确定
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整理：

选型：

积分：
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：对于节点

解：

并与精确解比较。

，和求二等分，采用中心格式采用内节点法对

例


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并与精确解比较。

，，，求三等分，采用中心格式采用内节点法对

作业
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中心格式的条件稳定性：

1 1
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x x x

F u F F

F u x
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P P
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 
    

  

 


    

    
 

对于均匀网格，且 ， 为常数：

举例: W＝100, E＝200,

P 中心格式P  精确解P 

0       150                150

1 125                126.9

2        100                111.9

4 50                 101.8

分析：对于P＝4，P＝50，

这在物理上是不合理，因为
对于一个定常无源项的对流
扩散问题， P必须介于W

和 E,

原因：当|P|>2，aW或aE小于0

结论：中心格式只能适合于
|P|<=2
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2. 迎风格式

界面上的变量值取上游节点处的变量值（阶梯变化函数）

界面上的导数值均按分段线性函数确定
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整理为：

当

当

当

当



特点：

1.对于任意的P，
aE，aW均大于0；

2.精度为1阶。
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中心格式具有2阶精度的说明：
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











迎分格式具有1阶精度的说明：

xxx
dx

xxx

ii

WPwe

e

w
i





















 


1)(

1
)(

11

we xxx  假设均匀网格

0u假设
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60028        

8,624,2        

)()(        

2        

)()(

       

)1,0(       

1,2,1        

200)1(,100)0(        

)1,0(,    

32

32





















PwwWeE

WPwPEeWwPe

WPwPEewwee

aFDaDa

DDFF

DDFF

u

x
dx

d

dx

d

dx

ud

：对于节点

解：

比较并与中心格式和精确解

，和求二等分，利用迎分格式采用内节点法对

例




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%39.9                        %136.0                      

140                              110          

%0.7                           %1.3                      

75.143                         25.106          

50.154                         15.110                         

                                                                   

140

110

40046

60028
     

40046     

6     ,422    ,224     

)()(     

3     

32

3

2

23

23

23

相对误差

迎风格式计算值

相对误差

中心格式计算值

精确解

＝

＝

＋＝

＋＝
联立方程

：对于节点


























PwwWeeE

WPwPEeWwEe

aFDaFDa

DDFF
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并与精确解比较。

，，，格式求三等分，采用一阶迎风采用内节点法对

作业

             

)1,0(             

1,2,1             

20)1(,10)0(             

)1,0(,     

432 











u

x
dx

d

dx

d

dx

ud




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3.混合格式：综合了中心格式和迎风格式的优点。



















































0   ,
2

1
1   ,/

0   ,
2

1
1   ,/

2                         ,

22                    ,
2

1
1

2                                ,0

/

wwwW

eeeE

e

eeE

PPDa

PPDa

PP

PP

P

Da

写成紧凑形式：

当

当

当

特点：

1.影响系数恒为正

2.当|P|>2时，完全忽略了上游的影响，包括扩散影响

3.当|P|≤2时，等价于中心格式

4.格式精度总体为1阶
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4. 指数格式
模型方程有解析解，

为什么不利用解析解计算界面上的变量值和导数值？

1
)()

1

1
)((

1
)()

1

1
)((

1
)(

1

1
)()(

)()(

5.05.0

5.05.0

/

0

/

00





















































w

w

w

w

e

e

e

e

P

P

WP

w

w

wP

P

WPWw

P

P

PE

e

e
eP

P

PEPe

Pe

LPex

e
L

Pe

LPex

L

we

e

e

x

P

e

e
u

e

e

x

P

e

e
u

e

e

L

P

dx

d

e

e
x

dx

d
u

dx

d
u









利用精确解
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weWWP

P

P

w

WP

e

E

WWEEPP

FFaaa

e

eF
a

e

F
a

aaa

w

w

e

















,
1

     ,
1

整理得：

特点：

1.对于模型方程，指数格式是精确的格式，但对于其它情形
（如u不是常数），它也是一种近似的离散格式

2.指数运算的计算量大
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5.乘方格式：由Patankar提出的，与指数格式的计算结果十
分接近，但计算工作量小得多，定义为：

   eeeE

e

ee

eee

ee

eE

PPDa

P

PP

PPP

PP

Da



































   ,0)1.01(   ,0/

10                                           ,0

100                         ,)1.01(

010               ,)1.01(

10                                    ,

/

5

5

5

写成紧凑形式

当

当

当

当
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5种格式的小结：

（1）每种格式均有自己的特点

（2）中心格式与迎风格式是将对流作用与扩散作用分开来
考虑的，且扩散项均用分段线性选型

（3）混合格式、指数格式和乘方格式是将对流和扩散作用
联合起来考虑

（4）每种格式的定义均可以用aE/De给出
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|]   ,0[||]|)|1.01(   ,0[|                

1
                

|]0   ,
2

1
1   ,[|                

|]0   ,[|1                

2

1
1                

/5                  

5

ee

P

e

ee

e

e

eE

PP

e

P

PP

P

P

Da

e



















－乘方格式

指数格式

－混合格式

－＋迎分格式

－中心格式

种格式的



（6）二阶迎风格式

规定界面上的变量值采用迎风线性外推，界面上的导数值还
是按照分段线性函数计算。

特点：

（1）五节点二阶精度格式：

（2）绝对稳定格式： 恒大于等于0

6.5.3 对流扩散方程的高阶离散格式
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P P WW WW W W E E EE EEa a a a a        

,E Wa a

1.5 -0.5     0
 

1.5 -0.5    0

1.5 -0.5   0

1.5 -0.5      0

P W e

e

E EE e

W WW w

w

P E w

F

F

F

F

  
  

  

  
  

  

当

当

当

当



（7） QUICK格式（Quadratic Upwinding Interpolation of 

Convective Kinematics）：规定界面上对流项采用偏迎风
二次插值，界面上的导数值还是按照分段线性函数计算。

特点：

（1）五节点二阶精度格式：

（2）稳定性条件：

6.5.3 对流扩散方程的高阶离散格式
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P P WW WW W W E E EE EEa a a a a        

8

3
P 










0   )2(8/1)(5.0

0    )2(8/1)(5.0

eEEEPEP

eEPWEP

e
F

F

当

当










0      )2(8/1)(5.0

0    )2(8/1)(5.0

wEPWPW

wPWWWPW

w
F

F

当

当
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6.5.4 高维对流扩散方程的离散格式

问题：利用有限体积法，对二维对流扩散方程进行离散

S
yyxxy

v

x

u

t


































 
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t

P

t

Pt

P

P
snweSNWEP

ss

s

s
sssS

nn

n

n
nnnN

ww

w

w
wwwW

ee

e

e
eeeE

SSNNWWEEPP

t

yx
yxSb

t

yx
FFFFaaaaa

xvF
y

x
DFDa

xvF
y

x
DFDa

yuF
x

y
DFDa

yuF
x

y
DFDa

baaaaa


















































)(

     ,     ,
2

1

     ,     ,
2

1

     ,     ,
2

1

     ,     ,
2

1

（1）中心格式

（2）迎风格式

其它同中心格式

|]0   ,[|

|]0   ,[|

|]0   ,[|

|]0   ,[|

ssS

nnN

wwW

eeE

FDa

FDa

FDa

FDa









（3）混合格式

其它同中心格式

|]0  ,
2

1
  ,[|

|]0  ,
2

1
  ,[|

|]0  ,
2

1
  ,[|

|]0  ,
2

1
  ,[|

sssS

nnnN

wwwW

eeeE

FDFa

FDFa

FDFa

FDFa








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P

作业：二维定常对流－扩散方程：

yyxxy

v

x

u




























 

边界条件如图所示，其中：

2.0 ,5.0 ,5 ,3 ,1  yxvu

利用二阶中心格式及一阶迎风格式
分别计算出节点P处的Φ值。
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导热问题的有限体积法：

S
yyxxy

v

x

u

t

S
xxx

u

t




























































二维：

一维：

对流扩散问题

S
y

T

c

k

yx

T

c

k

xt

T

S
x

T

c

k

xt

T

PP

P





































＋二维：

一维：

导热问题





   

   

结论：

（1）导热问题是对流速度为0的一个特殊的对流扩散问题。

（2）5种格式中令P=0，就可以得到导热问题的离散形式。

（3）5种离散格式均蜕化为中心格式。



第6章 计算流体力学的数值方法

6.1 计算流体力学的发展简史

6.2 计算流体力学的基本过程

6.3 区域离散方法

6.4 有限差分法

6.5 有限体积法

6.6 非定常项的离散格式

6.7 代数方程组求解方法

6.8 对流扩散方程的编程算例



6.6 非定常项的离散格式

经过空间导数项的离散后，形成如下半离散格式：
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( )
d

f
dt


 

时间导数项一般利用有限差分格式离散，主要分为三类：

（1）简单离散格式；

（2）多步格式；

（3）双重时间格式；

每类的具体格式参见教材。



第6章 计算流体力学的数值方法

6.1 计算流体力学的发展简史

6.2 计算流体力学的基本过程

6.3 区域离散方法

6.4 有限差分法

6.5 有限体积法

6.6 非定常项的离散格式

6.7 代数方程组求解方法

6.8 对流扩散方程的编程算例
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6.7 代数方程组求解方法

对角占优。）系数矩阵（

五对角矩阵

三对角矩阵

为大型稀疏带状矩阵，系数矩阵

其中

线性代数方程组：

A3

,1   ,

,1   ,

A)2(

)(,)(,)(

,)1(

2112

11

NiFEDCBA

NiDCBA

bbaA

bA

iiiiiiiiiii

iiiiiii

T

Ni

T

NjNNij



















CFD中代数方程组的特点
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
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

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
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
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





































































N

N

N

N

NN

NNN

D

D

D

D

D

AC

BAC

BAC

BAC

BA

1

3

2

1

1

3

2

1

111

333

222

11

1.TDMA方法(Tri-Diagonal Matrix Algebraic Equations)

适合于一维三节点格式

NiDCBA iiiiiii ,1   ,11  
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(5)              ,

42

)4(          

:)1()3(

)3(                                    

)2(                                         

)1(                      

1

1
1

1

1
112111

1

1

1

1

1

1

1

111

111

1

11

A

D
Q

A

B
PDBA

PCA

DQC
Q

PCA

B
P

PCA

DQC
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DQCPCBA
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QP
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DCBA
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i
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i

i
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i

iii

i

i
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i

iiii
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iiiiiii



















































），得到：）、（对照（

整理为

消元

消元是一个递归过程

）计算利用（－

回代：

2:11

            :





N

QN NN
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1  ,1  ,  4

  3

  ,2  ,  ,  2

   ,  1

TDMA
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o

o
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1

o

1

1
1

1

1
1

o















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B
P

A

D
Q

A

B
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i
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i

i

计算步骤：
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2.PDMA方法(Penta-Diagonal Matrix Algebraic Equations)

适合于一维高阶格式，如二阶迎风格式，QUICK格式等

iiiiiiiiiii FEDCBA   2112

iiiiii RQP   12

?

?

?







i

i

i

R

Q

P

PDMA方法的计算步骤？
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3.ADI方法（Alternate Direction Iterative Method）

适合于多维问题

基本思想：

（1）给定初始值，先逐行扫描求解，再逐列扫描求解，完成
一轮迭代；

（2）进入下一轮迭代，直至满足误差收敛指标；

（3）在每行（或列）扫描求解中利用TDMA或者PDMA直接
求解方法。

jijijijiji

jijijijijiji

baa

aaa

,1,1,1,1,

,1,1,1,1,,

             






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4.迭代方法（Iterative Method）

适合于任意代数方程组：

计算步骤：

baa nbnbPP  

），转（则如是，则迭代结束；否

判断

给定初始值
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?)(max  )3(

,1,  )2(

,1,0,k  )1(

11

1

0




















kk

baa

NP
a
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NP

k

nbnb

k

PP

P

k

nbnbk

P

P



上述迭代法为Jacobi迭代法；如果在(2)中的 用尽可能最
新的 计算，则为Gauss－Sediel方法。

k

nb

nb

松弛迭代法：

5. CG方法(Conjugate Gradient Method)，是一种最优化
方法，如ILDU(0)-CGS方法。

k

PPnbnbP
P aba

a



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第6章 计算流体力学的数值方法

6.1 计算流体力学的发展简史

6.2 计算流体力学的基本过程

6.3 区域离散方法

6.4 有限差分法

6.5 有限体积法

6.6 非定常项的离散格式

6.7 代数方程组求解方法

6.8 对流扩散方程的编程算例
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并与精确解比较

，到等分，利用中心格式求进行采用外节点法对

上机作业：

       

100)1,0(       

1,2,1                     

200)1(,100)0(                     

)1,0(,    

1002 


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





u

x
dx

d

dx

d

dx

ud


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Flowchart

1d steady convective and diffusive problem

100 equal spacing nodes: X(i)=0+(i-1)/100,i=1,101

TDMA: Φ=?

Comparison

1,2,1

200)1(,100)0( 

)1,0(, 











u

x
dx

d

dx

d

dx

ud




，

baaa WWEEPP ＋
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PROGRAM CFDtutorial

! SOLVE 1D STEADY CONVECTIVE-DIFFUSIVE EQUATION USING FVM

! DATA STRUCTURE

REAL X(200),F(200),AP(200),AE(200),AW(200),B(200),P(200),Q(200)

REAL X0,XL,RHO,U,DIFF

INTEGER N

! MODEL PARAMETERS: GEOMETRICAL, FLOW AND NUMERICAL ONES

N=101

X0=0.

XL=1.

RHO=1.

U=2.

DIFF=1.0

F(1)=100.

F(N)=200.

PE=RHO*U*XL/DIFF
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! DOMAIN DISCRETIZATION

DO I=1,N

X(I)=X0+(XL-X0)*(I-1.)/(N-1)

ENDDO

! EQUATION DISCRETIZTION

DO I=2,N-1

DXE=X(I+1)-X(I)

FE=RHO*U

DE=DIFF/DXE

AE(I)=DE-0.5*FE

DXW=X(I)-X(I-1)

FW=RHO*U

DW=DIFF/DXW

AW(I)=DW+0.5*FW

AP(I)=AE(I)+AW(I)+FE-FW

B(I)=0.

ENDDO
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! BOUNDARY CONDITIONS

AE(1)=0.

AW(1)=0.

AP(1)=1.

B(1)=F(1)

AE(N)=0.

AW(N)=0.

AP(N)=1.

B(N)=F(N)

! ALGEBRIC EQUATIONS SOLUTION BY TDMA

P(1)=AE(1)/AP(1)

Q(1)=B(1)/AP(1)

DO I=2,N

P(I)=AE(I)/(AP(I)-AW(I)*P(I-1))

Q(I)=(AW(I)*Q(I-1)+B(I))/(AP(I)-AW(I)*P(I-1))

ENDDO

F(N)=Q(N)

DO I=N-1,1,-1

F(I)=P(I)*F(I+1)+Q(I)

ENDDO
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! OUTPUT

OPEN(11,FILE="RESULT.DAT",STATUS="UNKNOWN")

DO I=1,N

FA=F(1)+(F(N)-F(1))*(EXP(PE*X(I)/XL)-1)/(EXP(PE)-1)

WRITE(11,*)X(I),F(I),FA

ENDDO

CLOSE(11)

END PROGRAM CFDtutorial

PΔ=0.02                                       PΔ=8

二阶中心格式与一阶迎风格式计算值
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边界条件的处理方法

问题：
dx

d

dx

d

dx

ud 



),0( Lx

，

边界条件 LL
qu

dx

d



       ,00



其中，u，为常数。
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L
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L
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求：＝？

答案：



2004-06-15 78

练习：









40046

15024

23

32

dx

d

dx

d

dx
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


)1,0(x

边界条件 200      ,150
0





L

u
dx

d


＝1，u＝2，＝1，

将(0,1)采用内节点法二等分，利用一阶迎风格式求Φ2和Φ3

)1(212575  xe答案：







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第7章 时间推进法及其应用

7.1 气动方程组

7.2 Spalart-Allmaras湍流模型

7.3 定解条件

7.4 数值方法

7.5 跨音速轴流压缩机转子内流计算



本书内容介绍
每章名称 重点与难点

第1章 绪论 流体机械内流的五个特点及研究方法

第2章 张量基本概念及运算

第3章 流体机械内部三维流动的基
本方程

绝对流动与相对流动之间的五个关系

第4章 基于两类流面的准三维流动
理论

准三维反问题的流线曲率法

第5章 平面叶栅二维流动理论 特征分析与定解条件

第6章 计算流体力学的数值方法 对流扩散方程的有限体积法

第7章 时间推进法及应用 Jameson的Runge-Kutta时间推进法

第8章 全速度压力修正法及应用 非结构化网格上的全速度压力修正法
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7.1 气动方程组

相对坐标系下的绝对流动速度方程的张量形式

2004-06-15

0
D

Dt


  v
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    
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Dt
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利用到的公式：
（1）矢量全导数在两类坐标系下的关系：

（2）相对坐标系下的全导数公式：

（3）优点：提高显式格式的稳定性

aD D
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  

v v
ω v

D

Dt t


  
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7.1 气动方程组

笛卡尔坐标系下的流动控制方程组

其中Q为守恒型求解向量， Fc、Gc、Hc为沿着x、y、z方向上
的对流向量， Fv、Gv、Hv为粘性向量，I为源项。
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7.1 气动方程组
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气动方程组的关键：如何计算湍流粘性系数？



湍流的基本概念

（1）粘性流动：随着Re增大，出现层流、过渡流和湍流。

（2）层流：也称为稳流或片流，流体分层流动，互不混合

（3）湍流：又称为乱流、扰流或紊流，流体中有许多小涡
，层流被破坏，相邻流层间不但有滑动，还有混合。

（4）湍流的后果：增大了流体导热系数、粘性系数，即强
化传热、增加流阻。

（5）原因：湍流涡粘性远大于分子粘性。
84

Hinze J O. Turbulence[M]. NY: McGraw-Hill, 1975.



1883年英国科学家雷诺（Reynolds）的圆管内部流动实验；
我的圆柱绕流LIF实验录像。

湍流的基本研究方法：实验



湍流的基本研究方法：实验

普朗特(Ludwig Prandtl)，1875.2～1953，

德国物理学家、近代力学奠基人之一。
建立普朗特流体力学研究所。在边界层
理论、风洞实验技术、机翼理论、紊流
理论等方面都做出了重要的贡献，被称
作空气动力学之父、现代流体力学之父。

雷诺(O. Reynolds)，1842.8~1912，英国

力学家、物理学家、实验科学家和工程
师。1883年发表了经典论文《决定水流

为直线或曲线运动的条件以及在平行水
槽中的阻力定律的探讨》，1895年在湍
流中引入有关应力的概念。



湍流的基本研究方法：理论

（1）雷诺平均NS方程：也叫做RANS(Reynolds Averaged 

Navier-Stokes)方程、雷诺方程；

（2）两个基本假设条件：
湍流仍然满足Navier-Stokes方程；

湍流变量由一个时均量和一个脉动量组成。

（3）湍流NS方程：

（4）RANS方程：

（5）湍流涡粘性假设： 87
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湍流的基本研究方法：计算

（1）分类：计算量从小到大，依次为
湍流模型(Turbulence Model)

大涡模拟(Large Eddy Simulation, LES)

直接数值模拟(Direct Numerical Simulation, DNS)

（2）湍流模型：应用最广为S-A模型、k-ε模型、k-ω模型

（3）LES：LES有望在未来10年左右应用在流体机械设计中

（4）DNS：目前还停留在简单湍流计算中

88



7.2 Spalart-Allmaras湍流模型

（1）S-A模型：由波音公司Spalart和Allmaras1992年提出。

（2）建模思想：经验总结、量纲分析、验证改进。

（3）一方程：关于涡粘性变量 的对流扩散方程，该变量在
粘性底层内经过壁面衰减处理才是湍流运动粘性系数 。

（4）模型六要素：湍流输运方程，湍流粘性系数计算公式
，湍流生成项，湍流破环项，针对特定湍流问题的改进模型
，湍流模型常数。
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7.2 Spalart-Allmaras湍流模型

7.2.1 湍流输运方程

2

2

1
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该方程为有源项的非定常对流扩散方程，可以按照一般对流
扩散方程的数值方法求解。



（2）计算公式：

其中 为壁面衰减函数或阻尼函数（damping function），取
值在0~1之间。

7.2 Spalart-Allmaras湍流模型

7.2.2 湍流粘性系数计算公式

（1）边界层结构：沿固壁法向，边界层可进一步细分为粘
性底层、过渡层、湍流旺盛层、外层。
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7.2 Spalart-Allmaras湍流模型

7.2.3 湍流生成项

（1）方法：经验加量纲分析

（2）经验：认为当地流动的
涡量越大，湍流强度也越大

（3）标准S-A模型公式：

（4）缺点： 可能出现负值

补救方法：
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对 计算公式稍作修改：

这样保证了 非负。

S%

3 22 2v vS Sf f
d




 

%% %%

3

2

2

1v

v

f
C




 
  
 

%

1 2
3

(1 )(1 )v v
v

f f
f





 


%
%

2 5vC 

4max( ,10 )  

Sff vv

~
,,, 32



7.2 Spalart-Allmaras湍流模型

7.2.4 湍流破环项

计算公式：

7.2.5 旋转和弯曲的改进模型

Spalart和Shur1997年引入了
修正湍流生成项的旋转-曲率
函数：
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7.2 Spalart-Allmaras湍流模型

7.2.6 模型常数

取值方法：少部分由理论分析得到，绝大部分是试凑值；详
见教材。

湍流方程组：粘性流动方程+湍流模型方程，统一写成有源
项的非定常对流扩散方程形式，方程数目6个，未知量6个。
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7.3 定解条件

（1）方程：微分方程和求解变量均为6个，故方程组封闭。

（2）定解条件：初始和边界条件，给法依据：特征理论。

（3）涡粘性变量 给法：
初始条件： ；

进口条件： ；

出口条件： ；

周期性条件：相等即可；

固壁条件： ，但在离散动量方程中出现的壁面剪切力按照壁面
函数法计算。
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7.4 数值方法

7.4.1 二阶中心格式
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对流扩散方程：

（1）积分：对节点(i, j, k)的控制体积 积分上式得
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（2）选型：二阶中心格式

7.4 数值方法

7.4.1 二阶中心格式

c c c v v v

t x y z x y z

     
      

      

F G H F G HQ
I

, , , , , , , , , , , , , ,( )i j k i j k c i j k v i j k i j k i j k

d
Vol Vol

dt
  Q B B I

对流扩散方程：

界面对流项计算公式 界面扩散项计算公式

Sww  )(
2

1
BAfq

1
( )

2
f f A Bm q   

 BAff q )()(
2

1
vvQ  

1
( )

2
f A Bp p p S

 0 0

1
( ) ( )

2
f A BH q h h  &

  Sn d
Vol f

f

1
)(



（3）整理：半离散方程

7.4 数值方法

7.4.1 二阶中心格式
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对流扩散方程：



7.4 数值方法

7.4.2 人工粘性

二阶显式中心格式绝对不稳定，需要引入人工粘性项：

Denton1974年提出的人工粘性项为：
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7.4 数值方法

7.4.3 显式时间推进
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7.4 数值方法

7.4.4 加速收敛技巧

（1）当地时间步长：在定常计算中，并不关心每个时间层上
的精确值，只关心时间趋于无穷的定常解。采用最大当地时
间步长，可以加快流场信息传递，加速收敛过程。

（2）隐式残差光顺：公式（7-89）右端残差项趋于0，将之光
顺可以快速抹平残差：

（3）多重网格方法：根据计算方法知识，迭代法可以快速有
效地抹平高频残差分量，但很难剔除低频残差分量。在不同
疏密的网格层次上循环求解代数方程，可使不同频率的误差
分量都能够得到有效的衰减，从而获得更快的收敛速度。
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7.5 跨音速转子内流计算

7.5.1 NASA Rotor37简介

（1）NASA Stage系列：在70年代，NASA设计制造了四个低
展弦比跨音速轴流压缩机进口级，分别命名为NASA Stage35、
36、37、38。

（2）NASA Rotor系列：1978年，NASA采用探针和激光测速
仪对四个孤立转子Rotor35、36、37、38的气动性能和内部流
场进行了详细测量。

（3）NASA Rotor37影响：1994年，ASME-GT分会选为CFD

的盲测对象，随后NASA、GE、DLR、CU等利用该算例验证
完善CFD。总之，NASA Rotor37是跨音速轴流压缩机的经典
算例。



参数 数值

叶片数 36

转速/(rpm) 17188

叶顶间隙/(mm) 0.356

进口总温/(K) 288.15

进口总压/(Pa) 101325

设计流量/(kg/s) 20.19

设计压比 2.106

叶尖速度/(m/s) 454.14

叶尖稠度 1.29

展弦比(平均叶高/叶根
轴向弦长）

1.56

进口叶根/叶顶直径比 0.7

叶片区 后延伸段   前延伸段

Leading edge 

detail



7.5 跨音速转子内流计算

7.5.2 计算程序及参数设置

（1）三个模块：3DMesh、3DMarch和3DOutput，分别为前处
理、求解器和后处理模块。

（2）边界条件：特征分析理论和机器具体设计参数。

（3）网格：流向×展向×周向=129×53×41，约为28万。在
叶顶间隙区内沿展向布置9个网格点。



7.5 跨音速转子内流计算

7.5.3 气动性能曲线

（1）效率：与Hofmann相当，比实验值低约2.5%。

（2）压比：与Hofmann相当，精度优于Chima

Normalized mass flow
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（3）流量：设计流量基本符合，堵塞流量误差0.53%



7.5 跨音速转子内流计算

7.5.4 流场分析

（1）工况：设计流量、近喘振流量。

（2）对象：S1、S2、S3面上的等值线、线上的X-Y Plot。

（3）详见：教材。

（4）结论：该算法和程序能够用于跨音速轴流压缩机气动分
析与设计，效率误差在2.5%左右，满足工程设计要求。

（5）展望：进一步提高算法精度、计算效率、便捷应用。
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第8章 全速度压力修正法及应用

8.1 气动方程及定解条件

8.2 全速度SIMPLE算法

8.3 离心叶轮内部粘性流动及性能分析



本书内容介绍
每章名称 重点与难点

第1章 绪论 流体机械内流的五个特点及研究方法

第2章 张量基本概念及运算

第3章 流体机械内部三维流动的基
本方程

绝对流动与相对流动之间的五个关系

第4章 基于两类流面的准三维流动
理论

准三维反问题的流线曲率法

第5章 平面叶栅二维流动理论 特征分析与定解条件

第6章 计算流体力学的数值方法 对流扩散方程的有限体积法

第7章 时间推进法及应用 Jameson的Runge-Kutta时间推进法

第8章 全速度压力修正法及应用 非结构化网格上的全速度压力修正法
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Fluent简介
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Fluent安装过程

（1）安装Exceed

（2）安装Gambit

（3）安装Fluent

（4）copy license.dat

（5）安装Gambit帮助文档

（6）安装Fluent帮助文档

注（5）、（6）两步可以不安装

Fluent安装过程
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利用Gambit建立几何模型及网格划分基本步骤

（1）建立或导入几何模型（点、线、面、体及其布尔运算）

（2）划分网格（二维的三角形、四边形及其混合网格，三
维的四面体、三棱柱、五面体、六面体及其混合网格）

（3）指定求解器（Fluent  \uns, Fluent5.0，Ansys等）

（4）指定边界类型（进入口，固壁，以及介质类型）

（5）输出网格数据文件

Gambit用法



利用Fluent求解流场及后处理

（1）导入网格数据文件 File > Read > case…

（2）设定模型选项 Define > Models

（3）给定物性参数 Define > Materials

（4）给定边界条件 Define > Boundary Conditions

（5）指定计算格式 Solve > Controls > Solutions 

（6）设定初始流场 Solve > Initialize

（7）设定收敛指标 Solve > Monitors > Residuals

（8）开始流场计算 Solve > Iterate

（9）后处理 Display, Plot, Report

Fluent用法
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1. 方腔内部二维流动

目的：学习软件的用法，观察旋涡随Re的变化过程

Re=100,1000,10000

CFD应用算例

2. 双列圆柱非定常涡脱落过程

目的：利用CFD软件计算经典流体力学问题Re=100
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3.  二维多翼式前向叶轮离心风机

主要参数：
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4.  三维离心叶轮内部流场及性能预测

主要参数：LSCC叶轮
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相对速度分布
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子午面上的静压分布
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5. 单级轴流风机三维定常流动计算

主要参数：

n=1800rpm

Ptin=0Pa, Psout=0Pa

D1=206mm, D2=280mm

Nzrotor=9, Nzstator=12
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6. 单级轴流透平机二维非定常流动计算

主要参数：

R=0.684m

n=410rpm

u=29.4m/s

Lx=0.1524m

t=0.1959m

Ptin=101326Pa

Ttin=300K

Main=0.07

Psout=97576

Note: mesh is created in inch unit
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正确评价商业流体动力学软件

（1）通用性好、使用方便

（2）精度？可扩展性？
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上机作业：

对二维对称突扩槽道内的不可压缩流动进行数值计算。

几何条件：细槽道高度1,长度5，宽槽道高度3，长度60，

流动条件：进口速度为1，密度1，Re=10,100,1000,10000

提交结果：

（1）压力等值线图

（2）流线、速度矢量全局图及角区局部图
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CFD复习

1．计算流体力学基础
（1）计算流体力学基本步骤；
（2）区域离散的两种方法：内节点法，外节点法；
（3）方程离散的两种方法：

有限差分法
一阶导数，二阶导数的各类差分格式（截断误差）的精度；
非守恒型对流扩散方程的有限差分法，截断误差的精度；
数值计算误差分析

有限体积法
基本步骤(a)积分（b）选型（c）整理

（4）代数方程组的求解方法：TDMA，PDMA，ADI，迭代法，CG法；
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2．一维定常常系数无源项对流扩散方程的有限体积法
（1）问题：

为常数
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3. 高维对流扩散方程的离散过程
（1）二维、三维控制方程形式
（2）利用5种基本格式推导离散方程
（3）导热问题的数值解法

4. NS方程的SIMPLE算法
（1）二维不可压粘性流动的控制方程组
（2）数值求解NS方程组的3个困难点
（3）推导交错网格上的压力修正方程
（4）SIMPLE算法的基本步骤

5. 利用Gambit及Fluent计算流体力学商业软件求解流动问题的基本过程。

6. 利用Numeca计算流体力学软件求解流体机械内部流动的基本过程
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进一步提高：

（1）计算流体动力学最新进展；

（见教材6.1节）

（2）计算格式的数学特性，主要是稳定性分析；

（见教材6.4.3）

（3）高精度计算格式，有限差分法？有限体积法？有限元法？谱方法？

导数的矩阵-向量乘积表示法

（4）高效率计算格式

并行计算流体力学：Linux+Fortran+MPI+CUDA or MIC

（5）CFD软件的自主化与实现

（6）非线性代数方程组的有效解法

（7）“三流”分析： 非定常流，多相流，非牛顿流

（8）多重尺度的流动分析：宏观连续介质假设什么情况下成立？

第一原理？MD? DSMC？DPD? LBM? SPH? NS？


