
第二章 静电场及其边值问题 

 

2.1 静电场和静电势 

2.2 电势多极展开 

2.3 静电能  外电场对电荷体系的作用能 

2.4 静电场边值问题 

 

2.1 静电场和静电势 

静态平衡下的电荷分布产生静电场,电荷和电场的分布均与时间无关,场方

程为 

0/ερ=⋅∇ E ， 0=×∇ E                        (2.1) 

无旋性的积分形式 

∫ =⋅
L

0dlE                               (2.2) 

表明静电场为保守力场,它对电荷作的功与路径无关,只与电荷的始末位置有关.

故可引入标势函数ϕ ,使 

ϕ−∇=E                               (2.3) 

任意两点 x 与 之间的电势差,等于电场将单位正电荷从0x x 点移至 点作的功： 0

0

x

lExx
x

x
d)()(

0

0 ⋅=− ∫ϕϕ                         (2.4) 

因此,用电势描述电场时,必须选择电势零点.如令 0)( =xϕ ,则任一点 x 的电势 

lEx
x

x
d)(

0
⋅= ∫ϕ                             (2.5) 

就表示单位电荷在该点的静电势能,此时ϕ 的空间分布才构成有明确意义的标量

场. 

当电荷分布于有限区域时,通常以无穷远即 ∞=0x 为电势零点,则任一点 x

的电势为 

lEx
x

d)( ⋅= ∫
∞

ϕ                             (2.6) 

将(2.3)式代入(2.1)第一式,得电势的泊松方程 

0
2 ερϕ /−=∇                             (2.7) 
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这方程在无界空间中的解为 

V
rV

′
′

= ∫ d
4

)()(
0πε

ρ
ϕ

xx                          (2.8) 

其中无穷远处为电势零点,积分遍及电荷分布区域V .对(2.8)式取场点的负梯度,

即给出区域V 内的电荷产生的电场: 

V
r

V
r VV

′
′

=′∇′=−∇= ∫∫ d)(
4

1d1)(
4

1)()( 3
00

rxxxxE ρ
πε

ρ
πε

ϕ -          (2.9) 

若电荷分布函数 )(x′ρ 给定,由(2.8)式便可求出电势,再由(2.3)式求出电场.

若电场已经求出,则由(2.5)或(2.6)式便可求出电势.如果已知电场或电势分布,由

(2.1)的第一式,或泊松方程(2.7),可求出电荷分布. 

例 1.均匀电场 E0 的电势(教材 P41). 

[解] 均匀电场的场强 E0 = 常矢量，可看成由“无穷大”均匀带电平板产

生，不可以取无穷远为电势零点.计算 P 与 O 两点间的电势差 

xEE

xEx

x
x

⋅−=⋅−=

⋅=−

∫
∫

0
0

0

0
0

d

d)0()(

x

ϕϕ
  

θ 

z 

x 
O 

E0 

P 
选择坐标原点电势 0)0( =ϕ ,并令 z00 E eE = ，有 

θϕ cos)( 00 RE−=⋅−= xEx  

其中 . || x=R

例 2. 无穷长带电直导线的电势(教材 P42). 

2.2 电势多极展开 

任何一个电荷系统在其外部的电势或电场,原则上均可表示成一系列多极

矩场的叠加.反之,若能探测到电荷系统在其外部的电势或电场,便可推知其电

荷分布.由 

V
rV

′
′

= ∫ d
4

)()(
0πε

ρ
ϕ

xx                          (2.10) 

|| xx ′−=r 为电荷分布 x′ 点到场点 x 的距离,记 || x=R 为坐标原点到场点的距离.

当系统的线度 r<<′ || x ,可将上式按 R/|| x ′ 展开为泰勒级数,这级数将给出系统各

级多极矩在远处的电势. 
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一维函数 )( xxf ′− 在 附近的级数展开为 0=′x

⋅⋅⋅+
′∂

∂′′+
′∂

∂′+=′−
2

2

2!
1)()(

x
f

xx
x
f

xxfxxf  

各级导数在 处取值.对于三维函数0=′x )( xx ′−f 在 0=′x 附近的展开,就有 

⋅⋅⋅∇∇′′+∇⋅′−=

⋅⋅⋅∇′∇′′′+∇′⋅′+=

⋅⋅⋅+
′∂

∂
′

∂′′+
′∂

∂′+=′− ∑∑
==

)(
2!
1)()(

)(
2!
1)()(

)(
x2!

1)()(
3

1

3

1

xxxxxx

xxxx

xxx

fff

fff

x
f

xx
x
f

xff
ji, ji

ji
i i

i

:

:  

最后一步利用了算符代换 −∇→∇′ .令 rf /1)( =′− xx ,上式给出 

⋅⋅⋅∇∇′′+∇⋅′−=
RRRr
1

2
1111 :xxx                  (2.11) 

注意到 ,将(2.11)代入(2.10),便给出: 3/)/1( RR R−=∇

L

L

+++=

+
∂∂

∂
+

⋅
+= ∑

=

(2)(1)(0)

23

1,
3

0

]1
6
1[

4
1)(

ϕϕϕ

πε
ϕ

RxxRR
q

jiji
ijD

Rpx
               (2.12) 

这级数一般地包含各级多极矩在远处的电势.前三项为: 

R
q

0

(0)

4
)(

πε
ϕ =x  (单极项,～ )                     (2.13) R/1

3
0

(1)

4
)(

Rπε
ϕ

Rp
x

⋅
=  (偶极项,～ )                    (2.14) 2/1 R

∑
= ∂∂

∂
=

3

1,

2

0

(2) 1
24

1)(
ji ji

ij Rxx
D

πε
ϕ x  (四极项,～ )           (2.15) 3/1 R

其中系统的净电荷量 q,电偶极矩 p 和电四极矩 ijD 分别由下面的积分给出 

Vq
V

′′= ∫ d)(xρ                                 (2.16) 

V
V

′′′= ∫ d)( xxp ρ                               (2.17) 

∫ ′′′′=
V jiij Vxx )d(3 xρD                           (2.18) 

单极项电势和电场  单极项电势 有球对称性,它相当于系统的净电荷

集中于坐标原点时产生的电势.电场 当然也是球对称的. 

(0)ϕ

q =

q

)0(ϕ−∇E

偶极项电势和电场  电场由 给出.由于 p 与场算符∇ 无关,因此(1)
p ϕ−∇=E
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有 

3333
][

RRRR
RpRpRpRp

∇⋅=∇⋅+×∇×=
⋅

∇ ）（）（  

35
33

3

3
R
I

R
RR

R

→→

+=∇+∇=∇
RRRRR --- ）（  

故电偶极矩 的电场为 p

])3([
4

1
4

1
35

0
3

0

(1)

RRR
pRRpRpE -

⋅
=∇⋅

−
=−∇=

πεπε
ϕ              (2.19) 

当电偶极矩沿 z 轴,即 ,其电势和电场分布就有 z 轴的对称性: zpep =

θ
πε

ϕ cos
4

)(
2

0

(1)

R
p

=x                        (2.20) 

)sin2cos(
4 0

(1)
θθθ

πε
ϕ eeE R +=∇−

p                  (2.21) 

四极项电势和电场  由于 

011)1(
23

1

3

1
2

2
2

3 =
∂∂

∂
=

∂
∂

=−∇=⋅∇ ∑∑
== RxxRxRR jiji,

ij
i i

δ--
R

,    当  0≠R

四极项电势(2.15)也可写为 

Rxx
Vrxx

jiji,
V

ijji
1])d()(3[

24
1)(

23

1

2

0

)2(

∂∂
∂′′′−′′= ∑ ∫

=

xx ρδ
πε

ϕ           (2.22) 

其中 是电荷分布点到坐标原点的距离.于是由(2.22)式，电四

极矩可重新定义为 

1/2222 )( zyxr ′+′+′=′

∫ ′′′−′′=
V ijjiij Vrxx )d()(3 2 xρδD                      (2.23) 

(2.18)和(2.23)式定义的四极矩均为对称张量,即 ijji DD = ,但(2.23)是无迹张量，满

足 0=++ zzyyxx DDD ,因此它只有 5 个独立分量.对同一个电荷系统,用这两个定

义计算出的四极矩一般不同,但给出的四极矩电势是一样的. 

电荷分布偏离球对称的系统必定出现多极矩,而各级矩的电势按距离 的负

幂次衰减,随着 的增加,高级矩的电势比低级矩的电势衰减得更迅速.因此任何

电荷系统在其外部的场,均以其最低级矩的场为主. 

R

R

从(2.17)式可看出,若电荷分布存在关于坐标原点的对称性,这系统的电偶极

矩 .从(2.18)或(2.23)式则可看出,若电荷分布存在关于坐标原点的反对称性,0=p

 4



全部电四极矩分量 0=ijD .例如 CO2 分子,其净电荷 q=0,又由于所有原子都沿直

线排列而且有对称性，故其总电偶极矩 0=p ,但其电四极矩 0≠ijD .又如 H2O 分

子,净电荷 q=0,但 ,0≠p 0≠ijD .原子核在其周围带电粒子的电场作用下会发生

形变,因而也具有电四极矩. 

例 4.半径为 的球面电荷面密度为a θ ′σσ = cos0 ，求远处的电势(准确到四极

项).其中 0σ 为常数. 

【解】 如果我们将导体球或线性均匀电介质球置入均匀电场 E0 中,导体球

面出现的感应电荷分布,或电介质球面出现的极化电荷分布,就都有 θσσ ′= cos0

的形式. 由于电荷分布有关于 z 轴的对称性，而且有关于坐标原点的反对称性,

可知净电荷 q 和电四极矩 均为零,但电偶极矩 0≠p .由 ijD

∫ ′′′0cos xθ  =
S

Sdp σ

电荷分布点为 raex =′ ，即 

θ ′=′ cosaz  φθ ′′cos=′ sinax , φθ ′=′ siny ′ , sina

球面积元为 d .得这电荷分布所形成的电偶极矩各分量: φ ′θθ ′′ ddsin2=′ aS

0=′p dcos ′′0 Sxθ= ∫S
x σ ,     dcos ′′= ∫ 0

S
y Syθσp 0=′  

3/0
3σa4ddsincos

2

00
0

3 πφθθσσ
ππ

ap
S

z ∫∫∫ =′′′= 0 cos2 θ ′dθ Sz =′′′  

即有 

z
a

e
3

0
3σπ

p
4

=  

于是远处的电势为 

2
0

0
3

3
0 Rπε
⋅ Rp)

3
cos

4
)(

R
a

ε
θσ

==x1()( ϕϕ =x  

这其实也是球面电荷分布在球外空间产生的电偶极势,它有 z 轴的对称性.将 p

值代入(2.21)式，便得到球外空间的电偶极场. 

例 5.线四极子的电势和电场. 

【解】 如右图.由结构的对称性,可看成由一对等值反向的电偶极子 组成,p±
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故其净电荷和总电偶极矩均为零. 但它有四极矩.例如 CO2 分子.令其沿 z 轴排

列,据(2.18)式,并由各个电荷 的坐标,有 kq

3(- plqlllqlqzzq k
k

kkzz 66)())(3(0)3 22
3

1

−=−=++=′′= ∑
=

---D  

其中 .其它分量qlp = 0=ijD .于是由(2.15)式,得远处的电势 

)13cos(
4

)3(
24

61
24

1

0

0

πε

πε

R
pl-

)(

2
3

22
5

0
2

2
(2)

−=

−=
∂
∂

=

θ

πε
ϕ Rz

R
pl

Rzzz
-Dx

 

电场为 

]sin6cos)13cos(3[
4

]1[

2
4

0

2(

πε

ϕ

R
pl

)2()2(
)

θ

θ

θθθ

θ
ϕϕ

ee

eeE

+−=

∂
∂

+
∂

∂
−=−∇=

R

R RR
-

 

电势和电场分布有 z 轴对称性. 

例 6.求均匀带电的旋转椭球远处的电势，准确至四极项.（教材 P68） 

【解】例如,原子核的形变使它有一定的电四极矩，一个经典模型是把它看

成旋转椭球.设总电荷为 q,并令长半轴 a 沿 z 轴,短半轴 b 在 xy 平面.电荷体密

度为 .电荷分布便有 z 轴对称性,也有关于坐标原点的对称性,故电偶

极矩 .椭球面方程为 

2/43 abq πρ =

0=p

1
2

2

2

22′x

x =′

=
′

+
′+

a
z

b
y

                            (1) 

为便于计算四极矩,作坐标变换 

bx ,  byy =′ ,  azz =′                      (2) 

于是(1)式变为半径 1=r 的单位球面方程: 

                             (3) 1222 =++ zyx

其中 φθ cossinrx = , φθ sinsinry = , θcosrz = .即电荷分布点的坐标和体积元为 

φθ cossinrbx =′ ,   φθ sinsinrby =′ ,   θcosrz =′  

10 ≤≤ r ,     πθ ≤≤0 ,     πφ 20 ≤≤  

 6



φθθ dddsind ddd 22 rrabzyxV =′′′=′  

由于 z 轴对称性(旋转对称性),有 

0d =′′′∫V ji Vxx ,    当 ji ≠  

15
4ddsincosdd

231

0 0

2

0

24232 barrbaVz
V

πφθθθ
π π

==′′ ∫ ∫ ∫∫  

15
4dd

4
22 abVyVx

VV

π
=′′=′′ ∫∫  

利用 

∫ ′′−′′=
V ijjij Vrxx d)3( 2 ρδD ,   0=++ zzyyxx DDD  

得 

5
)(2)d(2d)3(

22
2222 baqVxzVrz

VVzz
-

-- =′′′=′′′= ∫∫ ρρD  

5
)(

2
1 22 baq

zzyyxx
-

- −=== DDD ； 0=ijD ，当 ji ≠  

四极项电势为 

)1cos3(
40

)(

])(3)(3)[(3
24

1

1][
24

1

1
24

1)(

2
3

0

22

222222
5

0

2

2

2

2

2

2

0

23

1,0

(2)

−
−

=

++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂∂
∂

= ∑
=

θ
πε

πε

πε

πε
ϕ

R
baq

RzRyRx
R

Rzyx

Rxx

zzyyxx

zzyyxx

jiji
ij

DDD

DDD

D

---

x

 

该系统在远处的电势为 

(2)

0

(2)(0)

4
)( ϕ

πε
ϕϕϕ +=+=

R
qx  

当 时就是均匀带电球，此时只有单极势 . ba = Rq/ 0
(0) 4πεϕ =

2.3 静电能  外电场对电荷体系的作用能 

电荷体系的静电能  各向同性线性均匀介质内静电能量密度为 ,/2DE ⋅=w

 7



其中 ED ε= .真空中 ED 0ε= .由于电场一般地分布于全空间,因此电荷系统的总

静电能,是电场所有分布区域内的能量之和,即总能量一般地由积分 

VW d
2
1 DE ⋅= ∫∞

                           (2.24) 

给出.由 fρ=⋅∇ D , ϕ∇= -E ,总静电能量也可由下式计算： 

VW
V

d
2
1

f ϕρ∫=                             (2.25) 

积分体积V 为电荷分布区域. 

例 7．电荷 q 均匀分布于半径为 a 的球面,求总静电能量.(教材 P42,例 3) 

【解】球面电荷密度为 .球对称电荷分布产生球对称电场.由高斯

定理可得 

2/4πaq=σ

3
04

q
επ

=E
R

R
,   

R
q

04 ε
ϕ

π
=       当  aR ≥

，      
a

q

04 ε
ϕ

π
=         当 aR <  0=E

电荷只分布于球面,此处电势为常数 a4/q 0εϕ π= .故总静电能量为 

a
qaS

S 0

2
2

8
4

2
1d

2
1

ε
σϕσϕ

π
=π⋅=∫  W =

0=或者,由于球内电场 ,电场及其能量分布于球外空间,总静电能量 E

a
qRR

R
qVEW

aV
0

2
2

2
0

0
2

0 8
dd)

4
(

2
1d

2
1

πε
Ω

πε
εε === ∫∫∫

∞
 

带电体的静电场总是与其电荷不可分离.因此带电粒子的静电场能量,属于粒子

的自能量.由质能关系 可知,带电粒子的静止质量 必定包含着电磁质量.

对于电子,经典理论中的一个假定是:它的电荷

2mcW = m

e− 分布于半径为 a的球面,于是由

,得出电子的“经典半径”: aW 08π/ ε= ecm 22
e =

m10~
8π

15
2

e0

2
−=

cm
ea

ε
 

但实验显示，直到 的尺度,电子仍然像“点粒子”.因此上述关于电子电荷

分布的假定,以及由此得出的所谓电子“经典半径”,根本不能反映电子内部的

真实结构. 

m10 18−
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外电场对电荷体系的作用能  电荷在外电场中的静电势能,就是外场对电

荷的静电作用能.设外场电势为 eϕ ,则外电场对点电荷 的作用能为q ei ϕqW = ,对

此式求负梯度,即给出外电场对电荷的作用力 eEF qWi =−∇= .若体积V 内电荷密

度为 )(xρ ,外场对这带电体的静电作用能便为 

∫=
V

i VW )d()( e xx ϕρ                           (2.26) 

当电荷分布于小区域,可将外场电势 )(e xϕ 对坐标原点(选在V 内)展开为泰勒级

数,(2.26)便给出外场对电荷体系作用能的级数展开式 

L+∇∇+∇⋅+=
→→

(0)
6
1(0)(0) eee ϕϕϕ :DpqWi            (2.27) 

(0)eϕ 是外场在原点的电势.电荷体系的净电荷量 ,电偶极矩 与四极矩q p ijD ,由

(2.16),(2.17)和(2.18)式计算.外电场对电偶极子的作用能、作用力和力矩分别为 

eei Epp ⋅−=∇⋅= ϕW                        (2.28) 

ei EpF ∇⋅=−∇= W                          (2.29) 

eEpL ×=                              (2.30) 

从(2.28)式看到,电矩矢量 与外场 方向一致时,电偶极子的能量最低；(2.30)

式表明,外场的力矩将使 朝 的方向转动.(2.29)则表明,电偶极子将朝着场强

最大的方向平动,若外场为均匀场,则

p

p

eE

eE

0=F .外电场对电四极矩的作用能为 

ei 6
1 E∇−=

→→

:DW                          (2.31) 

许多介质分子除了有电偶极矩,还有电四极矩；原子核也有一定的四极矩.因此

它们在非均匀电场中有一定的四极矩能量. 

例 8．电子在原子核电场中的势能. 

【解】形变原子核会产生单极势 和四极势 .因此,电子在原子核电场

中的势能一般为 

)0(ϕ )2(ϕ

)(W )2()0(
i ϕϕ +−= e  

若略去四极项能量,就有 
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a
Zee

0

2
)0(

i 4
W

ε
ϕ

π
−=−≈  

其中 Z 为原子序数,a 是电子离原子核的平均距离.量子力学对负势能的解释—

—原子中的电子被束缚于“势阱”中. 

2.4 静电场边值问题 

在有不同介质分布的情形,已知电荷的电场将使介质出现极化电荷分布,或

使导体出现感应电荷分布,这些电荷反过来又激发电场,总电场是所有电荷的电

场之叠加.但极化电荷和感应电荷的分布是未知的,因此一般情况下不可能由积

分式(2.8)求出电势,必须根据给定介质的电磁性质和边界条件,求解电势或电场

的微分方程,这就是静电场边值问题.寻找这类问题解答的依据是唯一性定理,

即只有 

（1）满足各求解区域内电势(或电场)的微分方程 

（2）并且满足相邻区域的边值关系,以及给定的边界条件 

的解,是唯一正确的解.因此,寻找边值问题解答的前提,是必须根据具体物理问

题找出全部定解条件,再根据这些条件采用恰当的数学方法求解. 

静电场方程和边值关系  在每一种连续分布的介质内,静电场方程为 

fρ=⋅∇ D  ， 0=×∇ E                       (2.32) 

若该区域内介质线性均匀,便有 ED ε= ；若该区域为真空,有 ED 0ε= ；若该区域

是导体则 0=E .在两种介质的分界面上,边值关系一般地为 

f12n )( σ=−⋅ DDe ， 0)( 12n =−× EEe                (2.33) 

由电位移矢量的定义 PED += 0ε ，而一般情况下界面两边极化强度 的跃变关系

为

P

P12n )( σ−=−⋅ PPe ，故第一个边值关系与 0Pf12n )/()( εσσ +=−⋅ EEe 等价, fσ 是界面

的自由电荷面密度, 是极化(束缚)电荷面密度.在绝缘介质的分界面上,一般有pσ

0=fσ . 

静电势方程和边值关系  若区域 V 内介质线性均匀,即有 ED ε= ,而 ϕ−∇=E ,

由场方程(2.32),此区域内的电势方程为 

ερϕ /f
2 −=∇ ,  （或 ，当02 =∇ ϕ 0f =ρ ）             (2.34) 
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在两种线性均匀介质的界面 上,边值关系(2.33)用电势表为 S

f
1

1
2

2 σ
ϕ

ε
ϕ

ε =
∂

∂
+

∂
∂

−
nn

， 12 ϕϕ =                    (2.35) 

(2.35)第二式表示任何情况下,界面两側的电势均连续. 

若存在导体,由于静电平衡状态下导体内部 0=E ,由 0=−∇= ϕE ,可知导体

的电势为常数,其表面为等势面.设介质 1 为导体,则(2.35)成为 

f
2

2 σ
ϕ

ε =
∂

∂
−

n
,     =S2ϕ 常数                  (2.36) 

第一式对导体表面 S 积分,右方给出的是导体表面所带的总自由电荷.因此有导

体存在时,必须给定每个导体的电势,或给定每个导体所带的总自由电荷. 

静电场边值问题的唯一性定理  设介质分区线性均匀，区域 Vi 内自由电荷

分布 fρ 给定,则这区域内的电势方程为 

ii ερϕ /f
2 −=∇    （或 ，当02 =∇ ϕ 0f =ρ ）           (1) 

在 Vi与 Vj 的分界面 Si上,边值关系为 

fσ
ϕ

ε
ϕ

ε −=
∂

∂
−

∂

∂

nn
i

i
j

j ,                      (2) ij ϕϕ =

我们要证明: 在 Vi内满足方程(1),在界面 Si上又满足(2),以及 

给定的边界条件 

iSϕ （第一类边值），  或 
iSn∂∂ /ϕ （第二类边值）         (3) 

iϕ ,才是决定区域 Vi内电场 E 唯一的正确解. 的电势解

[证]设 Vi内有两个可能的电势解 iϕ ′ 和 iϕ ′′ ,它们都必须满足方程(1).令 

ϕϕϕ =′′−′ ii                                (4) 

将 iϕ ′ 和 iϕ ′′ 代入方程(1),并由(4),得ϕ 满足的方程为 

02 =∇ ϕ                                 (5) 

iϕ ′′ 也必须满足边值关系(2),由此得到 iϕ′ 和

0=
∂
∂

iSn
ϕ

，   0=
iSϕ                         (5) 

由于(5)式,有 
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22 )()()( ϕεϕϕεϕϕεϕϕε ∇=∇+∇⋅∇=∇⋅∇ iiii  

又由高斯积分变换定理,有 

∫∫∫ ∇=∇⋅∇=⋅∇
iii V

i
V

i
S

i VV d)(d)(d)( 2ϕεϕϕεϕϕε S  

亦即有 

∫∫ ∇=
∂
∂

ii V
i

S
i VS

n
d)(d 2ϕεϕϕε  

而在界面 Si上,(5)式已给出ϕ 值和 n∂∂ /ϕ 值均为零.因此 Vi内只能有 

0d)( 2 =∇∫
iV

i Vϕε ，  即 0=∇ϕ                          (6) 

这表明: 在Vi内与ϕ 对应的电场 ϕ−∇ 只能为零.亦即Vi内两个可能的电势解 iϕ′ 和

iϕ ′′ 最多差一个常数: 

==′′−′ ϕϕϕ ii 常数                             (7) 

因此 Vi内的电场唯一确定: 

iiii ϕϕϕϕ ′′−∇=+′′−∇=′−∇= )(E                      (8) 

证毕. 

维持恒定电流的电场——稳恒电场也是静电场,可令 ϕ−∇=E .若导电介质

是分区线性均匀的,则由方程 0=⋅∇ J 和欧姆定律 EJ σ= 可知,每个区域内的电势

都遵从拉普拉斯方程 .设相邻区域介质的电导率为02 =∇ ϕ 1σ 和 2σ ,边值关系

, 便可表示为 n1n2 JJ = t12t EE =

nn ∂
∂

=
∂

∂ 1
1

2
2

ϕ
σ

ϕ
σ ，   12 ϕϕ =                     (2.37) 

在各线性均匀区域内满足方程 ,在界面上又满足(2.37)及给定边界条件的

电势,给出唯一正确的电场解. 

02 =∇ ϕ

求解边值问题没有普遍适用的方法,必须依据唯一性定理，根据具体物理问

题寻找适当的方法求解,包括从物理上猜测尝试解.复杂问题通常用数值计算找

出近似解.对于较为简单或有某种对称性的情形,除个别奇点外,问题的解可用

解析函数表示出来.常用的解析方法是分离变量法,镜像法和格林函数法. 

分离变量法  应用分离变量法求解的条件为： 

 12



(1)介质分区线性均匀； 

(2)介质分界面与某一类曲线正交坐标系(如直角坐标系、球坐标系、柱坐标

系等)的坐标面重合； 

(3)求解区域内自由电荷体密度 0f =ρ ,即此区域内的电势满足拉普拉斯方

程 ；或者虽然求解区域内02 =∇ ϕ 0f ≠ρ ，但其分布较简单,可以找出(或猜出)它

产生的电势 ρϕ ,亦即可以找到泊松方程 的一个特解,由迭加原理,总

电势为

ερϕ /f=2∇

ϕϕϕ ρ + ′= ,ϕ′是其相应齐次方程 的通解.利用分离变量法可将拉

普拉斯方程的通解表示成级数,各区域电势通解

0=′2∇ ϕ

ϕϕϕ ρ ′+= 中的待定系数,由边值

关系和边界条件确定,从而解出电势分布. 

例 9.（教材 P48 例 1，自习）这是寻找球对称条件下拉普拉斯方程解的问

题  

例 10.（教材 P49 例 2）电容率为ε 、半径为 R0 的均匀线性介质球置于均匀

电场 E0 中.求电势和极化电荷分布. 

【解】外电场将使介质球极化.假定介质球的尺度远小于产生原外场 的电

荷分布线度,则球内和球外空间的总电场,均是原外场 与介质球极化电荷产生

的电场

0E

0E

E ′ 叠加的结果.以球心为坐标原点,并令 ze0EE0 = .于是这问题有 z 轴的对

称性.又由于球内和球外两个求解区域的自由电荷体密度 fρ 均为零，故全部定解

条件为： 

01
2 =∇ ϕ ，                             (1) )( 0RR >

02
2 =∇ ϕ ，                             (2) )( 0RR >

1ϕ 有限  ； ∞→R ， θϕ cosRE02 −→                  (3) 0=R ，

0RR = ： 
RR ∂

∂
=

∂
∂ 2

0
1 ϕ

ε
ϕ

ε ， 21 ϕϕ =                     (4) 

由 z 轴的对称性及条件(3),拉普拉斯方程(1)和(2)的解有形式 

∑ +=
n

n
n

n PRa )(cos1
1 θϕ                         (5) 
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∑ +
+−=

n
nn

n P
R
b

RE )(coscos
102 θθϕ                     (6) 

将(5)和(6)代入条件(3),解出 

0
0

0
1 2

3
Ea

εε
ε

+
−

= ， 3
00

0

0
1 2

REb
εε

εε
+
−

= ； 0== nn ba ， 当  1≠n

于是得 

θ
εε

εε
θθ

εε
ε

ϕ cos
2

coscos
2

3
0

0

0
00

0

0
1 RERERE

+
−

+−=
+
−

=              (7) 

θ
εε

εε
θϕ cos

2
cos

2

3
00

0

0
02

R
RE

RE
+
−

+−=                     (8) 

球内 1ϕ 为均匀场,它第一项是原外场，第二项是极化电荷产生的,但这项显然与

原外场 反向,以致介质球内部的总电场 0E

0
0

0
0

0

0
11 2

3
)(

2
3

EREE
εε

ε
εε

ε
ϕ

+
=⋅∇

+
=−∇=                 (9) 

比原外场 要弱.由于 是常矢量,介质球的极化强度0 1 11101E E )()( EEDP εεε −=−=

也是常矢量,故极化电荷体密度 

0)( 11p =⋅∇−−=⋅−∇= EP εερ                   (10) 

因此, 1ϕ 和 2ϕ 的第二项必定是由介质球面出现的极化面电荷 所产生的.球外电

势

pσ

2ϕ 的第二项就是 产生的电偶极场.将此项与位于坐标原点的电偶极子

的电势 

pσ

zep=p

θ
πεπε

ϕ cos
44

)(
2

0
3

0

(1)

R
p

R
=

⋅
=

Rp
x                   (11) 

比较,可知极化电荷形成的电偶极矩为 

zER ep 0
3
0

0

00

2
)(4

εε
εεπε

+
−

=                      (12) 

事实上,由 ,Pe ⋅−= Rpσ P 是介质球面的极化强度,可得球面的极化电荷密度 

θ
εε

εεε
εεσ cos

2
)(3

)( 0
0

00
10p ERR +

−−
=⋅−−=⋅= EePe-            (13) 

由电偶极矩公式(2.17),将 对介质球面积分,的确能计算出(12)式的结果. pσ

例 11. 在均匀静电场 中置入半径为 的导体球.证明: 0E 0R
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在与外场平行的方向上,导体球面受到的静电张力等值反向,因而此球有分裂成

两半的趋势. 

【解】以球心为坐标原点,令 zE eE 00 = ,且令导体球电势为零.球外电势满足

方程 ,由边界条件 ,02 =∇ ϕ ∞→R θϕ cos0 RE−→ ； 0RR = , 0=ϕ ,得 

θθϕ coscos
2

3
00

0
R

RE
RE +−=  

导体球面的电场强度为 

RRR E eE θϕ cos3 0
0

=∇−=
=

 

它表面受到的静电应力密度为 

RR

RR

ee

EEeef

θεε

εε

22
00

2
0

2
00

cos
2
9

2
1

)
2
1(

EE

IETS

==

+−⋅−=⋅−=
→→→→

 

在 πθ ,0= ,即与作用外场平行的方向上力密度最大.将上式的 分解为三个直角

分量（见附录Ⅴ.9 式）并对两半球面积分，得两半球面受到的力分别为 

Re

z
S

S RES efF 2
0

2
00u 4

9d πε== ∫ ,  当 2/0 πθ ≤≤  

z
S

S RES efF 2
0

2
00d 4

9d πε−== ∫ ,  当 πθπ ≤≤2/  

两者等值反向，因而导体球有分裂成两半的趋势. 

在例 10 中,作用于介质球表面的静电应力如何? 

例 12. 半径为 的导体球外充满线性均匀的绝缘介质0R ε ，导体球接地，离

球心为 a处( )置一点电荷 ,试用分离变数法求空间各点电势. 0 fRa > q

【解】 的电场将使导体球面出现感应电荷分布,球外介质也将被极化.以

球心为坐标原点,令 位于

fq

fq az = ,如右图.于是问题有 z 轴对称性.球外电势的全

部定解条件为 

εδϕ /ex )(2
zf aq −−=∇                           (1) 

0RR = , 0=ϕ                      (2) ∞→R , 0→ϕ ；

由 处的条件和∞→R z 轴对称性,泊松方程(1)的解写为 
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)(cos
4 0

1
f θ P

R
b

r
q

n
n

n
n∑

∞

=
+

+=
πε

ϕ                         (3) 

第一项是方程(1)的一个特解，其中 r 是点电荷 到场点的距离.第二项是齐次方

程即拉普拉斯方程 的解. 可展开成 

fq

02 =′∇ ϕ r/1

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>

<

=
−+

=

∑

∑
∞

=

∞

=

)()(cos)(1

)()(cos)(1

cos2

11

0

0
22

aRP
R
a

R

aRP
a
R

a

RaaRr
n

n

n

n
n

n

θ

θ

θ
          (4) 

因 ,将(4)的第一式代入(3),并由条件aR <0 0RR = , 0=ϕ ,解出 

1

12
0f

4 +

+−
=

n

n

n
a
Rq

b
πε

 

∑
∞

=
++

+

−=
0

11

12
0ff )(cos

44 n
nnn

n
P

Ra
Rq

r
q

θ
πεπε

ϕ             (5) )( 0RR >

将(4)代入(5)，便给出 和 两区域中电势的级数形式,仅在 ,aRR ≤≤0 aR ≥ aR = 0=θ

即点电荷 所在点级数发散.在 区域,(5)式给出 fq aR ≥

∑
∞

=
+

+

+
−=

0
1

12
0

1
f )(cos)(1

4 n
nn

n
n

n
P

a
R

a
R

q
θ

πε
ϕ                     (6) 

它包含着这电荷体系所有各级电多极矩的电势,由 

1)(cos0 =θP , θθ cos)(cos1 =P ,  2)(3cos)(cos 2
2 /1-θθ =P

(6)式的前三项是单极项,偶极项和四极项电势： 

)(1
4

0f(0)

a
R

R
q

-
πε

ϕ =                                  (7) 

θ
πε

ϕ )cos(
4 2

3
0

2
f(1)

a
R

a
R

q
−=                             (8) 

)1)(3cos(
8

2
3

5
02

3
f(2) −−= θ

πε
ϕ

a
R

a
R

q                       (9) 

由(8)式和(9)式,可推知这体系的电偶极矩和电四极矩. 

镜像法  这种方法是用若干个假想的镜像电荷,等效未知的电荷(包括介质

的极化电荷或导体表面的感应电荷)分布,这些假想电荷与已知电荷的总电势或

总电场,只要满足全部定解条件,所得到的解就是唯一正确的解.必须注意的是,

为使找到的解满足每个求解区域内给定的电势或电场方程,假想的镜像电荷必
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须置于每个求解区域之外,镜像电荷的数值及其位置,由边值关系和边界条件确

定. 

例 13. 用镜像法求解例 12 的电势. 

【解】 以假想的像电荷代替导体球与介质分界面真实的感应电荷及极化电

荷对电场的贡献,为使所得的解满足求解区域即球外的方程(1),像电荷必须置于

球内.由轴对称性,在球内 处置像电荷bz = q′ ,于是球外任一点的电势可写成 

r
q

r
q

′
′

+=
πεπε

ϕ
44

f                              (10) 

其中 r 是 q 到场点的距离,f r ′是 q′到场点的距离,即 

θcos2

11
22 RaaRr −+

= ，    
θcos2

11
22 RbbRr −+

=
′

            (11) 

由 ,0RR = 0=ϕ 的条件,有 

0][
0

f =
′
′

+ =RRr
q

r
q

，  即 
0f RRr

r
q
q

=

′
−=

′  

将 r 和 r ′代入上式并两边平方,可解出 

aRqq /0f−=′ ，                        (12) aRb /2
0=

r
aRq

r
q

′
−=

πεπε
ϕ

4
/

4
0ff                            (13) 

此解与上题(5)式是一致的,它显然也满足 ∞→R , 0→ϕ 的条件. 

例 14. 在 和 两区域分别充满电容率为0>z 0<z 2ε 与 1ε 的均匀介质, az = 处

有一点电荷 ,求电势分布,以及电荷 受到的作用力. q q

【解】这问题有 z 轴对称性.电荷 的电场使两区域的介质均被极化.定解条

件为 

q

22
2 ),,( εδϕ /azyxq −−=∇  ,                    (1) 01

2 =∇ ϕ

0=z ： 12 ϕϕ = ，
zz ∂

∂
=

∂
∂ 1

1
2

2
ϕ

ε
ϕ

ε                      (2) 

以假想的像电荷产生的场代替极化电荷的场.为满足 区域0>z 2ϕ 的方程,在

az −= 处置像电荷 ,则此区域内任一点的电势为 q′
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]
)()(

[
4

1
2222222

2
azyx

q

azyx

q

+++

′
+

−++
=

πε
ϕ            (3) 

为满足 区域0<z 1ϕ 的方程,设 az = 处原电荷 与像电荷之和为q q ′′ ,于是此区域的

电势为 

2221
1

)(4
1

azyx

q

−++

′′
=

πε
ϕ                        (4) 

由条件(2),可解得 

qq
21

21

εε
εε

+
−

−=′ ， qqqq
21

22
εε

ε
+

−
+=′−=′′                  (5) 

将 和 代入(3)和(4),即得电势解.电荷 受到的力,等效于q′ q ′′ q q′ 的电场对其作用

力: 

zz a
q

a
qqq eeEF 2

212

21
2

2
2 )(16

)(
)(24 εεπε

εε
πε +

−
−=

′
=′=             (6) 

若 21 εε > , 将受到吸引力,这是因为,此时界面即q az = 处出现的总极化电荷（在

无限靠近界面的两侧，都有极化面电荷分布）面密度 

)()( 12
0120 zzzp ∂

∂
−

∂
∂

−=−⋅=
ϕϕ

εεσ EEe                 (7) 

与 q 异号；若 21 εε < ,此时 将与 同号, 将受到排斥力. pσ q q

格林函数法 任一场点 x 处的电势 )(xϕ ,都是每一个源点 x′上的电荷激发的

电势之叠加.而位于 点的单位点电荷 (x′ 1+=q )的密度,可以 δ 函数表示为

)()( xxx ′−= δρ .因此,一个单位点电荷在任一场点 x 产生的电势,可用格林函数

表示,它显然满足方程 ),( xx ′G

0
2 /)(),( εδ xxxx ′−−=′∇ G                      (2.38) 

读者已经知道,在无界空间中,位于 x′点的单位点电荷( 1+=q )在任一点 x 产生的

电势为 r4/1)( 0πεϕ =x ,即方程(2.38)在无界空间中的解为 

r
G

04
1),(

πε
=′xx                           (2.39) 

它称为无界空间的格林函数,其中 || xx ′−=r . 
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若 的下半空间为导体, 的上半空间为真空,导体表面上方 点处有

一单位点电荷.设 即导体表面电势为零,用镜像法,容易得到上半空间的格

林函数 

0<z 0>z x′

0=z

]
)()()(

1

)()()(

1[
4

1),(
2222220 zzyyxxzzyyxx

G
′++′−+′−

−
′−+′−+′−

=′
πε

xx   (2.40) 

它满足边界条件: 处, . 0=z 0=G

若半径为 R0 的导体球接地(电势为零),球外空间为真空,而且球外 点处有

一单位点电荷.用镜像法,也容易得到球外空间的格林函数 

x′

]
cos2)/(

1
2

1[
4

1)(

2
0

2
0

220

α

απε

RRRRRR

cosRRRR
G

′−+′

′−′+
=′ -x,x

              (2.41) 

它满足 处0RR =′ 0=G ,其中α 是场点位矢 x 与单位点源位矢 x′之间的夹角： 

)(cossinsincoscoscos φφθθθθα ′−′+′=                (2.42) 

)( φθ,,R 与 )( φθ ′′′ ,,R

x

分别是场点和点源的坐标.如果半径为 R0 的导体球壳接地(电

势为零), 球内 ′点处有一单位点电荷,则(2.41)就是球内空间的格林函数. 

利用格林公式 

Sd)()d( 22 ⋅∇−∇=∇−∇ ∫∫ SV
V φϕϕφφϕϕφ            (2.43) 

并取ϕ 为满足泊松方程 

0
2 /)()( ερϕ xx −=∇                     (2.44) 

的电势解,φ 为满足方程(2.38)的格林函数 G.则在任一区域V 内,泊松方程(2.44)

的解可表示为 

S
n

G
n

G

VG

S

V

′
′∂
′∂′−

′∂
∂′

+′′′=

∫
∫

]d
),(

)(),([

)d(),()(

0
xx

xxx

xxxx

ϕϕε

ρϕ
               (2.45) 

其中 )(x′ρ 是V 内的电荷密度函数.这种方法的关键,是根据具体问题和给定的边

界条件,选择正确的格林函数 )( x,x′G ,它是格林方程(2.38)在一定边界条件下的解.
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若给定的是V 的界面 的S ϕ 值,应当选择第一类边值问题的格林函数： 

0),( =′
∈′ SG xxx                           (2.46) 

此时(2.45)式便成为 

∫∫ ′
′∂
′∂′−′′′

S
S

n
G

V ]d
),(

)()d(),(( 0
xx

xxxx ϕερϕ =)x

S

V
G

∂

           (2.47) 

值,应当选择第二类边值问题的格林函数： 若给定的是V 的界面 的 n∂/ϕ

Sn
G

S 0

1),(
ε

−=
′∂
′∂

∈′x

xx                        (2.48) 

这里 是界面的总面积,此时(2.45)为 S

V
= ∫ SS

S
n

GVG ϕϕερ +′
′∂

∂′+′′′ ∫ d)()d()() 0 x,xxx,xϕ(x         (2.49) 

Sϕ 是界面电势的平均值. 

例 14. 一半径为 的球面,在球坐标0R /20 π<< θ 的半球面上电势为 0ϕ ，在

π<<π θ2/ 的半球面上电势为 0ϕ− .用格林函数法求空间各点的电势.  

【解】这问题给定的边界条件是球面 的电势,故应选择第一类边值问题的

格林函数，即在球面 上

S

S 0) =′ x,x .球空间格林函数 G(

]
cos2)/

1
2

1[1)(

2
0

2
0

22
0

α

απε

RRRRRR

cosRRRR
G

′−+′

′−′+
-x

(

4
=′ x,

                  (1) 

满足 处 ,其中0RR =′ 0=G α 是场点位矢 x 与单位点源位矢 x′之间的夹角： 

)(cossinsincoscoscos φφθθθθα ′−′+′=                  (2) 

)( φθ,,R 与 )( φθ ′,R ′′, 分别是场点和点源的坐标.因球内电荷体密度 0=ρ ,由(2.25)式,

球内任一点的电势由积分 

∫ ′
′∂
′∂′−=

S
S

R
G

d
)(

)()( 0
x,x

xx ϕεϕ                     (3) 

给出,积分面是 0RR =′ 的球面.球内任一场点到球心的距离 RR ′≤ ,故有 ，

而轴对称下的球函数加法公式为 

2
0RRR ≤′

)()()(cos)(cos)(cos xPxPPPP nnnnn ′=′= θθα               (4) 
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因此格林函数(1)可展开为 

)()(][
4

1)(
0

12n
0

22

1
0

xPxP
R

RR
R
RG nn

n
n

n
′

′
−

′
=′ ∑

∞

=
++πε

x,x                (5) 

于是有 

)()(1)(2
4

1

0
2

000

xPxP
R
Rn

R
G

nn
n

n

n

RR
′+=

′∂
∂ ∑

∞

=
+

=′ πε
-                  (6) 

球面元 ,球面 S 上给定的边值为：φφθθ ′′−=′′′=′ ddddsind 2
0

2
0 xRRS 10 ≤′≤ x 处 0ϕϕ = ，

处0≤1 ′≤− x 0ϕϕ −= ,可知电势不应当含 0=n 项（单极项）.于是由(3)式,得球内任

一点的电势 

∑

∫∑

∫

∫∫

∞

=

∞

=

+

=

′′+=

′
′∂

∂
−=

′
′∂

∂′
′∂

∂
=

1

1

0
1 0

0

1

00
2
00

1

0 0

0

1 0
2
001

)(

)d()()1)((2

d4

]dd[2

n
n

n
n

nn
n

n

xPRa

xxPxP
R
Rn

x
R
GR

x
R
Gx

R
GR

ϕ

ϕπε

ϕϕπεϕ
-

-

                  (7) 

其中 

∫ ′′+=
1

00

0 )d(1)(2 xxP
R

na nnn
ϕ

                       (8) 

当 ，由勒让德多项式的递推关系 0≠n

)(1)(2)]()([
d
d

1-1 xPnxPxP
x nnn ′+=′′+ -                    (9) 

(0)](1)(0)(1)[
12

1

)]()([
12

1)d(

1111

1
011

1

0

−−++

−+

+−
+

=

′−′
+

=′∫
nnnn

nnn

PPPP
n

xPxP
n

xxP

-

          (10) 

而 

0(1) =nP ， 当 为任意整数；  n 0(0) =nP ,  当 n为奇数； 

n
nP n

n
L

L

642
1)(5311)((0) 2

⋅⋅
−⋅⋅

−= ，  当 为偶数. n

于是(8)式中 

0)d(
1

0
=′′∫ xxPn ,    当 为偶数 n

 21



1)(642
2)(531

1)()d( 2
11

0 +⋅⋅
−⋅⋅

=′′
−

∫ n
n

xxP
n

n
L

L
-      当 为奇数            (11) n

即有 

n

n

n Rn
nna

0

02
1

1)(642
2)(5311)(21)(

ϕ
+⋅⋅

⋅⋅
+−=

−

L

L -  ,      仅为奇数         (12) n

将上式的 改写为 ,因而对任意整数 ,有 n 12 +n n

12
0

0
12 2642

1)(25313)(41)(
++ ⋅⋅

⋅⋅
+−= n

n
n Rn

nna
ϕ

L

L -                 (13) 

于是球内区域的电势为 

∑
∞

=
+

+
+=

0
12

12
121 )cos(

n
n

n
n PRa θϕ     )( 0RR <                (14) 

在球外区域,满足 处,∞→R 0→2ϕ 的电势,应当有形式 

)(cos12
0

22
12

2 θϕ +

∞

=
+
+∑= n

n
n
n P

R
b                       (15) )( 0RR >

再由 处,0 21RR = ϕϕ = ,便得系数 

34
01212

+
++ = n

nn Rab                         (16) 

(15)式中, 为偶极项电势,0=n 1=n 为八极项电势……用分离变量法亦可得到上

述结果. 
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