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一、法兰在基座下的速度描述与工具在工件下的速度描述之

间关系。 

工具坐标系和工件坐标下是机器人正常工作中必备可少的两个坐标系。在描述关节与机

器人末端的速度关系时，如果建模时未考虑工具及工件坐标系，求得的速度描述为法兰在基

座下的描述。而实际关心的确是工具在工件下的速度描述。因此，需要确定法兰在基座下的

速度描述与工具在工件下的速度描述之间关系。当然，如果建模时考虑工具及工件，求得的

速度描述为工具在工件下的描述。 

 下面给出了两种情况下的法兰在基座下的速度描述与工具在工件下的速度描述之间关

系。 

情况一：工具在法兰上： 

 

 

工具在基座下的速度描述： 

𝜔𝑇
𝐵 = 𝜔𝐸

𝐵 + 𝑅𝐸
𝐵 𝜔𝑇

𝐸 = 𝜔𝐸
𝐵  (工具与法兰之间无相对运动 𝜔𝑇

𝐸 = 0) 

𝑣𝑇
𝐵 = 𝑣𝐸

𝐵 + 𝑅𝐸
𝐵 𝑣𝑇

𝐸 + 𝜔𝐸
𝐵 × ( 𝑅𝐸

𝐵 𝑃𝑇
𝐸 ) = 𝑣𝐸

𝐵 + 𝜔𝐸
𝐵 × ( 𝑅𝐸

𝐵 𝑃𝑇
𝐸 ) (工具与法兰之间无相对运动 𝑣𝑇

𝐸 = 0) 

进一步得，由法兰在基座下的速度描述来确定工具在工件下的速度描述： 

𝜔𝑇
𝑊 = 𝜔𝐵

𝑊 + 𝑅𝐵
𝑊 𝜔𝑇

𝐵 = 𝑅𝑇𝑊
𝐵 𝜔𝑇

𝐵 = 𝑅𝑇𝑊
𝐵 𝜔𝐸

𝐵  (工件与基座之间无相对运动 𝜔𝐵
𝑊 = 0) 

 

𝑣𝑇
𝑊 = 𝑣𝐵

𝑊 + 𝑅𝐵
𝑊 𝑣𝑇

𝐵 + 𝜔𝐵
𝑊 × ( 𝑅𝐵

𝑊 𝑃𝑇
𝐵 ) = 𝑅𝐵

𝑊 𝑣𝑇
𝐵 = 𝑅𝑇𝑊

𝐵 ( 𝑣𝐸
𝐵 + 𝜔𝐸

𝐵 × ( 𝑅𝐸
𝐵 𝑃𝑇

𝐸 ))  (工件与基座之间

无相对运动 𝑣𝐵
𝑊 = 0， 𝜔𝐵

𝑊 = 0) 

 

变形得，由工具在工件下的速度描述确定法兰在基座下的速度描述： 

𝜔𝐸
𝐵 = 𝑅𝑊

𝐵 𝜔𝑇
𝑊  

𝑣𝐸
𝐵 = 𝑅𝑊

𝐵 𝑣𝑇
𝑊 − 𝜔𝐸

𝐵 × ( 𝑅𝐸
𝐵 𝑃𝑇

𝐸 ) 

 

 

情况二：工件在法兰上： 

B 

E 
T 

[ 𝑣𝐸
𝐵 , 𝜔𝐸

𝐵 ] 

[ 𝑣𝑇
𝑊 , 𝜔𝑇

𝑊 ] 
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𝜔𝐵
𝐸 = 𝑅𝑇𝐸

𝐵 𝜔𝐸
𝐵  

𝑣𝐵
𝐸 = 𝑅𝑇𝐸

𝐵 𝑣𝐸
𝐵  

工具在法兰下的速度描述： 

𝜔𝑇
𝐸 = 𝜔𝐵

𝐸 + 𝑅𝐵
𝐸 𝜔𝑇

𝐵 = 𝜔𝐵
𝐸  (工具与基座之间无相对运动 𝜔𝑇

𝐵 = 0) 

𝑣𝑇
𝐸 = 𝑣𝐵

𝐸 + 𝑅𝐵
𝐸 𝑣𝑇

𝐵 + 𝜔𝐵
𝐸 × ( 𝑅𝐵

𝐸 𝑃𝑇
𝐵 ) = 𝑣𝐵

𝐸 + 𝜔𝐵
𝐸 × ( 𝑅𝐵

𝐸 𝑃𝑇
𝐵 ) (工具与基座之间无相对运动 𝑣𝑇

𝐵 = 0) 

 

 

进一步得，由法兰在基座下的速度描述来确定工具在工件下的速度描述： 

𝜔𝑇
𝑊 = 𝜔𝐸

𝑊 + 𝑅𝐸
𝑊 𝜔𝑇

𝐸 = 𝑅𝑇𝑊
𝐸 𝜔𝑇

𝐸 = 𝑅𝑇𝑊
𝐸 𝜔𝐵

𝐸 = 𝑅𝑇𝑊
𝐸 𝑅𝑇𝐸

𝐵 𝜔𝐸
𝐵   (工件与法兰之间无相对运动 𝜔𝐸

𝑊 =

0) 

 

𝑣𝑇
𝑊 = 𝑣𝐸

𝑊 + 𝑅𝐸
𝑊 𝑣𝑇

𝐸 + 𝜔𝐸
𝑊 × ( 𝑅𝐸

𝑊 𝑃𝑇
𝐸 ) = 𝑅𝐸

𝑊 𝑣𝑇
𝐸 = 𝑅𝑇𝑊

𝐸 ( 𝑣𝐵
𝐸 + 𝜔𝐵

𝐸 × ( 𝑅𝐵
𝐸 𝑃𝑇

𝐵 ))  (工件与法兰之间

无相对运动 𝑣𝐸
𝑊 = 0， 𝜔𝐸

𝑊 = 0) 

 

变形得，由工具在工件下的速度描述确定法兰在基座下的速度描述： 

𝜔𝐸
𝐵 = 𝑅𝐸

𝐵 𝜔𝐵
𝐸 = 𝑅𝐸

𝐵 𝑅𝑊
𝐸 𝜔𝑇

𝑊  

𝑣𝐸
𝐵 = 𝑅𝐸

𝐵 𝑣𝐵
𝐸 = 𝑅𝐸

𝐵 ( 𝑅𝑊
𝐸 𝑣𝑇

𝑊 − 𝜔𝐵
𝐸 × ( 𝑅𝐵

𝐸 𝑃𝑇
𝐵 )) 

 

 

 

 

 

二、动力学参数辨识流程 

机器人技术正在向高速、高精度和智能化方向发展，因此，对机器人的控制精度提出了

更高的要求。相比于传统仅基于误差反馈的控制方案，基于模型的控制由于加入了机器人的

动力学模型，因而可提高机器人的动态性能及对轨迹的跟踪精度。构造基于模型的控制方案

离不开精确的动力学模型，然而实际机器人存在诸多影响动力学的因素，必须对其进行补偿。

采用对整体机器人进行动力学参数辨识的方法，既不增加动力学模型的复杂性，又可体现各

B 

E 

T 

[ 𝑣𝐸
𝐵 , 𝜔𝐸

𝐵 ] 

[ 𝑣𝑇
𝑊 , 𝜔𝑇

𝑊 ] 

W 



种动力学影响因素的作用，获取最接近机器人实际动态特性的动力学模型。 

作为机器人领域研究的热点问题，动力学参数辨识受到了国内外许多学者的关注，相继

提出了一系列具有应用价值的方法。概括起来可分为解体测量方法，CAD 方法、以及整体

辨识方法。 

⑴ 解体测量计算方法 

解体测量计算方法是将机器人的各个连杆分解，然后分别测量各连杆的几何参数，并

且鉴定连杆的材料，按照刚体惯性参数的定义计算连杆的惯性参数值。这种方法的优点是无

需采用任何辅助手段，无需数据采集及算法设计，且可以辨识出所有参数的独立值。缺点是，

对于形状复杂的构件，惯性参数的计算十分复杂，且质心、连杆长度等参数的精确测量也不

易实现，另外，这种方法无法计及关节摩擦及关节柔性，因而由这组辨识参数计算得到的力

矩与实际值仍会有较大误差。  

⑵CAD 方法 

CAD 方法是随着计算机辅助设计技术的发展而形成的，通过机器人的三维设计模型，

由软件自动计算得到或由理论公式计算得到。该方法较解体测量方法容易获得惯性参数的独

立值，缺点同样是无法计及关节因素，包括关节摩擦及弹性对动力学的影响，而且 CAD 测

量的是理想情况下的惯性参数值，实际加工及装配过程的误差，会使得这一值偏离惯性参数

的实际值。  

⑶整体辨识 

整体辨识是对实际的机器人进行辨识实验，即给定机器人各关节一个优化好的轨迹，

机器人运动过程中，对各关节的力矩及关节转角参数进行测量，将测量的数据带入到辨识模

型，通过构造的辨识算法便可计算出动力学参数的值。整体辨识较前几种辨识有明显的优点。

由于辨识实验与机器人实际工作时完全相同，因此，该辨识方法能够计及机器人实际工作过

程中各种影响因素的作用，尽管需要对力矩及转角进行测量，但工业机器人一般都安装有相

应的测量传感器，如关节转角可通过安装在电机上的编码器测得，力矩可通过电流与力矩的

关系由电流的测量值得到。由于整体辨识能够考虑到各种动力学影响因素的作用，因而目前

动力学参数辨识大都采用这种辨识方案。  

动力学参数辨识的目的是根据动力学参数的辨识值准确计算机器人进行某运动所需要

的力矩，因而动力学参数的辨识值与真实值一致与否并不是动力学参数辨识结果是否可接受

的唯一衡量标准，决定辨识结果是否合理的是力矩的预测精度，即由动力学参数辨识值计算

得到的力矩值与实际测量到的力矩值是否一致。由于整体辨识方案得到的是一组综合了各种

因素的参数值，因而由这组参数计算得到的力矩值比其他辨识方案计算出的力矩更接近实际

情况。 

     辨识策略大致可分为两类及整体辨识法和基于连杆组合体的辨识方法。整体辨识时让

所有关节一起运动，然后采集所有关节的电流或力矩及转角，带入到整体的辨识模型，一次

性计算出所有的待辨识参数。操作简便，但参数易受负载影响，使用与负载不频繁变化的场

合。采用连接组合体的辨识方法是通过将关节进行锁定，每次都相当于辨识最末关节的参数。

操作繁琐，但受负载影响较小，使用与负载频繁变化的场合。 

     由于课题采用的机器人负载并非频繁变化，这里采用整体辨识方法。 

完整的动力学参数辨识主要包括以下几个方面： 

1、 建立了串联机器人系统的动力学模型。 

常用的建模方法有牛顿—欧拉迭代方程、拉格朗日方程、凯恩方程等。 

2、 对建立的动力学模型进行参数线性化。 

动力学方程模型并不是线性的，给参数辨识带来了麻烦，为了对参数辨识需要对方程进

行参数线性化处理。 



𝜏 = 𝑊(𝑞, 𝑞,̇ �̈�)𝑃 

其中：P = [p1, p2,⋯ , p6]
T， pi = [Ixxi, Iyyi, Izzi, Ixyi, Ixzi, Iyzi, Hxi, Hyi, Hzi, mi, Iai, fvi, fci]

T，Hxi =

mirxi , Hyi = miryi , Hyi = miryi，其中惯性参数是相对连杆坐标系的，而不是重心坐标系。如

果第 1 步中建立的动力学模型的惯性矩阵是相对重心坐标系描述的，需要应用平行轴定理

将惯性矩阵，由原来的相对质心描述转换为相对关节坐标原点描述。否则𝑝𝑖中会含有明显与

𝐻𝑥𝑖 , 𝐻𝑦𝑖 , 𝐻𝑧𝑖 , 𝑚𝑖相关的𝐻𝑥𝑖𝑟𝑥𝑖 , 𝐻𝑦𝑖𝑟𝑟𝑖 , 𝐻𝑧𝑖𝑟𝑧𝑖项。 

3、 参数的独立性处理。 

参数的独立性处理也就是获取最小参数。第 2 步中得到的这些参数之间并不是相互独

立的，参数相互独立是取得较高辨识精度的前提，因此需要对待辨识参数的独立性进行分析，

目的是找到一组相互独立的参数集合，即最小参数集。最小参数集是参数的组合值，目前动

力学参数辨识大多只能辨识出这一组合值，但组合值并不影响动力学的计算，完全可以取代

实际参数。而且还可以简化动力学模型。获取最小参数（实际参数的组合值）的常用方法有

利用机器人几何参数直接推导最小惯性参数和利用 QR 分解获取最小参数等。处理结果为 

𝜏 = 𝑊𝐵(𝑞, 𝑞,̇ �̈�)𝑃𝐵 

其中：𝑊𝐵为𝑊独立的列组成的矩阵，𝑃𝐵为最小参数组成的列向量。 

4、 轨迹优化 

参数的可辨识性与所选择的关节运动密切相关，关节运动轨迹选取不当会造成某些参数

不可辨识。同时，参数的辨识精度与关节运动轨迹也有很大关系。目前，工业机器人动力学

参数辨识大都采用傅立叶级数型的轨迹 

qi(t) = qi0 +∑
al
ωfl

N

l=1

sin(ωflt) −
bl
ωfl

cos(ωflt) 

其中：𝑞𝑖表示关节转角，𝑞𝑖0表示关节转角常量，𝑎𝑙、𝑏𝑙表示轨迹的常系数，𝜔𝑓为轨迹的基频，

𝜔𝑓𝑙表示第𝑙阶的频率。 

采用该轨迹的优点是： 

（1）以通过设置𝜔𝑓 的大小，使轨迹的频带远离机械臂的自然角频率，从而避免由于机

械臂共振引起的震动及柔性现象 。 

（2）可通过解析的方法求角速度、角加速度，即先对转角信号进行离散傅立叶变换，

取变换后的主要频谱，再对其进行离散傅立叶变换的反变换，即可得到转角的时域表达

式，进而求出角速度、角加速度的表达式。通过选择主要频带，就可以剔除由干扰引起

的噪声，与传统通过微分求角速度、角加速度的方法相比，噪声大大降低。 轨迹优化

是对其中的常系数𝑎𝑙、𝑏𝑙及𝑞𝑖0 进行优化，即在关节转角、角速度、角加速度的限制条

件下，找到一组𝑎𝑙、𝑏𝑙、𝑞𝑖0 ，使得由这组参数得到的系数矩阵的条件数或一些变形指

标最小。这是一个带有限制条件的非线性最优问题，可采用有约束非线性最优化法、遗

传算法等进行优化。 

5、 最小参数的辨识 

很多算法都可用于动力学参数辨识，如最大似然估计，最小二乘法，卡尔曼滤波，神经网络，

遗传算法等，本文采用最小二乘法作为辨识算法，该方法被国内外学者广泛应用于动力学参

数辨识，且取得了理想的精度，另外，相对于其他算法，该方法构造起来十分方便，参数设

置无需任何经验（神经网络、遗传算法），也无需将动力学转换为状态方程的形式（卡尔曼

滤波）。这里采用最小二乘方法求解，解得一般形式为： 

𝑃𝐵 = (𝑤𝐵
𝑇𝑊𝐵)

−1𝑤𝑏
𝑇𝜏 

6、 将参数化动力学模型变为状态空间形式 



在具体应用动力学模型是往往采用的是状态空间形式的动力学模型，状态空间形式的动

力学模型显示的给出了惯性项、奥利科里项及重力项。可以应用于多种控制方法，如可以将

重力项用于阻抗控制的重力补偿。该动力学模型与第 1 步中的动力学模型的差别反应在采

用的参数不同，前者是实际参数的组合值，后者是实际参数，但二者本质上是一样的。由于

该方程采用的实际参数的组合，减少了参数个数，简化的动力学模型，所以提高了运算速度。 

辨识过程如图所示： 

 

 

 

 

 

三、机器人负载辨识 

 动力学辨识常采用无负载情况下的整体辨识方法。而正常工作时机器人往往是带负载工

作。为例是机器人动力学特性更加准确还需要对负载进行辨识。一种是带负载在情况下进行

动力学辨识，把负载参数反应到机器人的末端连杆参数中。另一种是利用同一轨迹下的有负

载与无负载力矩差辨识出负载参数。 

 

辨识方法与动力学参数辨识方法类似。负载辨识的轨迹不要求所以关节运动，仅腕部三个关

节运动即可，大关节运动也可，但要注意负载与机器人本体或环境发生碰撞。 

𝜏 = 𝑀(𝑞)�̈� + 𝐶(𝑞, �̇�)�̇� + 𝐷(𝑞) + 𝐹𝑐𝑣 

𝜏 = 𝑊(𝑞, 𝑞,̇ �̈�)𝑃 

变形 
𝑃 = [𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝6]

𝑇（标准参数） 

𝑝𝑖 = [𝐼𝑥𝑥𝑖 , 𝐼𝑦𝑦𝑖, 𝐼𝑧𝑧𝑖 , 𝐼𝑥𝑦𝑖, 𝐼𝑥𝑧𝑖 , 𝐼𝑦𝑧𝑖 , 𝐻𝑥𝑖 , 𝐻𝑦𝑖, 𝐻𝑧𝑖 ,𝑚𝑖 , 𝐼𝑎𝑖 , 𝑓𝑣𝑖, 𝑓𝑐𝑖]
𝑇 

𝐻𝑥𝑖 = 𝑚𝑖𝑟𝑥𝑖  , 𝐻𝑦𝑖 = 𝑚𝑖𝑟𝑦𝑖  , 𝐻𝑦𝑖 = 𝑚𝑖𝑟𝑦𝑖 

（惯性矩阵相对连杆坐标系） 

𝜏 = 𝑊𝐵(𝑞, 𝑞,̇ �̈�)𝑃𝐵 

直接重组标准参数（重组关系为符号形式） 

QR 分解（重组关系为数值形式） 

𝑃𝐵 = (𝑤𝐵
𝑇𝑊𝐵)

−1𝑤𝑏
𝑇𝜏 

最小二乘等 

𝑞𝑖(𝑡) =∑
𝑎𝑙
𝜔𝑓𝑙

𝑁

𝑙=1

𝑠𝑖𝑛൫𝜔𝑓𝑙𝑡൯ −
𝑏𝑙
𝜔𝑓𝑙

𝑐𝑜𝑠൫𝜔𝑓𝑙𝑡൯ + 𝑞𝑖0 

机器人 
𝜏 , 𝑞, 𝑞,̇ �̈� 

滤波 

𝜏 = 𝑀(𝑞)�̈� + 𝐶(𝑞, �̇�)�̇� + 𝐷(𝑞) + 𝐹𝑐𝑣 

轨迹优化 



第一步：采集无负载情况下的力矩数据。 

第二步:  同样轨迹下采集有负载的力矩数据。 

第三步：力矩做差，利用最小二乘求解负载参数。 

 

具体实施方法： 

动力学参数化方法： 

𝜏 = 𝑊(𝑞, 𝑞,̇ �̈�)𝑃 

其中：P = [p1, p2,⋯ , pn]
T， pi = [Ixxi, Iyyi, Izzi, Ixyi, Ixzi, Iyzi, Hxi, Hyi, Hzi, mi, Iai, fvi, fci]

T，Hxi =

mirxi , Hyi = miryi , Hyi = miryi，其中惯性参数是相对连杆坐标系的，而不是重心坐标系。n

为机器人自由度。 

 

设相对末端连杆坐标系的负载参数为：  

pf = [p1f
𝑇, p2f

𝑇]T  

p1f = [Ixxf, Iyyf, Izzf, Ixyf, Ixzf, Iyzf, Hxf, Hyf, Hzf,mf]
T  

p2f = [Iaf, fvf, fcf]
T = 0  (负载与末端连杆固连) 

Hxf = mfrxf , Hyf = mfryf , Hyf = mfryf  

 

动力学参数变形得： 

𝜏 = [𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛] [

p1
p2… .
pn

] 

 由于机器人负载与机器人末端连杆固连，因此可将负载作为末端连杆的一部分。 

对应的动力学模型可写为： 

𝜏′ = [𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛
′ ] [

p1
p2… .
p𝑛
′

] 

由于将负载等效为机器人末端连杆，并不改动力学模型形式，因此𝑤𝑛 = 𝑤𝑛
′。由于pn与

pf为相同坐标系下的描述，因此等效末端连杆参数p𝑛
′ = pn + pf。 

上面两式做差得： 

𝜏′ − 𝜏 = 𝑤𝑛(p𝑛
′ − pn) = 𝑤𝑛pf = 𝑤1𝑛p1f，  

不难发现，参数p1f已是最小参数。可以直接对上式进行最小二乘求解p1f。 

 需要注意的是，负载参数p1f的描述坐标系为末端连杆坐标系。 

 

关于带负载动力学的计算问题： 

 利用末端连杆参数和负载参数，求得等效末端连杆参数带入动力学方程求解。等效末端

连杆参数为： 

p𝑛
′ = pn + pf 

= [Ixxn + Ixxf, Iyyn + Iyyf, Izzn + Izzf, Ixyn + Ixyf, Ixzn + Ixzf, Iyzn + Iyzf, Hxn + Hxf, Hyn + Hyf, Hzn

+Hzf, mn +mf, Ian, fvn, fcn]
T 

近一步可得等效末端连杆参数： 

惯性张量（相对末端连杆坐标系描述）： 

Ixxn
′ = Ixxn + Ixxf 

Iyyn
′ = Iyyn + Iyyf 

Izzn
′ = Izzn + Izzf 



Ixyn
′ = Ixyn + Ixyf 

Ixzn
′ = Ixzn + Ixzf 

Iyzn
′ = Iyzn + Iyzf 

质量： 

mn
′ = mn +mf 

质心（相对末端连杆坐标系描述）： 

rxn
′ =

Hxn + Hxf
mn
′

=
mnrxn +mfrxf
mn +mf

 

ryn
′ =

Hyn + Hyf

mn
′

=
mnryn +mfryf

mn +mf
 

rzn
′ =

Hzn + Hzf
mn
′

=
mnrzn +mfrzf
mn +mf

 

 

四、基于末端六维力传感器的负载辨识 

六维力传感器是机器人常用传感器之一。特别是工业机器人应用中，在工业机器人末端

加装六维力传感器，实现阻抗/导纳控制、力位混合控制、拖动示教、力反馈遥操作等力控制

方法是非常常见的。机器人工作过程中一般需要操作工具，工具会安装在传感器的下端。不

同姿态情况下，由于重力作用（仅考虑静态或低速运动情况），末端工具会对传感器采集的

数值有影响，不能完全反映末端作用力情况，还包括工具的重力的作用效果。因此为了准确

反应末端作用力，需要进行重力补偿。而另一方面，在工作过程中往往是工具末端与环境发

生力交互，由于力作用点与传感器坐标系的力臂作用，传感器采集的数据并不是实际的接触

作用力。因此需要将传感器采集的作用力变换的接触点坐标系（工具末端坐标系）上。除了

使用机器人的负载辨识功能辨识负载外（参见机器人负载辨识 - 知乎 (zhihu.com)）也可使

用传感器直接辨识负载。本文将介绍基于末端六维力传感器的负载辨识原理。 

 下图给出了机器人传感器相关的坐标系（绿色为传感器，灰色为工具）。 

 

 

E：机器人法兰坐标系 

S：传感器坐标系 

T：工具坐标系(相对法兰坐标系描述) 

C：质心坐标系(包括传感器，相对法兰坐标系描述)，其坐标系姿态与机器人法兰坐标系 E

相同。 

B：机器人基坐标系 

 基于传感器数据进行负载辨识时，传感器自身的质量及质心是无法辨识的，可以大致评

B 

T 

S 

E 

C 

https://zhuanlan.zhihu.com/p/93473731


估其质量及质心，虽然可能和实际数据有一定差距，但对传感器的重力补偿无影响。由于传

感器和传感器负载组成了机器人的总负载，所以传感器质量和质心的评估对总负载的准确性

有一定影响。 

1、带着力传感器及工具的情况下进行工具坐标系标定可得到，坐标系 E 与坐标系 T 之间的

变换关系： 𝐴𝑇
𝐸 。 

2、设传感器质量和 E 坐标系下的质心坐标分别为𝑚𝑠和( 𝑥𝑠𝑐
𝐸 , 𝑦𝑠𝑐

𝐸 , 𝑧𝑠𝑐
𝐸 )；总负载质量和 E 坐标

系下的质心坐标𝑚和 ( 𝑥𝐶
𝐸 , 𝑦𝐶

𝐸 , 𝑧𝐶
𝐸 )；传感器负载质量和 E 坐标系下的质心坐标𝑚𝑡和

( 𝑥𝑡𝐶
𝐸 , 𝑦𝑡𝐶

𝐸 , 𝑧𝑡𝐶
𝐸 ) 

3、带着力传感器及工具的情况下进行负载辨识（负载参数相对末端连杆坐标系 N 描述），

得到传感器及工具的质量和𝑚 = 𝑚𝑠 +𝑚𝑡及 N 坐标系下传感器及工具的质心坐标

( 𝑥𝐶
𝑁 , 𝑦𝐶

𝑁 , 𝑧𝐶
𝑁 )。 

4、总负载和传感器及传感器负载的质量及质心关系如下： 

 

𝑚 𝑥𝐶
𝐸 = 𝑚𝑠 𝑥𝑠𝑐

𝐸 +𝑚𝑡 𝑥𝑡𝐶
𝐸                 

𝑚 𝑦𝐶
𝐸 = 𝑚𝑠 𝑦𝑠𝑐

𝐸 +𝑚𝑡 𝑦𝑡𝐶
𝐸          (1) 

𝑚 𝑦𝐶
𝐸 = 𝑚𝑠 𝑦𝑠𝑐

𝐸 +𝑚𝑡 𝑦𝑡𝐶
𝐸                 

其中： 

[
 
 
 
𝑥𝑡𝐶
𝐸

𝑦𝑡𝐶
𝐸

𝑧𝑡𝐶
𝐸

1 ]
 
 
 

= 𝐴𝑆
𝐸

[
 
 
 
𝑥𝑡𝐶
𝑆

𝑦𝑡𝐶
𝑆

𝑧𝑡𝐶
𝑆

1 ]
 
 
 

           (2) 

在工具质心 tC 处建立坐标系，该坐标与基坐标 B 姿态一致，如下图所示。 

 

则坐标系 tC 下重力产生的力和力矩为： 

𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 = 𝑚𝑡𝑔 = [

𝑚𝑡𝑔𝑥
𝑚𝑡𝑔𝑦
𝑚𝑡𝑔𝑧

] 

𝑛𝑡𝐶
𝑡𝐶 = [

0
0
0
] 

 

其中[

𝑔𝑥
𝑔𝑦
𝑔𝑧
]与 tC 或 B 坐标系有关，如果重力沿着 B 的 z 轴向下，[

𝑔𝑥
𝑔𝑦
𝑔𝑧
] = [

0
0

−9.8
] 

 

 根据传感器负载受力分析，得传感器检查力与传感器负载重力的关系： 

T 

S 
tC 

E 

B 



𝑓𝑆
𝑆 = 𝑅𝑡𝐶

𝑆 𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 = 𝑅𝐵

𝑆 𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 = 𝑅𝐸

𝑆 𝑅𝐵
𝐸 𝑓𝑡𝐶

𝑡𝐶    (3) 

 

𝑛𝑆
𝑆 = ( 𝑅𝑡𝐶

𝑆 𝑛𝑡𝐶
𝑡𝐶 + 𝑃𝑡𝐶

𝑆 × 𝑓𝑡𝐶
𝑆 ) 

= 𝑃𝑡𝐶
𝑆 × ( 𝑅𝑡𝐶

𝑆 𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 ) = 𝑃𝑡𝐶

𝑆 × ( 𝑅𝐵
𝑆 𝑓𝑡𝐶

𝑡𝐶 ) = 𝑃𝑡𝐶
𝑆 × 𝑓𝑆

𝑆      (4) 

由第一个方程可以求得传感器负载质量𝑚𝑡，第二个方程可求得相对测量坐标系 S 的传

感器负载质心( 𝑥𝑡𝐶
𝑆 , 𝑦𝑡𝐶

𝑆 , 𝑧𝑡𝐶
𝑆 )，由公式(1)和(2)进一步可求得总负载质量𝑚和总负载相对法兰坐

标系 E 的质心( 𝑥𝐶
𝐸 , 𝑦𝐶

𝐸 , 𝑧𝐶
𝐸 )。 

 

 求解方法可采用最小二乘求解，采集三个姿态不同的点，利用(3)和(4)分别列些两个方

组，使用最小二乘分别求解。也可以放在一起，列些一个大的方程组一起求解。 

 

 

 

 

五、机器人六维力传感器重力补偿与力变换 

 六维力传感器是机器人常用传感器之一。特别是工业机器人应用中，在工业机器人末端

加装六维力传感器，实现阻抗/导纳控制、力位混合控制、拖动示教等力控制方法是非常常

见的。机器人工作过程中一般需要操作工具，工具会安装在传感器的下端。不同姿态情况下，

由于重力作用（仅考虑静态或低速运动情况），末端工具会对传感器采集的数值有影响，不

能完全反映末端作用力情况，还包括工具的重力的作用效果。因此为了准确反应末端作用力，

需要进行重力补偿。而另一方面，在工作过程中往往是工具末端与环境发生力交互，由于力

作用点与传感器坐标系的力臂作用，传感器采集的数据并不是实际的接触作用力。因此需要

将传感器采集的作用力变换的接触点坐标系（工具末端坐标系）上。 

 下图给出了机器人传感器相关的坐标系（绿色为传感器，灰色为工具）。 

 

 

N：机器人末端连杆坐标系（可能与法兰重合，也可能在机器人腕部） 

E：机器人法兰坐标系 

S：传感器坐标系 

T：工具坐标系(包括传感器) 

C：质心坐标系(包括传感器)，其坐标系姿态与机器人腕部坐标系 N 相同。 

B：机器人基坐标系 

 

1、带着力传感器及工具的情况下进行工具坐标系标定可得到，坐标系 E 与坐标系 T 之间的

B 

T 

S 

E 

N 

C 



变换关系： 𝐴𝑇
𝐸 。 

2、带着力传感器及工具的情况下进行负载辨识（负载参数相对末端连杆坐标系 N 描述），

得到传感器及工具的质量和𝑚 = 𝑚𝑠 +𝑚𝑡及 N 坐标系下传感器及工具的质心坐标

( 𝑥𝐶
𝑁 , 𝑦𝐶

𝑁 , 𝑧𝐶
𝑁 )。 

根据机器人建模关系可得到 𝐴𝑁
𝐸 ,则 𝐴𝐶

𝐸 = 𝐴 𝐴𝐶
𝑁

𝑁
𝐸 =

[
 
 
 
∗ ∗
∗ ∗

∗ 𝑥𝐶
𝐸

∗ 𝑦𝐶
𝐸

∗ ∗
0 0

∗ 𝑧𝐶
𝐸

0 1 ]
 
 
 

，其中( 𝑥𝐶
𝐸 , 𝑦𝐶

𝐸 , 𝑧𝐶
𝐸 )为 E 坐标

系下传感器及工具的质心坐标。 

[
 
 
 
𝑥𝐶
𝐸

𝑦𝐶
𝐸

𝑧𝐶
𝐸

1 ]
 
 
 

= 𝐴𝑁
𝐸

[
 
 
 
𝑥𝐶

𝑁

𝑦𝐶
𝑁

𝑧𝐶
𝑁

1 ]
 
 
 

 

3、给定传感器的质量𝑚𝑠及坐标系 E 与坐标系 S 之间的变换关系： 𝐴𝑆
𝐸 =

[
 
 
 
∗ ∗
∗ ∗

∗ 𝑥𝑠
𝐸

∗ 𝑦𝑠
𝐸

∗ ∗
0 0

∗ 𝑧𝑠
𝐸

0 1 ]
 
 
 
，设

 ( 𝑥𝑠𝑐
𝐸 , 𝑦𝑠𝑐

𝐸 , 𝑧𝑠𝑐
𝐸 )为 E 坐标系下的传感器质心坐标，为简便起见可令( 𝑥𝑠𝑐

𝐸 , 𝑦𝑠𝑐
𝐸 , 𝑧𝑠𝑐

𝐸 ) = ( 𝑥𝑠
𝐸 , 𝑦𝑠

𝐸 , 𝑧𝑠
𝐸 )。 

4、近一步可确定工具质量为𝑚𝑡 = 𝑚−𝑚𝑠，E 坐标系下工具的质心坐标( 𝑥𝑡𝐶
𝐸 , 𝑦𝑡𝐶

𝐸 , 𝑧𝑡𝐶
𝐸 ) 

由 

𝑚 𝑥𝐶
𝐸 = 𝑚𝑠 𝑥𝑠𝑐

𝐸 +𝑚𝑡 𝑥𝑡𝐶
𝐸  

𝑚 𝑦𝐶
𝐸 = 𝑚𝑠 𝑦𝑠𝑐

𝐸 +𝑚𝑡 𝑦𝑡𝐶
𝐸  

𝑚 𝑦𝐶
𝐸 = 𝑚𝑠 𝑦𝑠𝑐

𝐸 +𝑚𝑡 𝑦𝑡𝐶
𝐸  

得： 

𝑥𝑡𝐶
𝐸 =

𝑚 𝑥𝐶
𝐸 −𝑚𝑠 𝑥𝑠𝑐

𝐸

𝑚 −𝑚𝑠
 

𝑦𝑡𝐶
𝐸 =

𝑚 𝑦𝐶
𝐸 −𝑚𝑠 𝑦𝑠𝑐

𝐸

𝑚−𝑚𝑠
 

𝑧𝑡𝐶
𝐸 =

𝑚 𝑧𝐶
𝐸 −𝑚𝑠 𝑧𝑠𝑐

𝐸

𝑚 −𝑚𝑠
 

则 S 坐标系下工具的质心坐标为： 

[
 
 
 
𝑥𝑡𝐶
𝑆

𝑦𝑡𝐶
𝑆

𝑧𝑡𝐶
𝑆

1 ]
 
 
 

= 𝐴𝐸
𝑆

[
 
 
 
𝑥𝑡𝐶
𝐸

𝑦𝑡𝐶
𝐸

𝑧𝑡𝐶
𝐸

1 ]
 
 
 

 

在工具质心 tC 处建立坐标系，该坐标与基坐标 B 姿态一致，如下图所示。 

 

T 

S 
tC 

E 

B 



则坐标系 tC 下重力产生的力和力矩为： 

𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 = 𝑚𝑡𝑔 = [

𝑚𝑡𝑔𝑥
𝑚𝑡𝑔𝑦
𝑚𝑡𝑔𝑧

] 

𝑛𝑡𝐶
𝑡𝐶 = [

0
0
0
] 

 

其中[

𝑔𝑥
𝑔𝑦
𝑔𝑧
]与 tC 或 B 坐标系有关，如果重力沿着 B 的 z 轴向下，[

𝑔𝑥
𝑔𝑦
𝑔𝑧
] = [

0
0

−9.8
] 

𝑓𝑆
𝑆 = 𝑅𝑡𝐶

𝑆 𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 + 𝑅𝑇

𝑆 𝑓𝑇
𝑇 = 𝑅𝐵

𝑆 𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 + 𝑅𝑇

𝑆 𝑓𝑇
𝑇 = 𝑅𝐸

𝑆 𝑅𝐵
𝐸 𝑓𝑡𝐶

𝑡𝐶 + 𝑅𝑇𝑆
𝐸 𝑅𝑇

𝐸 𝑓𝑇
𝑇  

 

𝑛𝑆
𝑆 = ( 𝑅𝑡𝐶

𝑆 𝑛𝑡𝐶
𝑡𝐶 + 𝑃𝑡𝐶

𝑆 × 𝑓𝑡𝐶
𝑆 ) + ( 𝑅𝑇

𝑆 𝑛𝑇
𝑇 + 𝑃𝑇

𝑆 × 𝑓𝑇
𝑆 ) 

= 𝑃𝑡𝐶
𝑆 × ( 𝑅𝑡𝐶

𝑆 𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 ) + 𝑅𝑇

𝑆 𝑛𝑇
𝑇 + 𝑃𝑇

𝑆 × ( 𝑅𝑇
𝑆 𝑓𝑇

𝑇 ) 

= 𝑃𝑡𝐶
𝑆 × ( 𝑅𝐵

𝑆 𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 ) + ( 𝑅𝑇𝑆

𝐸 𝑅𝑇
𝐸 ) 𝑛𝑇

𝑇 + 𝑃𝑇
𝑆 × (( 𝑅𝑇𝑆

𝐸 𝑅𝑇
𝐸 ) 𝑓𝑇

𝑇 ) 

 

变形得，做用在坐标系 T 处的作用力为： 

 

𝑓𝑇
𝑇 = 𝑅𝑇𝑇

𝐸 𝑅𝑆
𝐸 ( 𝑓𝑆

𝑆 − 𝑅𝐸
𝑆 𝑅𝐵

𝐸 𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 ) 

𝑛𝑇
𝑇 = 𝑅𝑇𝑇

𝐸 𝑅𝑆
𝐸 ( 𝑛𝑆

𝑆 − 𝑃𝑡𝐶
𝑆 × ( 𝑅𝐵

𝑆 𝑓𝑡𝐶
𝑡𝐶 ) − 𝑃𝑇

𝑆 × (( 𝑅𝑇𝑆
𝐸 𝑅𝑇

𝐸 ) 𝑓𝑇
𝑇 )) 

其中： 𝑃𝑡𝐶
𝑆 = [

𝑥𝑡𝐶
𝑆

𝑦𝑡𝐶
𝑆

𝑧𝑡𝐶
𝑆

], 𝑃𝑇
𝑆 = 𝐴𝐸

𝑆 [ 𝑃𝑇
𝐸

1
] 

则外力 𝑓𝑇
𝑇 和 𝑛𝑇

𝑇 在法兰 E 处产生的力和力矩为： 

𝑓𝐸
𝐸 = 𝑅𝑇

𝐸 𝑓𝑇
𝑇  

𝑛𝐸
𝐸 = 𝑅𝑇

𝐸 𝑛𝑇
𝑇 + 𝑃𝑇

𝐸 × 𝑓𝑇
𝐸 = 𝑅𝑇

𝐸 𝑛𝑇
𝑇 + 𝑃𝑇

𝐸 × ( 𝑅𝑇
𝐸 𝑓𝑇

𝑇 ) 

其中： 

( 𝑅𝑇
𝐸 𝑃𝑇

𝐸

0 1
) = 𝐴𝑇

𝐸  

 

 

 

 

六、基于六维力传感器机器人导纳控制 

机器人的导纳控制的基本思想是：控制系统采用基于位置控制的内环和力控控制的外环

策略。检测系统（六维力矩传感器）与外界的接触力𝐹𝑒,通过一个二阶导纳模型，生成一个附

加的位置，此附加位置再去修正预先设定的位置轨迹，最终送入位置控制内环，完成最终的

位置控制。 

 这种控制方式可以使得系统表现出𝑀𝑠2 + 𝐵𝑠 + 𝐾的阻抗特性, 该控制方式不需要机器

人的动力学模型。这种方式特别适合于位置控制效果好的伺服控制系统。导纳控制计算的结

果是关节期望位置，对应传统的工业机器人来说是很容易实现的。所以目前力控制中的应用



是以导纳控制为主的。 

 阻抗模型： 

𝑀�̈�𝑒 + 𝐵�̇�𝑒 + 𝐾𝑥𝑒 = 𝐹𝑒 

其中： 

⚫ 𝐹𝑒为传感器采集的工具坐标系下环境力（由传感器坐标系下测量值到工具下的实际接触

力转换方法，参见本人知乎文章《机器人六维力传感器重力补偿与力变换》）在基础坐

标系或工件坐标系下的描述。 

⚫ 𝑥𝑒 = 𝑥 − 𝑥𝑑 = [∆𝑣, ∆𝜔]为工件或基坐标系下描述的实际位姿𝑥与期望位姿𝑥𝑑之差。注：

对于位置可直接相减，即位置偏差∆𝑣，但姿态不可直接相减。姿态偏差求法： 𝑅𝑒 = 𝑅𝑅𝑑
𝑇，

相当于姿态减法。并将其转换为等效转轴描述的姿态偏差∆𝜔。（传感器采集的扭矩相当

于等效转轴描述）。 

⚫ �̇�𝑒 = �̇� − �̇�𝑑和�̈�𝑒 = �̈� − �̈�𝑑为𝑥𝑒的一阶导数和二阶导数。 

⚫ 𝐾为刚度系数对角矩阵。 

⚫ 𝐵为阻尼系数对角矩阵。 

⚫ 𝑀为惯性系数对角矩阵。 

 

 由于导纳控制时根据接触力调整机器人运动，因此，对阻抗模型改写成如下形式： 

�̈�𝑒 = 𝑀
−1(𝐹𝑒 − 𝐵�̇�𝑒

𝑡 − 𝐾𝑥𝑒
𝑡) 

进一步积分可得: 

�̇�𝑒
𝑡+1 = �̇�𝑒

𝑡 + �̈�𝑒∆𝑡 

𝑥𝑒
𝑡+1 = 𝑥𝑒

𝑡 + �̇�𝑒
𝑡+1∆𝑡 

注： 

a.为了防止积分的累计误差，可以在每个控制周期内新计算的�̇�𝑒
𝑡和𝑥𝑒

𝑡基础上叠加。 

b.由�̈�𝑒到�̇�𝑒
𝑡+1位置和姿态积分直接叠加即可；但�̇�𝑒

𝑡+1到𝑥𝑒
𝑡+1的位置积分可直接叠加，姿

态积分不可直接叠加，可转换成姿态矩阵描述下进行叠加，叠加表达式：𝑅𝑡+1 = ∆𝑅𝑅𝑡，其

中∆𝑅由�̇�𝑒
𝑡+1的等效转轴姿态描述转换而来。 

 阻抗/导纳控制实际上就是将机器人等效为六个维度的弹簧阻尼系统： 

 

 

一个维度上的等效阻抗模型 

控制系统结构框图如下： 

B 

𝐹𝑒 

𝑥 𝑥 

𝐹𝑒 

𝐾 𝐵 

𝑀 

Z 轴方向上的等效 



 

 利用当前反馈的关节角度𝑞，计算出当前的位姿偏差𝑥𝑒
𝑡及位姿速度偏差�̇�𝑒

𝑡，再利用采集

的环境作用力𝐹𝑒计算出期望的加速度�̈�𝑒，积分得期望的修正位姿偏差𝑥𝑒
𝑡+1，最终叠加到期望

输入𝑥𝑑上得到最终的位姿控制量𝑥𝑢，经过逆运动学求得关节控制量𝑞𝑢。在内环位置控制跟踪

误差较小的情况下，可以使用关节控制量𝑞𝑢作为反馈，可大大提高系统的控制稳定性。 

 

关于参数整定： 

典型二阶系统传递传递函数： 

𝐺(𝑠) =
𝜔𝑛
2

𝑠2 + 2𝜉𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛2
 

阻抗模型𝑀�̈�𝑒 + 𝐵�̇�𝑒 + 𝐾𝑥𝑒 = 𝐹𝑒的传递函数描述： 

 

𝑋𝑒(𝑠)

𝐹𝑒(𝑠)
=

1/𝑀

𝑠2 + (𝐵/𝑀)𝑠 + (𝐾/𝑀)
 

令
𝐵

𝑀
= 2𝜉𝜔𝑛，

𝐾

𝑀
= 𝜔𝑛

2。 

则𝐵 = 2𝜉√𝑀𝐾 

 

首先确定惯性参数𝑀，𝑀越大惯性越大，过小会造成导纳控制量过大超出机器人允许范

围。之后根据实际情况确定刚度参数𝐾，𝐾越大刚度越大，过小会造成较大的跟踪误差。最

后根据期望的阻尼𝜉（0 < 𝜉 < 1欠阻尼，𝜉 > 1过阻尼）进一步确定阻尼参数𝐵 = 2𝜉√𝑀𝐾，

增大阻尼参数𝐵有利于削弱与硬物接触时的反弹现象。 

 

 

七、机器人力控装配 

被控

对象 

𝜏 

 

�̇� 

伺服位

置控制 

𝑠 

正运动学 

𝑞 𝑥𝑑 

J 

�̇� 

𝑀−1(𝐹𝑒 − 𝐵�̇�𝑒
𝑡 − 𝐾𝑥𝑒

𝑡) 

∆𝑇 

逆运动学 
𝑞𝑢 

工作环境 

�̈�𝑒 

𝑥𝑒
𝑡+1 

𝑥 

𝐹𝑒 

𝑥𝑒
𝑡 

+ − 

+ + 

∆𝑇 
�̇�𝑒
𝑡+1 

+ 
+ 

+ + 

�̇�𝑑 

+ 

− 

�̇�𝑒
𝑡 

两次积分 

𝑥𝑢 



 机械臂力控装配是机器人应用的场景之一。该项技术可应用于减速机装配、电子器件插

拔、机械零部件去毛刺及抛光等。能够在很大程度上降低生成成本、提高效率、改善生产质

量。 

 这里以六轴工业机器人加末端六维力传感器对行星减速机进行装配为实验场景。使用的

相关设备包括：商用机器人本体、六维力传感器、行星减速机及自主开发的通用机器人控制

器。用到的技术包括： 

负载辨识 

传感器重力补偿 

 导纳控制 

 齿轮寻位与装配技术（依赖精确的力控控制）。 

 

 需要用到负载辨识及传感器重力补偿是因为传感器下带着工具和装配工件，其重力和惯

性力（低速可忽略）会对接触力的测量产生影响。需要对传感器采集的进行重力补偿及变换

测能获取真实的接触力。当然，考虑到装配过程中工具和装配工件移动和转动量相对微小，

利用传感器的清零功能也是可以实现精确的接触力和力矩的检查，无需进行重力补偿。 

 考虑到装配过着中需要对装配力进行控制，因此在导纳控制的基础上引入期望控制力，

控制系统结构框图如下： 

 

 

 

 相对于阻抗表达式，其中引入了期望控制力或力矩，当对应维度上的刚度系数为零时，

该维度将对期望力或力矩进行跟踪。因此可用通过设置期望力或力矩及刚度系数，确定是力

跟踪控制还是带有阻抗的位置跟踪控制。 

待装配工件及机器人的位置关系如下： 

机器

人 

𝜏 

 
伺服位

置控制 

𝑞 𝑥𝑑 

𝑀−1൫(𝐹𝑒 − 𝐹𝑑) − 𝐵�̇�𝑒
𝑡 − 𝐾𝑥𝑒

𝑡൯ 

逆运动学 
𝑞𝑢 

行星减速机 

𝐹𝑒 

+ 

𝑥𝑢 

期望

装配

力 

𝑥𝑒
𝑡+1 

寻 位

轨迹 

𝐹𝑑 



 

 

 考虑到机器人与行星减速机的安装方式，这里以工件坐标系下进行力控装配为例。下面

列写装配工艺要素： 

1、选择工件坐标系的 Z 轴方向为力控制，保证装配工件与待装配工件之间维持一定的压力，

推动装配过程。 

2、采用 X 和 Y 轴方向导纳控制且刚度较小的位置和力结合方案，保证装配工件能够在力的

作用下移动并具有位置跟踪能力，从而快速的找到正确的装配位置。例如：可以结合视觉系

统，辅助确定装配位置，在力和位置跟踪共同作用下完成定位。或者采用 X 和 Y 轴方向期

望力为 0 的纯力控制方案。 

3、绕 X 和 Y 轴旋转采用导纳控制，且刚度较大，防止装配工件产生偏置，造成无法装配。 

4、装配工件绕其中轴旋转，促使装配工件在力的作用下，向装配位置平移。 

5、绕 Z 轴旋转采用导纳控制，且刚度较小，防止在旋转方式上产生较大的装配力，造成工

件损坏。 

 

装配流程分析： 

1、位置控制移动至装配位置附近，装配工件与待装配工件无接触。 

 

2、在 Z 轴方向力控制作用下，装配工件与待装配工件发生接触，且维持期望的接触力。 

 

B 

𝑧 

𝑥 W 
待装配工件 

装配工件 

工件坐标系 

待装配工件 

装配工件 

待装配工件 

装配工件 



3、装配工件绕其中轴旋转，同时在装配工件与待装配工件接触力的作用下，待装配工件位

置发生平移，加上装配工件与待装配工件存在一定的倒角。装配工件最终将移动至装配位置。 

 

 另外，如果 X 和 Y 轴方向采用刚度较小导纳控制，可以利用视觉对装配位置进行修正，

提高装配速度。 

4、在 Z 轴方向力控制作用下，装配工件与待装配工件完全吻合，最终装配完成。 

 

 自研控制系统的装配工艺代码如下： 

int MainModule() 

{ 

 //导入数据 

 IMPORTPOSE(p21); 

 IMPORTPOSE(p22); 

 IMPORTPOSE(p23); 

 IMPORTPOSE(p24); 

 IMPORTJOINT(j1); 

 IMPORTSPEED(v10); 

 IMPORTSPEED(v100); 

 IMPORTZONE(z0); 

 IMPORTTOOL(tool10); 

 IMPORTWOBJ(wobj0); 

  

 //运动到初始位置 

 moveA(j1,v100,NULL,NULL,NULL); 

 //初始化力控制 

 SFCInit("SFCtest", 0, 0, tool10, wobj0, 0);  

  

存在压力，不易发生平移 

力 

力 

力 



 //设置阻抗参数 

 double M[6]={10,10,10,10,10,1}; 

 double B[6]={1000,1000,1000,632,5}; 

 double K[6]={100,100,0,10000,10000,2}; 

 SFCSetAdmittanceCtrlParam("SFCtest", M, B, K); 

 

 //设置目标控制力 

 double target_force[6]={0,0,10,0,0,0}; 

 SFCSetTargetForce("SFCtest", target_force); 

 

 //移动到装配位置上方 

 moveL(p22,v100,z0,tool10,wobj0); 

 moveL(p21,v100,z0,tool10,wobj0); 

 

 //开启力控制 

 SFCStart("SFCtest"); 

 double is_valid[6]={0,0,1,0,0,0}; 

 robpose robpose_condition=Offs(p21, 0, 0, -0.015, 0, 0, 0); 

 

 while (robot_ok()) 

 { 

  //判断是否完成装配 

  if (SFCIsSatisfyForceCondition("SFCtest", target_force,is_valid,1,0)&& 

  SFCIsSatisfyCartesianCondition("SFCtest", 

&robpose_condition,is_valid,0.005,0)) 

  { 

   break; 

  } 

 

  //末端旋转，激发力控寻位 

  moveL(p23,v10,z0,tool10,wobj0); 

  moveL(p24,v10,z0,tool10,wobj0); 

 } 

 //装配完成，关闭力控 

 SFCEnd("SFCtest"); 

 return 0; 

} 

 

 

八、在线 double S 速度规划方法 

 Double S 是常用的一种速度规划方法，保证加速度连续，是机械臂常采用的一种规划

方法。《Trajectory Planning for Automatic Machines and Robots》一书中给出了 double 

S 的几种规划算法，包括离线规划和在线规划两种，而在线规划又有两种实现方法，“On-line 



computation of the double S trajectory”和“Nonlinear Filters for Optimal Trajectory 

Planning”，前者存在加加速度震荡现象且规划速度必须大于起始和终止规划速度，规划受

限。后者，规划的加速度、加加速度都存在较为严重的震荡现象。更详细内容可参加

《Trajectory Planning for Automatic Machines and Robots》3.4和 4.6节。 

 本文在 On-line computation of the double S trajectory”的基础上推导出适用性更广泛的

在线规划方法。允许在线修改规划速度、加速度、加加速度且设置的最大速度不受限制。 

 

符号说明 

𝑆：规划位移（𝑆 ≥ 0）； 

𝑡𝑘：当前时刻（𝑡𝑘 ≥ 0） 

𝑠𝑘：当前位移（0 ≤ 𝑠𝑘 ≤ 𝑆）； 

𝑣𝑘：当前速度； 

𝑎𝑘：当前加速度； 

𝑗𝑘：当前加加速度； 

𝑇𝑠：插补周期； 

𝑣𝑠：起始规划速度（𝑣𝑠 ≥ 0）； 

𝑣𝑒：终止规划速度（𝑣𝑒 ≥ 0）； 

𝑎𝑠：起始规划加速度（𝐴𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑎𝑠 ≤ 𝐴𝑚𝑎𝑥）； 

𝑎𝑒：终止规划加速度（𝐴𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑎𝑒 ≤ 𝐴𝑚𝑎𝑥）； 

𝑉𝑚𝑖𝑛：最小允许速度（𝑉𝑚𝑖𝑛 ≤ 0）； 

𝑉𝑚𝑎𝑥：最大允许速度（𝑉𝑚𝑎𝑥 ≥ 0）； 

𝐴𝑚𝑖𝑛：最小允许加速度（𝐴𝑚𝑖𝑛 ≤ 0）； 

𝐴𝑚𝑎𝑥：最大允许加速度（𝐴𝑚𝑎𝑥 ≥ 0）； 

𝐽𝑚𝑖𝑛：最小允许加速度（𝐽𝑚𝑖𝑛 ≤ 0）； 

𝐽𝑚𝑎𝑥：最大允许加加速度（𝐽𝑚𝑎𝑥 ≥ 0）； 

 

规划流程 



 

 该在线规划方法的重点是根据已知的初始和终止状态𝑣𝑠、𝑣𝑒、𝑎𝑠、𝑎𝑒及约束信息𝑉𝑚𝑖𝑛 

𝑉𝑚𝑎𝑥、𝐴𝑚𝑖𝑛、𝐴𝑚𝑎𝑥、𝐽𝑚𝑖𝑛、𝐽𝑚𝑎𝑥计算加加速度𝑗𝑘，再进行积分，可进一步求得加速度𝑎𝑘、速

度𝑣𝑘、位移𝑠𝑘。积分标定式如下： 

{
 
 

 
 𝑎𝑘 = 𝑎𝑘−1 +

𝑇𝑠
2
(𝑗𝑘−1 + 𝑗𝑘)

𝑣𝑘 = 𝑣𝑘−1 +
𝑇𝑠
2
(𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘

𝑠𝑘 = 𝑠𝑘−1 +
𝑇𝑠
2
(𝑣𝑘−1 + 𝑣𝑘)

)       (1) 

  

随着𝑇𝑠的增大积分误差随之增大，为了减小几个积分误差，可以通过对𝑇𝑠进行细分来提

高计算精度。即：以周期𝑇𝑠
∗ =

𝑇𝑠

𝑁
  (𝑁 ≥ 1)进行积分运算，减小计算周期，提高积分精度。 

 

加加速度计算 

 该规划算法中𝑉𝑚𝑎𝑥并不严格指最大允许速度，允许𝑣𝑘 > 𝑉𝑚𝑎𝑥的情况出现，𝑉𝑚𝑎𝑥实际上

是指匀速运动的速度。整个规划过程分为两部分：匀速运动前及匀速运动的开始运动段和匀

速运动后的停止运动段。 

第一段：匀速运动前及匀速运动 

 该段存在两种情况，𝑣𝑠 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥和𝑣𝑠 > 𝑉𝑚𝑎𝑥两种情况。 

当𝑣𝑠 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥时，为加速过程。需要注意的是，在𝑎𝑠 < 0时，为先减速运动再加速度运动，

这里通常为加速过程。如下图所示： 

计算加加速度 

𝑎𝑘−1 +
𝑇𝑠
2
(𝑗𝑘−1 + 𝑗𝑘) 

𝑣𝑠 𝑣𝑒 𝑎𝑠  𝑎𝑒 𝑉𝑚𝑖𝑛 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝐴𝑚𝑖𝑛 𝐴𝑚𝑎𝑥 𝐽𝑚𝑖𝑛 𝐽𝑚𝑎𝑥 

𝑗𝑘  

𝑎𝑘  

𝑣𝑘−1 +
𝑇𝑠
2
(𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘) 

𝑣𝑘  

𝑠𝑘−1 +
𝑇𝑠
2
(𝑣𝑘−1 + 𝑣𝑘) 

𝑠𝑘  



 

𝑣𝑠 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥，𝑎𝑠 > 0            𝑣𝑠 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥，𝑎𝑠 < 0 

 在加速过程前期，加加速度𝑗𝑘应保持最大值𝐽𝑚𝑎𝑥，加速度𝑎𝑘不断增大，直到加速度𝑎𝑘达

到最大值𝐴𝑚𝑎𝑥，加加速度𝑗𝑘保持 0，加速度𝑎𝑘维持最大值不变。在接近匀速段时，加加速度

𝑗𝑘应保持最小值𝐽𝑚𝑖𝑛，直到加速度𝑎𝑘达到 0，加加速度𝑗𝑘保持 0，加速度𝑎𝑘维持 0 不变，速度

维持𝑉𝑚𝑎𝑥不变。𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
与𝑎𝑘的大小是判断加加速度切换的依据。该阶段加加速度表达式

如下： 

𝑗𝑘 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐽𝑚𝑎𝑥,   𝑣𝑘 −

𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
< 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 < 𝐴𝑚𝑎𝑥

0,   𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
< 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≥ 𝐴𝑚𝑎𝑥

𝐽𝑚𝑖𝑛,      𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
≥ 𝑉𝑚𝑎𝑥  𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 > 0    

0,         𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
≥ 𝑉𝑚𝑎𝑥  𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≤ 0  

           (2) 

其中𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
< 𝑉𝑚𝑎𝑥  𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 < 𝐴𝑚𝑎𝑥为加加速度段，𝑣𝑘 −

𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
< 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≥ 𝐴𝑚𝑎𝑥为匀

加速段，使用𝑎𝑘 ≥ 𝐴𝑚𝑎𝑥而不使用𝑎𝑘 = 𝐴𝑚𝑎𝑥是考虑可能产生计算误差。𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
≥

𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 > 0为减加速段，𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
≥ 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≤ 0为匀速段，使用𝑎𝑘 ≤ 0而不使用

𝑎𝑘 = 0是考虑可能产生计算误差。由于规划条件的不同，某些段可能不能再。 

 

当𝑣𝑠 > 𝑉𝑚𝑎𝑥时，为减速过程。需要注意的是，在𝑎𝑠 > 0时，为先加速运动再减速度运动，

这里通常为减速过程。如下图所示： 

 

𝑣𝑠 > 𝑉𝑚𝑎𝑥，𝑎𝑠 < 0            𝑣𝑠 > 𝑉𝑚𝑎𝑥，𝑎𝑠 > 0 



在减速过程前期，加加速度𝑗𝑘应保持最小值𝐽𝑚𝑖𝑛，加速度𝑎𝑘不断减小，直到加速度𝑎𝑘达

到最小值𝐴𝑚𝑖𝑛，加加速度𝑗𝑘保持 0，加速度𝑎𝑘维持最小值不变。在接近匀速段时，加加速度

𝑗𝑘应保持最大值𝐽𝑚𝑎𝑥，直到加速度𝑎𝑘达到 0，加加速度𝑗𝑘保持 0，加速度𝑎𝑘维持 0 不变，速度

维持𝑉𝑚𝑎𝑥不变。𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
与𝑎𝑘的大小是判断加加速度切换的依据。该阶段加加速度表达式

如下： 

𝑗𝑘 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐽𝑚𝑖𝑛,   𝑣𝑘 −

𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
> 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 > 𝐴𝑚𝑖𝑛

0,   𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
> 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≤ 𝐴𝑚𝑖𝑛

𝐽𝑚𝑎𝑥,      𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥  𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 < 0    

0,         𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥  𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≥ 0  

           (3) 

其中𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
> 𝑉𝑚𝑎𝑥  𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 > 𝐴𝑚𝑖𝑛为加减速度段，𝑣𝑘 −

𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
> 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≤ 𝐴𝑚𝑖𝑛为匀

减速段，使用𝑎𝑘 ≤ 𝐴𝑚𝑖𝑛而不使用𝑎𝑘 = 𝐴𝑚𝑖𝑛是考虑可能产生计算误差。  𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
≤

𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 < 0 为减减速段，𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≥ 0为匀速段，使用𝑎𝑘 ≥ 0而不使用

𝑎𝑘 = 0是考虑可能产生计算误差。由于规划条件的不同，某些段可能不能再。 

 式(2)和(3)在匀加速段或匀减速段、匀速段可能存在加加速度震荡。为了消除加加速度

震荡，需要重置加速度𝑎𝑘。 

𝑎𝑘 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐴𝑚𝑎𝑥 ,   𝑣𝑘 −

𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
< 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≥ 𝐴𝑚𝑎𝑥

𝐴𝑚𝑖𝑛,   𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
> 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≤ 𝐴𝑚𝑖𝑛

0,          𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑖𝑛
≥ 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≤ 0   

0,         𝑣𝑘 −
𝑎𝑘
2

2𝐽𝑚𝑎𝑥
≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑘 ≥ 0  

 

 

 

 

第二段：匀速运动后的停止段 

 考虑到停止速度可能非零，最终可能以减速形式停止，也可能以加速形式停止。如下图

所示： 



 

减速停止                  加速停止 

 以减速形式停止还是以加速形式停止，取决于𝑣𝑘、𝑉𝑚𝑎𝑥及𝑣𝑒情况。是否进入停止段，取

决于停止段位移ℎ𝑘与𝑆 − 𝑠𝑘的关系。当ℎ𝑘 ≥ 𝑆 − 𝑠𝑘时，进入匀速运动后的停止段，否则为匀

速运动前及匀速运动。 

 

减速形式停止： 

 减速停止阶段可分为三个阶段：加减速阶段、匀减速阶段和减减速阶段。对应的时间段

分别为：𝑇𝑗2𝑎、𝑇𝑗2𝑐、𝑇𝑗2𝑏，总减速时间为𝑇𝑑 = 𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑐 + 𝑇𝑗2𝑏。如果𝑇𝑗2𝑐 = 𝑇𝑑 − ൫𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑏൯ ≥

0，存在匀减速度段，则有： 

 

{
  
 

  
 𝑇𝑗2𝑎 =

𝐴𝑚𝑖𝑛 − 𝑎𝑘
𝐽𝑚𝑖𝑛

                                                         

𝑇𝑗2𝑏 =
𝑎𝑒 − 𝐴𝑚𝑖𝑛
𝐽𝑚𝑎𝑥

                                                         

𝑇𝑑 =
𝑣𝑒 − 𝑣𝑘
𝐴𝑚𝑖𝑛

+ 𝑇𝑗2𝑎
𝐴𝑚𝑖𝑛 − 𝑎𝑘
2𝐴𝑚𝑖𝑛

+ 𝑇𝑗2𝑏
𝐴𝑚𝑖𝑛 − 𝑎𝑒
2𝐴𝑚𝑖𝑛

      (4) 

如果𝑇𝑗2𝑐 = 𝑇𝑑 − ൫𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑏൯ < 0，无匀减速度段，则有： 

{
 
 

 
 𝑇𝑗2𝑎 = −

𝑎𝑘
𝐽𝑚𝑖𝑛

+
√(𝐽𝑚𝑎𝑥 − 𝐽𝑚𝑖𝑛)(𝑎𝑘

2𝐽𝑚𝑎𝑥 − 𝐽𝑚𝑖𝑛(𝑎𝑒2 + 2𝐽𝑚𝑎𝑥(𝑣𝑘 − 𝑣𝑒)))

𝐽𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑚𝑖𝑛 − 𝐽𝑚𝑎𝑥)

𝑇𝑗2𝑏 =
𝑎𝑒
𝐽𝑚𝑎𝑥

+
√(𝐽𝑚𝑎𝑥 − 𝐽𝑚𝑖𝑛)(𝑎𝑘

2𝐽𝑚𝑎𝑥 − 𝐽𝑚𝑖𝑛(𝑎𝑒2 + 2𝐽𝑚𝑎𝑥(𝑣𝑘 − 𝑣𝑒)))

𝐽𝑚𝑎𝑥(𝐽𝑚𝑎𝑥 − 𝐽𝑚𝑖𝑛)
   

𝑇𝑑 = 𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑏                                                                                                       

      (5) 

 

 对于的减速位移为： 

ℎ𝑘
𝑑 =

1

2
𝑎𝑘𝑇𝑑

2 +
1

6
൫𝐽𝑚𝑖𝑛𝑇𝑗2𝑎൫3𝑇𝑑

2 − 3𝑇𝑑𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑎
2 ൯ + 𝐽𝑚𝑎𝑥𝑇𝑗2𝑏

3 ൯ + 𝑇𝑑𝑣𝑘         (6) 

 该阶段加加速度表达式如下： 

𝑗𝑘 = {

𝐽𝑚𝑖𝑛             0 ≤ 𝑡𝑘 − 𝑡ℎ < 𝑇𝑗2𝑎     

0          𝑇𝑗2𝑎 ≤ 𝑡𝑘 − 𝑡ℎ < 𝑇𝑑 − 𝑇𝑗2𝑏
𝐽𝑚𝑎𝑥     𝑇𝑑 − 𝑇𝑗2𝑏 ≤ 𝑡𝑘 − 𝑡ℎ ≤ 𝑇𝑑 

       (7) 

其中𝑡ℎ为该段的起始时刻。 

 

加速形式停止： 

加速停止阶段可分为三个阶段：加加速阶段、匀加速阶段和减加速阶段。对应的时间段

分别为：𝑇𝑗2𝑎、𝑇𝑗2𝑐、𝑇𝑗2𝑏，总加速时间为𝑇𝑑 = 𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑐 + 𝑇𝑗2𝑏。如果𝑇𝑗2𝑐 = 𝑇𝑑 − ൫𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑏൯ ≥



0，存在匀加速度段，则有： 

 

{
  
 

  
 𝑇𝑗2𝑎 =

𝐴𝑚𝑎𝑥 − 𝑎𝑘
𝐽𝑚𝑎𝑥

                                                         

𝑇𝑗2𝑏 =
𝑎𝑒 − 𝐴𝑚𝑎𝑥
𝐽𝑚𝑖𝑛

                                                         

𝑇𝑑 =
𝑣𝑒 − 𝑣𝑘
𝐴𝑚𝑎𝑥

+ 𝑇𝑗2𝑎
𝐴𝑚𝑎𝑥 − 𝑎𝑘
2𝐴𝑚𝑎𝑥

+ 𝑇𝑗2𝑏
𝐴𝑚𝑎𝑥 − 𝑎𝑒
2𝐴𝑚𝑎𝑥

      (8) 

如果𝑇𝑗2𝑐 = 𝑇𝑑 − ൫𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑏൯ < 0，无匀加速度段，则有： 

{
 
 

 
 𝑇𝑗2𝑎 = −

𝑎𝑘
𝐽𝑚𝑎𝑥

+
√(𝐽𝑚𝑖𝑛 − 𝐽𝑚𝑎𝑥)(𝑎𝑘

2𝐽𝑚𝑖𝑛 − 𝐽𝑚𝑎𝑥(𝑎𝑒
2 + 2𝐽𝑚𝑖𝑛(𝑣𝑘 − 𝑣𝑒)))

𝐽𝑚𝑎𝑥(𝐽𝑚𝑎𝑥 − 𝐽𝑚𝑖𝑛)

𝑇𝑗2𝑏 =
𝑎𝑒
𝐽𝑚𝑖𝑛

+
√(𝐽𝑚𝑖𝑛 − 𝐽𝑚𝑎𝑥)(𝑎𝑘

2𝐽𝑚𝑖𝑛 − 𝐽𝑚𝑎𝑥(𝑎𝑒2 + 2𝐽𝑚𝑖𝑛(𝑣𝑘 − 𝑣𝑒)))

𝐽𝑚𝑖𝑛(𝐽𝑚𝑖𝑛 − 𝐽𝑚𝑎𝑥)
   

𝑇𝑑 = 𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑏                                                                                                      

     (9) 

 

 对于的减速位移为： 

ℎ𝑘
𝑎 =

1

2
𝑎𝑘𝑇𝑑

2 +
1

6
൫𝐽𝑚𝑎𝑥𝑇𝑗2𝑎൫3𝑇𝑑

2 − 3𝑇𝑑𝑇𝑗2𝑎 + 𝑇𝑗2𝑎
2 ൯ + 𝐽𝑚𝑖𝑛𝑇𝑗2𝑏

3 ൯ + 𝑇𝑑𝑣𝑘      (10) 

 

 该阶段加加速度表达式如下： 

𝑗𝑘 = {

𝐽𝑚𝑎𝑥             0 ≤ 𝑡𝑘 − 𝑡ℎ < 𝑇𝑗2𝑎     

0          𝑇𝑗2𝑎 ≤ 𝑡𝑘 − 𝑡ℎ < 𝑇𝑑 − 𝑇𝑗2𝑏
𝐽𝑚𝑖𝑛     𝑇𝑑 − 𝑇𝑗2𝑏 ≤ 𝑡𝑘 − 𝑡ℎ ≤ 𝑇𝑑 

   (11) 

其中𝑡ℎ为该段的起始时刻。 

 规划的停止位移ℎ𝑘 = max (ℎ𝑘
𝑑, ℎ𝑘

𝑎), 即：如果ℎ𝑘
𝑑 ≥ ℎ𝑘

𝑎, 为减速停止。否则，为加速停止。 

 

 

在线速度规划流程 



 

 

 

实验结果 

1、起始和终止状态为 0，有匀速段、有匀加速段 

𝑆：50；𝑣𝑠：0；𝑣𝑒：0；𝑎𝑠：0；𝑎𝑒：0； 

𝑉𝑚𝑖𝑛：-10；𝑉𝑚𝑎𝑥：10；𝐴𝑚𝑖𝑛：-10；𝐴𝑚𝑎𝑥：10；𝐽𝑚𝑖𝑛：-30；𝐽𝑚𝑎𝑥：30 

利用表达式计算(4)或(5)、(8)或(9) 

计算(6)、(10) 

𝑣𝑠 𝑣𝑒 𝑎𝑠  𝑎𝑒 𝑉𝑚𝑖𝑛 𝑉𝑚𝑎𝑥 𝐴𝑚𝑖𝑛 𝐴𝑚𝑎𝑥 𝐽𝑚𝑖𝑛 𝐽𝑚𝑎𝑥 

𝑇𝑗2𝑎 、𝑇𝑗2𝑏、𝑇𝑑 

ℎ𝑘
𝑑, ℎ𝑘

𝑎 

ℎ𝑘 = max (ℎ𝑘
𝑑, ℎ𝑘

𝑎) 

(7)或(11) 

ℎ𝑘 ≥ 𝑆 − 𝑠𝑘 

(2)或(3) 

是 

否 

𝑗𝑘 

(1) 

𝑠𝑘、𝑣𝑘、𝑎𝑘 



 

2、起始和终止状态为 0，无匀速段、有匀加速段 

𝑆：5；𝑣𝑠：0；𝑣𝑒：0；𝑎𝑠：0；𝑎𝑒：0； 

𝑉𝑚𝑖𝑛：-10；𝑉𝑚𝑎𝑥：10；𝐴𝑚𝑖𝑛：-10；𝐴𝑚𝑎𝑥：10；𝐽𝑚𝑖𝑛：-30；𝐽𝑚𝑎𝑥：30 

 

3、起始和终止状态非 0，无匀速段、无匀加速段 

𝑆：5；𝑣𝑠：5；𝑣𝑒：3；𝑎𝑠：3；𝑎𝑒：5； 

𝑉𝑚𝑖𝑛：-10；𝑉𝑚𝑎𝑥：10；𝐴𝑚𝑖𝑛：-10；𝐴𝑚𝑎𝑥：10；𝐽𝑚𝑖𝑛：-30；𝐽𝑚𝑎𝑥：30 

 
4、起始和终止状态非 0，无匀速段、无匀加速段 

𝑆：5；𝑣𝑠：5；𝑣𝑒：3；𝑎𝑠：-4；𝑎𝑒：2； 



𝑉𝑚𝑖𝑛：-10；𝑉𝑚𝑎𝑥：10；𝐴𝑚𝑖𝑛：-10；𝐴𝑚𝑎𝑥：10；𝐽𝑚𝑖𝑛：-30；𝐽𝑚𝑎𝑥：30 

 

5、匀速速度小于起始速度，起始和终止状态非 0，有匀速段、有匀加速段 

𝑆：50；𝑣𝑠：15；𝑣𝑒：3；𝑎𝑠：-4；𝑎𝑒：2； 

𝑉𝑚𝑖𝑛：-10；𝑉𝑚𝑎𝑥：10；𝐴𝑚𝑖𝑛：-10；𝐴𝑚𝑎𝑥：10；𝐽𝑚𝑖𝑛：-30；𝐽𝑚𝑎𝑥：30 

 

6、匀速速度小于起始和速度，起始和终止状态非 0，有匀速段、有匀加速段 

𝑆：50；𝑣𝑠：15；𝑣𝑒：20；𝑎𝑠：-4；𝑎𝑒：2； 

𝑉𝑚𝑖𝑛：-10；𝑉𝑚𝑎𝑥：10；𝐴𝑚𝑖𝑛：-10；𝐴𝑚𝑎𝑥：10；𝐽𝑚𝑖𝑛：-30；𝐽𝑚𝑎𝑥：30 

 



 

7、匀速速度小于起始和速度，起始和终止状态非 0，无匀速段、有匀加速段 

𝑆：20；𝑣𝑠：15；𝑣𝑒：20；𝑎𝑠：-4；𝑎𝑒：2； 

𝑉𝑚𝑖𝑛：-10；𝑉𝑚𝑎𝑥：10；𝐴𝑚𝑖𝑛：-10；𝐴𝑚𝑎𝑥：10；𝐽𝑚𝑖𝑛：-30；𝐽𝑚𝑎𝑥：30 

 
 

8、匀速速度小于起始和速度，起始和终止状态非 0，无匀速段、有匀加速段，匀速段更新规

划限制。 

𝑆：100；𝑣𝑠：15；𝑣𝑒：20；𝑎𝑠：-4；𝑎𝑒：2； 

𝑉𝑚𝑖𝑛：-10；𝑉𝑚𝑎𝑥：10；𝐴𝑚𝑖𝑛：-10；𝐴𝑚𝑎𝑥：10；𝐽𝑚𝑖𝑛：-30；𝐽𝑚𝑎𝑥：30 

2s 处更新：𝑉𝑚𝑖𝑛：-2；𝑉𝑚𝑎𝑥：2；𝐴𝑚𝑖𝑛：-20；𝐴𝑚𝑎𝑥：20；𝐽𝑚𝑖𝑛：-50；𝐽𝑚𝑎𝑥：50 

8s 处更新：𝑉𝑚𝑖𝑛：-25；𝑉𝑚𝑎𝑥：25；𝐴𝑚𝑖𝑛：-50；𝐴𝑚𝑎𝑥：50；𝐽𝑚𝑖𝑛：-50；𝐽𝑚𝑎𝑥：50 

 

9、匀速速度小于起始和速度，起始和终止状态非 0，无匀速段、有匀加速段，非匀速段更新

规划限制。 

𝑆：100；𝑣𝑠：15；𝑣𝑒：20；𝑎𝑠：-4；𝑎𝑒：2； 

𝑉𝑚𝑖𝑛：-10；𝑉𝑚𝑎𝑥：10；𝐴𝑚𝑖𝑛：-10；𝐴𝑚𝑎𝑥：10；𝐽𝑚𝑖𝑛：-30；𝐽𝑚𝑎𝑥：30 

0.4s 处更新：𝑉𝑚𝑖𝑛：-5；𝑉𝑚𝑎𝑥：5；𝐴𝑚𝑖𝑛：-20；𝐴𝑚𝑎𝑥：20；𝐽𝑚𝑖𝑛：-50；𝐽𝑚𝑎𝑥：50 

8s 处更新：𝑉𝑚𝑖𝑛：-25；𝑉𝑚𝑎𝑥：25；𝐴𝑚𝑖𝑛：-50；𝐴𝑚𝑎𝑥：50；𝐽𝑚𝑖𝑛：-50；𝐽𝑚𝑎𝑥：50 



 

 

 

 

 

 

 

S 型速度规划 

S 型曲线加减速全过程包括 7 段：加加速段、匀加速段、减加速段、匀速段、

加减速段、匀减速段和减减速段。S 型加减速控制曲线如下图 5-6 所示。 

 

图 5-6 S 型加减速控制曲线 

加加速 匀加速 减加速 匀速 加减速 匀减速 减减速
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T
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T
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T
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T
1

T
2

T
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0

amax

-amax

0

Vmax



在基于 S 型曲线的运动过程中，对于速度和加速度都有一定的限制性要求，

速度V 不大于机床最大速度 maxV ，加速度 a不大于机床最大加速度 maxa ，加加速

度为常量 constJ 。 

5.1.1 公式推导 

在目前采用的 S 型速度控制曲线中，加速度每次都是从 0 增加，最后又降为

0，而在实际运动过程中电机启动时允许有一个瞬时启动加速度 0a ，即认为加速

度可以从 0 瞬间提高到瞬时加速度 0a ，或者加速度瞬间从 0a 下降到 0，速度也有

类似功能，这样整个加速过程及速度的变化规律有一些改变。即问题三可以看作

是问题二的特殊情况。 

上图 5-6 中的 S 型加减速控制曲线没有考虑瞬时启动加速度和瞬时启动速

度，若将两者考虑在内后的 S 型曲线中各个阶段的速度、加速度、加加速度随时

间的变化规律分别为： 

(1) 各个阶段的速度变化规律为： 

2

1

2

1 max 1

1
                                                                                                (0, t ]

2

1
+ ( )                                                                

2

s

const

v Jt t

J T a t T

V

+ 

−

=

1 2

2 2

1 max 2 max 1 2 1 2 2 3

max

             ( t ,t ]

1 1
+ + ( ) ( )                              (t ,t ]

2 2

                                                                                         

const

t

J T a T a t T T J t T T t

V



− − − − − 

3 4

2

max 1 2 3 4 5

2

max 1 max 1 2 3

                (t ,t ]

1
( 2 )                                                                    (t ,t ]

2

1
( 3 )                                           

2
const

t

V J t T T T t

V J T a t T T T



− − − − 

− − − − − 5 6

2 2

max 1 max 2 max 1 2 3 1 2 3 6 7

       (t ,t ]

1 1
( 3 2 ) ( 3 2 )  (t ,t ]

2 2

t

V JT a T a t T T T J t T T T t




















− − − − − − + − − − 


（5-20） 

(2) 各个阶段的加速度变化规律为： 

0 1

max 1 2

max 1 2 2 3

                                         ( 0,t ]

                                             ( t ,t ]

( )                     ( t ,t ]

0                                     

a Jt t

a t

a J t T T t

a

+ 



− − − 

= 3 4

1 2 3 4 5

max 5 6

max 1 2 3 6 7

            ( t ,t ]

( 2 )                   ( t ,t ]

                                          ( t ,t ]

( 3 2 )       ( t ,t ]

t

J t T T T t

a t

a J t T T T t








− − − − 

− 

− + − − − 

（5-21） 

(3) 各个阶段的加加速度变化规律为： 



1

1 2

2 3

3 4

4 5

5 6

6 7

    (0, t ]

0          ( t ,t ]

    ( t ,t ]

0          ( t ,t ]

    ( t ,t ]

0          ( t ,t ]

    ( t ,t ]

const

const

const

const

J t

t

J t

J t

J t

t

J t





 


= 
− 

 

− 

（5-22） 

根据对称性的特点，S 型曲线一定存在加速阶段和减速阶段，加速阶段必定

存在加加速和减加速，但是若考虑瞬时启动加速度和瞬时启动速度，加加速和减

加速阶段的运行时间就不相等；而在减速阶段存在加减速和减减速，加减速和减

减速阶段的运行时间是相等的。根据加速阶段可以加速到的最大速度与实际达到

的最大速度比较来判断是否存在匀加速，减速阶段可以减小到的最小速度与给定

的末速度进行比较来判断是否存在匀减速；根据给定的位移来判断是否存在匀速，

从而规划出待加工曲线各个阶段的速度和运行时间。具体的算法推导过程如下：

假设系统可以达到的最大进给速度为 mV ，那么对于 S 型曲线加减速阶段的运行

时间如下： 

2 2

max 0 max 0

1 2
2 2m 0 0
max 0

2
                                 

2

1
( ) J

22           V
2

m s

s

m s

a a a a
V V

J J

T
V V a a

a a
V

J J

 − −
 +


= 

− + − −
  +


（5-23） 

2 2

0
2 2

max 0

max2

2 2

max 0

21
22              

2

2
0                                            V

2

m
m s

m s

m s

A a
V V

a aJ V V
a JT

a a
V

J

 −
− − −

 +
= 
 −
  +


（5-24） 

2 2

max 0m

3 2
2 20
max 0

2
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1
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22                  V
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m s
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m s

a aA
V V

J J
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a a
V

J J

 −
 +
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− + −
  +


（5-25） 



2

m
e

5 2
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1
(F V ) J
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V V

J J
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（5-26） 
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D J J
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 +

（5-27） 

7 5=T T                （5-28） 

上式中，J 为系统的加加速度，其为常量， maxa 是系统可以达到的最大加速度，

mD 是系统可以达到的最大减速度， sv 是系统的初速度， ev 是系统的末速度，

(i 1,2, ,7)iT = 表示各个阶段的运行时间。有上述公式可以推导出不含匀速阶段

的位移公式如下： 

2

0
3m

s 0 0
1 3 2 5 62

2
V

12 + - (2 +T )
2 3 2

s

m e

JV a

V a a V VJS T
J J

−
+

+
= + +（2T T）   （5-29） 

如果实际位移 S 大于 1S ，则系统还会存在匀速运动时间 4T ， 4T 可以由下式（5-

30）计算得出： 

1
4

s S
T

V

−
=      （5-30） 

5.1.2 速度规划 

根据给定的初速度 sv ，末速度 ev ，最大加速度 maxa ，瞬时启动加速度 0a ，进

给速度 V，代入公式（5-23）、（5-24）、（5-25）、（5-26）、（5-27）、（5-28），可

以求出 1 2 3 5 6 7, , , , ,T T T T T T ，然后再把所求得的时间代入公式（5-29），求出 1S 。 

（1） 如果 1S s ，则系统有匀速阶段， 4T 可以由公式(5-30) 求出，并且系统可

以达到给定的进给速度 mV ， 1 2 3 5 6 7, , , , ,T T T T T T 即为各个阶段的运行时间。 

（2） 如果 1=S s，则系统没有匀速阶段， 4 0T = ，并且系统正好可以达到给定的



进给速度
mV ， 1 2 3 5 6 7, , , , ,T T T T T T 即为各个阶段的运行时间。 

（3） 如果 1S s ，则系统没有匀速阶段， 4 0T = ，并且系统没有达到给定的进给

速度
mV ，给定的进给速度

mV 不能直接用来计算各个阶段的运行时间。所

以需要重新求解实际的最大速度和各个阶段的运行时间。 

在第三种情况下，需要根据初始速度、末速度和位移重新求解实际的最大速

度，下面详细介绍如何求解实际最大速度。 

如果只考虑基本的加速段和减速段，则初始速度和末速度相等。但是实际给

定的初末速度往往不相等，利用这个特点可以快速判断 S 型曲线存在几个运行阶

段。根据初始速度和末速度的大小可以分以下两种情况： 

情况一： 

vs ev ，这说明加速阶段时间大于减速阶段时间，但是达不到最大速度 mV 。假设

不含匀减速阶段，最大减速度可以刚好达到，则最大速度
2

max
1=ve

D
V

J
+ ，令

m 1=V V  ，把 mV 代入方程(5-29) 求出 1S ，如果 1S s ，则表明系统存在匀减速，实

际 S 型曲线有 6 段，并且实际最大速度大于 1V ，而小于给定的最大速度 mV 。设

此时对应的实际最大速度是 V，此时对应的时间分别如下： 

max 0
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s max 0
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（5-31） 

将 1 2 3 5 6 7, , , , ,T T T T T T 的值代入公式（5-29），可以得到关于 V 的方程： 



2 2 2 3

0 max max 0 0 0 max

2

max max max

2 2 2
( )( ) ( )=s
2 4 2 3 2

s s s e eJv a a V v a a v a a V v D V vv
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+ + − − + + +

（5-32） 

上述方程可以根据二分法可以求得实际最大速度 V，把求得的实际最大速度 V 代

入（5-31）中，即可求得对应的时间值。 

如果
1=S s，则说明不含匀减速段， 1V 就是实际的最大速度。 

如果 1S s ，则说明不含匀减速段，并且实际最大速度小于 1V ，根据 S 型曲

线的特点，此时假设不含匀加速阶段，并且可以达到最大加速度，则最大速度

2 2

max 0
2 s

2
=v

2

a a
V

J

−
+ 。 

如果 2 eV v ，则系统存在匀加速阶段，实际 S 型曲线有 5 段，并且实际最大

速度小于 2V ，此时对应的时间如下： 

max 0
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（5-33） 

将 1 2 3 5 6 7, , , , ,T T T T T T 的值代入公式（5-29），可以得到关于 V 的方程： 

2 2 2 3

0 max max 0 0 0

2

max max

2 2 2
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2 4 2 3

s s s e
e

Jv a a V v a a v a a V vv
s
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（5-34） 

   上述方程可以根据二分法可以求得实际最大速度 V ，把求得的实际最大速度

V 代入（5-31）中，即可求得对应的时间值。 



如果 2 eV v ，令
2=V V ，把 V 代入下式（5-35）中求出 2S  

2

0
2 3 5

2
+ (V v )T

2

s
e

Jv a
S

J

−
= + +（V ）T     （5-35） 

如果 2S s ，则说明系统不存在匀加速，设此时对应的实际最大速度是 F，

此时对应的时间如下（5-36）所示： 
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（5-36） 

将 1 2 3 5 6 7, , , , ,T T T T T T 的值代入公式（5-29），可以得到关于 V 的方程： 

2
2 0
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2 2(V ) (V v )
2

s
s e

e

v a
Jv a V v

s
J J J
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V 的取值范围是：
2 2

max 021

2
e s

a a
v V v

J

−
  +  

如果 2S s ，则系统存在匀加速阶段，此情况与方程（5-34）相同。 

情况二： 

vs ev ，这说明加速阶段时间小于减速阶段时间，同样也达不到最大速度 mV 。假

设不含有匀加速阶段，最大加速度可以刚好到达，则最大速度
2 2

max 0
1

2
=v

2
s

a a
V

J

−
+ ，

令 m 1=V V  ，把 mV 代入方程(5-29) 求出 1S ，如果 1S s ，则表明系统存在匀加速，

又因为加速时间小于减速时间，所以一定也存在匀减速阶段，可推导出与方程（5-

32）相同的方程。 

   如果 1=S s，则说明不含匀加速阶段， 1V 就是实际的最大速度。 



   如果 1S s ，则说明不含匀加速段，根据 S 型曲线的特点，假设不含有匀加速

阶段，并且可以达到最大减速度，此时，
2

max
2 = e

D
V v

J
+ ，令

2=V V ，将V 代入方

程（5-35）求出 2S ，如果 2S s ，则表明系统不存在匀减速，那么也就不存在匀

加速阶段，设此时对应的实际最大速度是 V，此时对应各阶段的时间如下： 
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（5-38） 

将 1 2 3 5 6 7, , , , ,T T T T T T 的值代入公式（5-29），可以得到关于 V 的方程： 
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V 的取值范围是：
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如果 2S s ，则系统存在匀减速阶段，但是不存在匀加速阶段，假设此时对应的

时间如下： 
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（5-40） 



将 1 2 3 5 6 7, , , , ,T T T T T T 的值代入公式（5-29），得到关于 F 的方程为： 
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V 的取值范围是：
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5.1.2  S 型曲线速度规划实现 

根据上面的信息可以完成 S 型曲线速度的快速规划，图 5-7 所示为 S 曲线轨

迹快速规划算法流程： 
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图 5-7  S 曲线轨迹快速规划算法流程图 

（1）读入初始参变量值初速度 sv 、末速度 ev 、进给速度 V、插补曲线位移 s

和系统最大加速度 maxa  

（2）通过公式（5-23）至（5-28）求解 1 2 3 5 6 7, , , , ,T T T T T T 。 

（3）把求得的时间代入公式（5-29）中计算 1S ，比较 1S 与 s 的大小，如果

1S s ，则表明达不到给定的进给速度，转入步骤（4）；如果 1S s ，则表明可达

到给定的进给速度，可直接求解出 4T ，转入步骤（5）。 



（4）根据提出的规划方法重新求解实际达到的最大速度 V 和对应的时间。 

（5）输出规划好的时间。 

加减速方式及算法将影响到数控系统运动精度、加工精度和运行效率。本文推导

了在考虑瞬时启动加速度 0a 和瞬时启动速度的情况下 S 型曲线加减速的相关公

式及变化规律，可以快速规划出待加工曲线对应的各项参数指标，这是一种适合

于高速加工的柔性加减速控制算法。本文根据上述分析编程实现了 S 曲线的速度

规划，具体程序见附录所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


