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第五章 线性反馈系统的时间域综合

重点内容：

1、控制问题类型，状态反馈及性质

2、多变量系统的极点配置

3、解耦控制

4、状态反馈实现镇定控制

5、状态观测器设计（全维、降维）

6、抗干扰跟踪控制器设计（选修）



2

系统的综合就是对于给定控制对象和指定的期望运动行为，
确定控制作用。通常采用反馈形式。

综合问题涉及3个元素：受控对象、性能指标和控制输入。

（1）受控系统

Cxy

txxBuAxx



 0      ,)0(      , 0
 （5-1）

其中，x为 n 维状态，u为p 维输入，y维 q 维输出。

（2）性能指标 可以有多种形式，大体上可以分为优化型性

能指标和非优化型性能指标。非优化型性能指标指某些特征参
量，优化型性能指标是指系统的一个性能指标函数取为极小值
或极大值。

（3）控制算法

状态反馈
)()()( tvtKxtu  （5-2）
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常见综合问题类型：
（1）镇定问题，控制器设计目标是使反馈闭环系统保证渐近

稳定。
（2）极点配置问题，以一组期望闭环系统特征值作为性能指

标，综合目标是闭环系统特征值置于复平面上期望位置。
（3）解耦问题，将m个输入m个输出系统化为m个单输入单输

出系统，即使导出的反馈控制系统实现一个输出仅由一个输入所
控制。

（4）跟踪问题，外部存在干扰时输出无静差地跟踪参考信号
输入。

输出反馈 )()()( tvtFytu  （5-3）

实现中的问题：

(1)  如果状态变量不能直接测量，则需要由控制输入u和输
出y重构状态，这称为观测器设计问题。

(2) 系统模型的不准确和参数慑动问题
模型不准确和参数慑动，按理想模型得到的控制器组成的控

制系统中，是否产生达不到期望的性能指标或不稳定的问题。
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鲁棒性问题：参数的不精确误差或摄动出现在模型参数的一个
邻域内时，系统仍能稳定地运行或保持期望的性能值，则称鲁
棒性控制。

（3）对外部扰动的影响的抑制问题
扰动抑制问题。

综合问题基本思路：

1.建立可综合条件 根据给定的受控系统和指标

2.确定满足要求的控制律

记系统S=（A，B，C），其状态x，输入u，输出y的维
数分别为n，p，q。设 K x 作为反馈量构成闭环，反馈到系统
的输入端，这种反馈形式称为对S系统的状态反馈。

5. 1   反馈结构及对系统特性的影响

1.反馈结构
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vkxu  （5-4）

控制输入为
图5. 1   状态反馈

v

_

u
B

+
s x C

y

A

K

+

v为参考输入，将（5-4）代入（5-1）中得反馈系统

0:    ( ) ,     (0) , 0

            

xk
x A Bk x Bv x x t

y Cx

    



 （5-5）

系统综合的实质就是通过引入合适的状态反馈矩阵k，使闭

环系统 特征值位于复平面上期望位置。xk

开环系统传递函数矩阵 BAsICsG 1)()( 

极点就等于A的特征值.
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闭环系统传递函数矩阵 BBkAsICsG 1)()( 

输出反馈的构成形式： )()()( tvtFytu 

0:    ( ) ,     (0) , 0

            

yF
x A BFC x Bv x x t

y Cx

    



闭环系统为：

1( ) ( )yG s C sI A BFC B  传递函数矩阵为：

v

_

u
B

+
s x C

y

A

F

+

定理5. 1 （状态反馈系统能控性）对线性时不变系统，状态反馈
保持能控性。

2. 反馈对系统特性的影响
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另一方面，把受控系统S可看成是 的状态反馈系统，即有

  BuxBkBkABuAxx  )(

可得出
ckc WrankWrank   

即有 ckc WrankWrank    证毕。

xk

定理5. 2 对线性时不变系统，状态反馈不一定保持能观性，但
输出反馈保持能观性。

定理5. 3 对线性时不变系统，状态反馈和输出反馈都能影响闭
环系统稳定性。

cck WrankWrank   

证明：受控系统S和状态反馈系统 ，其能控性判别阵为

 BAABBW n

c

1 

 BBkABBkABW n

ck

1)()(  

xk

因为， 每个列均可表为 各列的线性组合，
每列可表为 各列的线性组合，因此

BBkA )(   ABB,

BBkA 2)(   BAABB 2,,
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例5. 1 设能控能观系统

 

1 2 0

0 1 1

1 2

x u

y x

   
    
   



引入状态反馈  3 1u x v  

则闭环系统的状态方程为

 

1 2 0

0 0 1

1 2

x x v

y x

   
    
   



闭环系统能控但不能观。
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5. 2 多变量系统的极点配置

5.2.1  极点配置问题提法及任意配置极点的条件

考虑线性时不变受控系统

Cxy

BuAxx




（5-6）

其中，x为n维数状态，u为p维输入。开环系统传递函数矩阵为

BAsICsG 1)()( 

任意指定n个期望闭环极点： **

2

*

1 ,,, n 

它们或为实数，或为共轭复数。取状态反馈

vkxu 
闭环系统极点满足关系式

niBkA ii ,,2,1            ,)( *  
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期望闭环极点组

(1)期望闭环极点组的性能指标属性

二重性
理论计算：期望闭环极点组

控制工程：直观性能指标

(2)控制工程中基本类型的性能指标
时间域： ，ts，tr，td，tp

频率域：Mr , r ,  cc

可以相互转化

(3)基本类型性能指标和期望闭环极点组的主导极点对的关系
2

21 1,   nn jss

(4)期望闭环极点组的确定

工程型的性能指标
2

21 1,   nn jss

n-2个期望闭环极点 Re(si) =(46)Re(s1) ,     i=3,4,···, n
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定理5. 3 （极点配置定理）对多输入n维连续时间线性时不变
系统，系统通过状态反馈任意配置全部 n 个极点的充分必要条
件为 完全能控。 BA,

证：我们在这里证明单输入单输出系统情况。必要性。采用反
证法，反设（A，b）不完全能控，则通过线性非奇异变换进行
结构分解导出：


















 

0
b                ,

0

121 c

c

c
b

Pb
A

AA
PAPA

对任一 状态反馈矩阵 ，有n1  21,kkk 

1 1

1 12 1

0

c c c

i

c

A b k P A b k P

A


   
  

 

 )(),()( 1 ccc AkbAbkA  

)()( 1 kPbAbkA ii 

上式表明，状态反馈不能改变系统不能控部分特征值，即不能
任意配置全部极点，这于已知条件矛盾。因此，系统（A，b）
完全能控。
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充分性。已知（A，b）完全能控，欲证可任意配置。采用构造
性方法。对此，表

01

1

1)()det( asasassaAsI n

n

n  

 

并由（A，b）完全能控，可通过相应采用线性非奇异变换，将
（A，b）化为能控规范形(定理3.6)：
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（5-7）

构造状态反馈矩阵

  ],,[,,, 1

*

10

*

0110   nnn aaaakkkkPk  （5-8）

再由任意指定的n个期望闭环极点 ，可以导出： **

2

*

1 ,,, n 

*

0

*

1

1*

1

1

** )()( asasasssa n

n

n
n

i
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由（5-7）和（5-8）得
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于是，得到

*

0

*

1

1*

1       

)det()det(

asasas

kbAsIbkAsI

n

n

n 





 

即存在反馈矩阵 ，使闭环系统任意配置极点。1 Pkk

5.2.2  单输入单输出系统极点配置算法
1、判断（A，b）能控性。若完全能控，进入下一步；若不完全

能控，转到停止。



14

2、计算矩阵A特征多项式。有

01

1

1)()det( asasassaAsI n

n

n  

 

*

0

*

1

1*

1

1

** )()( asasasssa n

n

n
n

i

i  





 

3、计算由期望闭环特征值 决定的特征多项式。
有

 **

2

*

1 ,,, n 

4、计算  1

*

10

*

0 ,,   nn aaaak 

5、计算能控规范形变换矩阵
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1

  ,,,

11

11
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bAbbAP








6：计算
1 PQ

7：计算 Qkk 

8：停止计算。



15

考虑多输入系统

BuAxx 

算法1 假定（A，B）能控。思路：首先求一状态反馈，使得其
闭环系统对某一输入（例如对第一个输入 ）是能控的，再按
单输入系统配置极点的方法配置极点。综合这两次反馈即得所
求状态反馈。

设系统（A，B）能控，即

  nBAABBrankWrank n

c  1 

按行搜索格栅来选取 中n个线性无关列向量. 设rank B=p 矩阵，

选择好n个独立列向量并排列成如下形式：

cW

5.2.3  多输入多输出系统极点配置算法

1u

(5-9)

1 2
11 1

1 1 1 2 2 2, , , , , , , , pnn n

p pb Ab A b b Ab A b b A b
 

以它作为列向量构造矩阵

1 2
11 1

1 1 1 2 2 2, , , , , , , pnn n

pW b Ab A b b Ab A b A b
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并有
1

p

i

i

n n




显然W是 阶的满秩阵，故 存在。再构造如下矩阵nn 1W

2 3      0, ,0, ,0, 0, ,0 0, ,0, 0

                                                                       

                    

pL e e e   

   
第 列1n 第 列 第 列 第 n  列21 nn 

1

1

p

i

i

n






其中 ，是 单位阵的第i 列列向量。显然 L 是

阶矩阵。令

(2 )ie i p  p p p n

LWKLWK   即    ,1

构造状态反馈 vxLWvxKu  1

设 是 的第一个分量，则有如下结果。1v v

(5-10)

定理5. 4 系统(5-9) 在反馈作用(5-10)下，以 作输入的闭环系统1v

11)( vbxKBAx 

是能控的。
证明：自己证明。

(5-11)



17

由于（5-11）是单输入能控系统，可以用单输入系统状态反
馈极点配置方法设计状态反馈。

构造状态反馈 11

~
vxKv 

使得闭环系统 111 )
~

( vbxKbKBAx 

具有指定极点。对多输入系统构造状态反馈

vxKv  ˆ （5-12）

那么其闭环系统为

BvxKBKBAx  )ˆ(

而 有相同的极点，故（5-13）具
指定的极点。

)
~

()ˆ( 1KbKBAKBKBA  与

（5-13）

其中


















np

nK
K

)1(

1

0

~
ˆ

综合（5-10）和（5-12），得 ˆ,       u Kx v K K K   
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计算步骤：
1、构造状态反馈 vxLWvxKu  1

2、对第1步得到的单输入系统，用单输入系统配置极点方
法，求反馈矩阵 ，使闭环系统到希望的极点，并令

使单输入系统 能控；

 p

nnn
bAbAAbbbAAbbW p 1

2

1

221

1

11 ,,,,,,, 21


 

 0,0,,00,,0,0,,0,,0 32  peeeL 

11)( vbxKBAx 

K
~

3、求总反馈


















np

nK
K

)1(

1

0

~
ˆ

KKKvKxu ˆ   , 

闭环系统为

BvxKKBA

bvxBKAx





))ˆ((      

)(
（5-14）

（5-14）具有指定的极点。
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例5.2 设系统状态方程为

uxx 


















10

11

10

01


试求一状态反馈，使得闭环系统的极点为-1，-2。

解：（1）求 ，使 能控。

构造W，L

K ),( 1bKBA
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21 LbbW

由5. 10式
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01

00
1

1LWK

构造状态反馈

vxvxKu 











11

00

在此反馈下，所给系统的闭环系统为：

vxvBxKBAx 















 


10

11

01

12
)( （*）
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因而单输入系统

1
0

1

01

12
vxx 















 


是能控的。

（**）

（2）对**式构造反馈，使闭环系统的极点为-1，-2。(**)

式的特征多项式为

12
1

12
)( 2

0 











 ss

s

s
sp

所希望的特征多项式为 23)2)(1()( 2  sssssp

求得  15
~

K

这样在反馈   1

2

1

11  15
~

v
x

x
vxKv 










作用下，(**)式的闭环系统为

  1
0

1
15

0

1

01

12
vxxx 
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（3）综合前两步，即得所要求的反馈:

vxKKvKxu  )ˆ(

vxvxu 



















 













11

15
)

00

15

11

00
(

在此状态反馈下，所给系统闭环系统具有希望的特征值-1，-2。

得
1

0

1

01

23
vxx 















 


此闭环系统的特征根为所希望的-1，-2。

算法2 利用循环矩阵方法

定义1 称方阵A为循环矩阵,若其特征多项式为最小多项式.

判断:若系统矩阵A的n个特征值为两两相异,或A为约当形且每个
不同特征值仅有一个约当块,则系统为循环.

定义2 若系统矩阵A为循环矩阵,则称为线性时不变循环系统.
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结论:设线性时不变系统为非循环,      能控,则对几乎所有pn ,  A B

实常阵K, 可使(A-BK)为循环.

Step1: 判断A的循环性.若A非循环,选取一个pn实常阵K1,使
1( )A A BK  为循环;若为循环,     .A A

Step2: 对 ,选取一个p1实常向量 ,表 , 使A b B  ,A b

为完全能控;

Step3: 对单输入系统 , 利用单输入极点配置算法计算状
态反馈向量k.

 ,A b

步骤:

Step4:对A循环,所求状态反馈矩阵 ;对A为非循环,所求状
态反馈矩阵为 .

K k

1K k K 

Step5: 停止计算.
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例 给定线性定常系统

1 1 0 0 0

0 1 0 1 0

0 0 2 0 1

x x u

   
   

 
   
      

确定状态反馈K,使闭环特征值配置为
* * *

1 2 32, 1 2 , 1 2 ,j j         

解:(1)因为A为约当形,且对应 各只有一个约当块,
知A为循环.

1 21 2  和

(2)
  

0 0 0
2 2

   1 0 2
1 1

0 1 1

b B 

   
      

         
          

(A,b)满足完全能控

(3)
3 2

1 1 0

( ) det( ) det 0 1 0 4 5 2

0 0 2

s

s sI A s s s s

s



  
 

       
 
  

* 3 2( ) ( 2)( 1 2 )( 1 2 ) 4 9 10s s s j s j s s s          

2

2

1 2

1 0 0 4 2 0 1 0 0 4 2 0

1 0 2 2 2 4 1 0 4 6 2

1 4 2 1 5 4 1 1 2 1

P A b Ab b 
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1

1

4 2 0 1 1 2
1

4 6 2 1 2 4
2

1 2 1 1 3 8

P





   
   

  
   
       

   * * * 1

0 0 1 1 2 2

1 1 2
1

, , = 12 4 8 1 2 4 12 22 52
2

1 3 8

k P      

 
            
  

(4)
 

2 24 44 104
12 22 52

1 12 22 52
K k

     
        

     

结束
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(1)考虑多输入系统（A，B）能控，不妨假定它已经是旺纳
姆能控标准形：
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A
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11211

其中

算法3 基本思路是利用第三章的标准型,来求反馈矩阵K .

.,,1,
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(5-15)

(5-16)

按列
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则  
 


r

k

r

k

kkk sAsIAsIs
1 1

)()det()det()( 

( ) ( ) 1

( ) 2 1( ) r k r k

k kr k k ks s a s a s a     

取状态反馈为下面的形状

11 1 (1)

21 2 (2)

1

1  ( )

r

r

r r r r

f f

f f

K

f f

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 )(  rp  
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)1(111

1

rrrr

r

ff

ff

BK

















1r

rr

所以 



r

k

k sBKAsI
1

1 )(
~

)det( 

  )()()(
~

11

1)(

)(

)(

kk

kr

kkrkkr

kr

k fasfass   
(5-17)

这说明，只要适当选择 中的数 ，就可以使
的任意一组 n 个实数（虚数共轭存在）为它们的零点，也就是
说通过状态反馈可以任意配置极点。

1K ijf )(
~

,),(
~

1 ss r 
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(2)我们还可以利用 Luenberger 能控标准形进行极点配置。
考虑系统（A，B）能控并已具有Luenberger 能控标准形
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(5-18)
按行

其中

jiAA ijii

ii
























































      

00

00

,
100

10

)(





















(5-19)
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表示可能的非零数，
对 C 的要求未列出。
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设所希望的闭环系统的特征多项式
01

1

1)(
~

asasass n

n

n  

 

与 相应的能控标准伴随形 为)(
~

s A
~
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100

10

~

n

nn

aa

A








(5-20)

试比较5. 18 与5. 20 式，不难发现矩阵A与 的差别仅在
第 诸行。

A
~

nr    1211 ,,,

现分别取 A 与 的第 诸行，由它
们所构成的矩阵，分别记为 与 。

A
~

)( nr
rA

 )(

~

nr
rA



r   1211 ,,,

因而 A 与 的差别仅在 与 不同。另外，我们也将 B 中
的 诸行取出，由它们构成矩阵 具有如
下的上三角形形式。

A
~

n,,, 211  
rA

rA
~

rr BB ,





































1

1

rB (5-21)

显见 是满秩的。
rB
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设所求的状态反馈为 vKxu  (5-22)

其闭环系统为 BvxBKAx  )(

步骤：
（1） 将能控矩阵化为龙伯格能控标准型；

（2）写出对应希望极点的闭环系统能控标准伴随形式；

（3）构造矩阵 ， 和 ，选取反馈矩阵rA
rA

~
rB

)
~

(1

rrr AABK  

（4）计算化龙伯格能控标准型的变换矩阵T ;

原系统 ，化为龙伯格标准型系统

（5）计算状态反馈矩阵 TKK 

),,( CBA ),,( CBA

TBBTATA     ,1

即所求状态反馈为 vxAABu rrr   )
~

(1
(5-23)

那么要求 ABKA
~

 即等价于
rrr AKBA

~


故求得 )
~

(1

rrr AABK  
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例5. 3 对于下列龙伯格能控标准型系统

uxx

















































































100

000

000

010

000

221

000

1210110

1000000

0100000

1001032

0001000

1210111

0000010

























求一状态反馈K ，使得闭环系统的特征多项式为
7 6 5 4 3 2( ) 9 35 60 65 40 13 6s s s s s s s s        

解：容易看出
1 1 1 0 1 2 1 1 2 2

2 3 0 1 0 0 1     0 1 0

0 1 1 0 1 2 1 0 0 1

r rA B

     
   

  
   
        





















933696540136

0010000

0000100
~

rA
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那么，所求反馈增益阵为





































 



 

1033596541126

1011032

1210011

100

010

211

    

)
~

(1

rrr AABK





















1033596541126

1011032

2064118131822011

故所求状态反馈为

vxu 





















1033596541126

1011032

2064118131822011

通过标准型来求状态反馈，比较容易，但求标准型的过程比较
复杂。

5.2.4 多输入系统状态反馈极点配置讨论

（1）完全能控的单输入单输出系统，状态反馈不会变动零点
位置。
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（2）对完全能控n维多输入多输出连续时间线性时不变系统，

状态反馈在配置传递函数矩阵全部n个极点同时，一般不

影响其零点。

设多输入多输出连续时间线性时不变系统
Cxy

BuAxx





其传递函数矩阵G(s)=C(SI-A) -1B, G(s)的极点为其特

征方程式的根。

零点定义: 使得 ),min(
0

qpn
C

BASI
rank 












的所有s值

注：实际上，G(s)的每个元传递函数的零点有可能改变。

注：在极点配置综合问题中，一个状态反馈矩阵被称为是较好

的，如果其元反馈系数总体较小和闭环系统的响应较好。

（3）对于多输入系统，状态反馈并不唯一，可以用不同的状
态反馈达到配置同一希望极点的目的;不同的反馈矩阵，
而系统的状态响应和输出响应也不同。
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（4）单变量系统状态反馈后不一定保持能观性是因为可以产
生零极点对消，如果分子上没有零点即为常数则一定不
产生零极点对消，这时一定不影响能观性。

算法：基于龙伯格能控规范型的算法较好。

5.2.5 多输入系统输出反馈极点配置
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可以证明采用输出反馈，只能使闭环系统极点配置到根

轨迹上，而不能任意配置到根轨迹以外位置上。
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（1）问题的提法

所谓状态反馈镇定问题就是，对给定线性时不变受控系统，
找到一个状态反馈型规律：

为参考输入

使所导出的状态反馈闭环系统

为渐近稳定，即系统闭环特征值均具有负实部。

BvxBKAx  )(

5. 3   用状态反馈实现镇定控制

vvKxu      ,

（2）可镇定条件

定理5.7（可镇定充要条件） 连续时间线性时不变受控系统可
由状态反馈镇定，当且仅当系统不能控部分为渐近稳定。

证: 已知不完全能控 系统必可通过特定线性非奇异变换，
实现系统结构分解：

 BA,

通过合理选取补偿器结构和特性，可对带补偿器输出反馈系

统的全部极点进行任意配置。
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对任意状态反馈阵 ，可有 21, KKK   21

1 , KKKPK  

)det()det(             

)(0

)(
det             

)det()det(

1

2121

ccc

c

ccc

AsIKBAsI

AsI

KBAKBAsI

KBAsIBKAsI

















可以得到：

再由 能控知，存在 可使 特征值均具有负
实部。要使存在K 使 特征值均具有负实部，即系统可
由状态反馈镇定，当且仅当系统不能控部分 为渐近稳定即其
特征值均具有负实部。证明完成。

 cc BA , 1K )( 1KBA cc 

)( BKA

cA

推论5.2（可镇定充分条件） 连续时间线性时不变受控系统可
由状态反馈镇定的一个充分条件是系统为完全能控。

证: 镇定属于极点配置问题。完全能控系统必可由状态反馈任
意配置全部极点。则完全能控系统也必可由状态反馈镇定。证
明完成。


















 

0
        ,

0

121 c

c

c B
PBB

A

AA
PAPA
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（3）状态反馈镇定的算法
算法（状态反馈镇定算法） 给定n 维线性时不变系统 ，
设其满足可镇定条件，求镇定的 状态反馈矩阵K。

 BA,

np

（1）判断 能控性。若不完全能控，进入下一步；若
完全能控，去到（5）;

 BA,

（2）对 构造按能控性分解变换矩阵 ，计算： BA, 1P


















 

0
        ,

0

1121 c

c

c B
BPB

A

AA
APPA

其中，表 ;21 dim,dim nAnA cc 

（3）对 ，任意指定 个实部为负期望闭环特征
值 ，按多输入情形极点配置算法，计算
阶极点配置状态反馈矩阵 ;

 cc BA , 1n

 **

2

*

1 1
,,, n  1np

1K

（4）计算 镇定状态反馈矩阵 ，停止;np  PKK 0,1

（5）对 ,指定n个实部为负期望闭环特征值
，按多输入情形极点配置，计算 镇定状态反馈矩阵 K 。

 **

2

*

1 ,,, n  BA,

np

（6）计算停止。
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5. 4   用状态反馈实现解耦控制

飞机在飞行中我们感兴趣的输出量是俯仰角、水平方向和高度，控制

输入变量可通过机翼的偏转。

因为三个输出量之间有耦合，如果要同时操纵三个输入量并成功地控

制飞机，要求驾驶员有相当高的技巧。

如果系统实现“解耦”，就为驾驶员提供了三个独立的高稳定性的子

系统，从而可以独立地调整其俯仰角、水平位置和高度。
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取状态反馈

LvKxu 

其中，K为 状态反馈矩阵，L为 输入变换矩阵，v为
参考输入。

np pp

导出的反馈闭环系统为

Cxy

BLvxBKAx



 )(

闭环系统传递函数矩阵为

BLBKAsICsGKL

1)()( 

(5-25)

(5-26)

5.4.1 动态解耦控制问题的提法及结构特征量

考虑多输入多输出线性时不变系统

BuAxx  (5-24)Cxy 

其中， 。传递函数矩阵为ppn yux  ,,

BAsICsG 1)()( 
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)(

)(

)()(

11

1

sg

sg

BLBKAsICsG

pp

KL 

其中， 。pisgii ,,2,1,0)( 

这种解耦控制的实质是在整个时间区间内，把一个p输入p

输出解耦系统
)(ˆ)()(ˆ svsGsy KL

通过引入适当 ，化为p个独立的单输入单输
出系统：

pisvsgsy iiii ,,2,1      ),(ˆ)()(ˆ 

 nppp KL   ,

(5-27)

且一个输出 由且仅由一个输入 所控制。iy
iv

解耦控制目标就是，寻找一个输入变换和状态反馈矩阵
对 ，使导出的闭环系统传递函数矩阵为非
奇异对角有理分式矩阵，即

 nppp KL   ,
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g11(s)

g22(s)

gnn(s)

y1

y2

yn

v1

v2

vn

解耦系统示意图

动态解耦

需解决的问题：

（1）受控系统的可解耦性，即通过状态反馈实现解耦所应满
足的条件；

（2）建立求解矩阵 的综合算法。 nppp KL   ,
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系统的结构特征量

开环系统的传递函数矩阵 描述为 有理分式矩阵，
可表为

pp)(sG













































pp
c

c

c

C

sg

sg

sg

sG

2

1

2

1

                      ,

)(

)(

)(

)(

 )()()()( 21 sgsgsgsg ipiii 

分子多项式次数”“分母多项式次数” )()(" sgsg ijijij 

结构特性指数定义为










                            1,,1,0    ,0    ,1

0   ,1,,1,0    ,0     ,

nkBAcn

BAckBAc
d

k

i

ii

k

ii

i

i





当

而当 

或   1,,,min 21  ipiiid  

其中， 。很显然， 。pi ,,2,1  10  ndi
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BLBKAsICsGKL

1)()( 

闭环系统的结构特性指数 为id

iE

i ,        ( ) 0,    1,2, , 1     

  ( ) 0                      

1,     ( ) 0,     1,2, , 1    

k

i i

i i

k

i

c A BK BL k

d c A BK BL

n c A BK BL k n



     


  
     

当

而

当

其中， 。pi ,,2,1 

定理 5. 5   受控系统 和包含输入变换的状态反馈系统
，其中 为任意， 。

和 为开环系统和闭环系统结构特性指数， 和 为开环系
统和闭环系统结构特性向量，两者具有如下关系：

 nppp KL   ,

 CBA ,,

  ,, CBLBKA 0  det L id

id
iE iE

结构特性向量 有类似定义。

结构特性向量定义为 BAcE id

i
p
i 

 )1(

)(lim
1

sgsE i

d

s
i

i 


或

  ,ii dd  piLEE ii ,,2,1    , 

证明：略。

(5-28)
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5.4.2 可解耦控制条件

定理5.6 （可解耦条件） 对连续时间线性时不变受控系统

，定义 结构特性矩阵E，则存在输
入变换 和状态反馈 ，状态反馈系统可实现解
耦的充分必要条件是E为非奇异即 。

 nppnnn CBA   ,, pp
ppL  npK 

0det E

证明：必要性。

)()()(

)()(
)()(

01

1

1

0

1

11

KsKsKs

BLKCRBLsKCR
BLBKAsICsG

n

n

n

n

n
KL

 
















若解耦，则

BLkCRBLkCRn )(,,)( 01  对角阵

1,,0   ,)(

1



















 nj

r

r

BLkCR

jp

j

j 

T

, i( )   ( 1, , ; 0, , 1)i j j ic R K BL r e i p j n   
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且向量 pirr ini ,,2,1  ,0),,( ,1,0  

i id d

由 的定义可以导出

1

1

( ) 0                    

( )             i

i

i n j i

d

i n d i i

c R K B j d

c R K B C A B j d

 

 

 

 

id

0 0,  1, ,i id d

i ic A B c A BL i p   

（传递函数阵非奇异要求）

（可导出 表
达式，再用 定义
推导）

)(1 KR jn 

id

1 1,( ) 0i

i i

d T

i i n d n d i ic A BL c R k BL r e     
故

1

,1

1,11 1

   







































 L

r

r

E

E

E

pdn

dn

p p



0 det E

所以
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另一种证法

1,1

ii

,

( )  ,   g 0,  i=1,2, ,pKL

p p

g

G s

g

 
 

  
 
 

利用 传递函数矩阵的定义公式，得iE

1 1

11
1

1

lim ( )

   

lim ( )p

d

s

d
p pp

s

s g sE

E

E s g s









  
  
   
  
    

0 det E

即 为非奇异。E

,   det L 0E EL 因为 所以

充分性 0 det E若有 ，只要找到 K,L解耦即可。

1 1

1

1p

d

d

p

c A

F

c A





 
 

  
 
  

FEKEL 11,  

令

则由此导出的包含输入变换的状态反馈系统为
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Cxy

vBExFBEAx



  11 )(

为积分型解耦系统，即闭环传递函数矩阵具有形式：





























1

1

111

1

1

)()(

1

pd

d

KL

s

s
BEFBEAsICsG 

在 的上述选取下, 包含输入变换的状态反馈系统为积分型
解耦系统。从而，存在 可使闭环系统解耦。

充分性得证。

 KL,

 KL,

 nppnnn CBA   ,,

推论 5. 1 （积分型解耦系统） 给定连续线性时不变受控系统

，通过选取 可实现积FEKEL 11,  

分解耦。同时，任何一个实现解耦控制的系统能实现积分解耦
控制。

说明：积分型解耦系统不稳定，工程上不能被接受。
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5.4.3 解耦控制综合算法

1、计算系统（A,B,C) 的结构特征量

pidi ,,2,1 , 

BAcE id

ii 























pE

E

E

E


2

1

若E非奇异，下一步；否则，停止。

2、进行状态反馈实现积分解耦






















1

1

1
1

pd

p

d

Ac

Ac

F  FEKEL 11   ,  

积分型解耦系统为

xCy

vBxAx





其中， CCBEBFBEAA    ,  , 11
且 保持能控。 BA,

3、化积分型解耦系统 为规范型 CBA ,,
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引入非奇异变换 , 化积分型解耦系统 为解耦规范形：xTx 1  CBA ,,

TCCBTBTATA   ~
      ,

~
      ,

~ 11























































ppp c

c

C

b

b

B

A

A

A
~

~

~
        ,

~

~

~
        ,

~

~

~
111

 （5-29）

对完全能观测 ，m=n ,  解耦规范形具有形式： CA,

m

AC

AC

C

rank

n





















1
 

 



其中， ,,,,2,1,~,
~

,
~

1

11
nmmpicbA

p

i

i

m

i

m

i

mm

i
iiii  



  .1 ii dm

 001~   ,

1

0

0

~
    ,

000

10

10

~

11
















































 iiii m

i
m

i
mm
i cbA
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对不完全能观测 ，m<n ,  解耦规范形具有形式： CA,

































































0~

0~

~
 ,

~~

~

~

~
,

~~~
0

~

0
~

~

'

'

1

1

1

11

1

p

cpc

p

pcpc

p
c

c

C

bb

b

b

B

AAA

A

A

A 








（5-30）

由已知 和 定出变换矩阵 。 CBA ,, CBA
~

,
~

,
~ 1T

 CBA ,,  CBA
~

,
~

,
~

对 和 为能控能观测情形，基于下列关系
式：

TCCBTBTATA   ~
      ,

~
      ,

~ 11

   

















































1

0

1

0

11

~
 

~

~
 

~

~

~
        ,

 

 

~~
,,

~~
,

~~
    ,,,,

nn

n

c

n

c

AC

AC

C

Q

AC

AC

C

Q

BABABQBABABQ





可以导出： 1

00

1

00

1 )
~~

(
~

  ,
~

)
~~

(   T

cc

T

cc

TT QQQQTQQQQT

4、对解耦规范形 , 选取 状态反馈矩阵 。
相应于完全能观解耦规范形(5-29)，取 的形式为

 CBA
~

,
~

,
~

np K
~

K
~
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pK

K

K
~

~

~
1



相应于不完全能观解耦规范形(5-30)，取 的形式为K
~



















0

0

    
~

~

~
1



pK

K

K

状态反馈矩阵 的这种选取必可使 实现解耦，即有K
~

 CBA
~

,
~

,
~

或

0 1

0

0
    

0

i

i

d

i i i

i i id

I
A b K

k k k

 
 
 

   
 
   
 

0 1

0

0

i

i

d

i i i

i i id

I
A b K

k k k

 
 
 

   
 
   
 

' 1

1 1 1 1 1

1

' 1

( )

( )

( )p p p p p

c sI A b K b

C sI A BK B

c sI A b K b
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对解耦后各单输入单输出系统指定期望极点组：

  pi
idiii ,,2,1        ,,,, *

1,

*

2

*

1  

按单输入情形极点配置算法，定出状态反馈矩阵各个元组：

  pikkk
iidii ,,2,1        ,,,, 10  

5、对原系统 ，定出满足解耦和期望极点配置的一个
输入变换和状态反馈矩阵对 ：

 CBA ,,

 KL,

1111         ,
~   ELTKEFEK
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例5.4 给定双输入双输出线性时不变受控系统































































0101

0102

10

00

01

00

0222

2111

1306

1111

y

uxx

求满足解耦和期望极点配置的输入变换和状态反馈矩阵 。 KL,

（1）计算结构特征指数 和结构特征向量 21, dd  21, EE解：

   00

10

00

01

00

 01021 



















Bc

   01

10

00

01

00

 

0222

2111

1306

1111

 01021 













































ABc

   00

10

00

01

00

 01012 



















Bc
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   10

10

00

01

00

 

0222

2111

1306

1111

 01012 













































ABc

可以定出：
   10     ,01

1    ,1

21

21





EE

dd




















10

01

2

1

E

E
E

（2）导出积分型解耦系统
首先，计算定出：

易知E为非奇异，即受控系统可实现解耦控制。




































10

01

0222

2306

1

2

2

2

1

E

Ac

Ac
F

基此，取输入变换矩阵和状态反馈矩阵为









 

10

01
1EL 












 

0222

2306
1FEK

可导出积分型解耦系统的系数矩阵为
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0000
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由 和 ，可以导出
和 。基此，并考虑到 完全能观测，
可以导出解耦规范形具有形式：

1 ,1 21  dd 4n 421 mm

1,1 2211  dmdm  CA,

（3）化积分型解耦系统 为规范型

基于上述得到的系数矩阵，容易判断 为完全能观测，略。 CA,

 CBA ,,
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~ 1 TATA
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01

00

~ 1BTB 









0100

0001~
TCC

且由已知能控能观测 和 ，可以定出变换矩阵为 CBA ,, CBA
~

,
~

,
~

1 1

0 0 0 0( )T TT Q Q Q Q 
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（4）对解耦规范形 定出状态反馈矩阵 的结构 CBA
~

,
~

,
~

K
~

基于上述导出的 结构，取 反馈阵 为两个
对角分块阵，结构形式为

 CBA
~

,
~

,
~

K
~

42











2120

1110

00

00~

kk

kk
K

（5）对解耦后各单输入单输出系统期望极点进行配置
可以看出，解耦后单输入单输出系统均为2维系统。指定两

组期望闭环极点：

jj 



2       ,2

4            ,2

*

22

*

21

*

12

*

11





并定出相应的两个期望特征多项式为

54)2)(2()(

86)4)(2()(

2*

2

2*

1





ssjsjssa

sssssa
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10

~~~
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按极点配置算法，可以定出：

4    ,5     ;6    ,8 21201110  kkkk

从而，在保持动态解耦前提下，可以导出满足期望极点配置的
状态反馈矩阵：











4500

0068~
K

（6）定出相对与原系统 的输入变换阵L 和状态反馈
矩阵K。

 CBA ,,

2 0 1 0

6 0 3 2 8 6 0 0 1 1 1 0
     

2 2 2 0 0 0 5 4 1 0 1 0

0 0 0 1

16 6 5 2
    

3 2 3 4

 
 

                 
 
 

 
  

  

输入变换矩阵为 







 

10

01
1EL

1 1 1 1K E F E KT F KT      
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通过计算得到，对综合导出的解耦控制系统，状态方程和输出方
程为 1 1 1 1 0 0

10 6 2 1 1 0
( )

1 1 1 2 0 0

5 0 5 4 0 1

2 0 1 0

1 0 1 0

x A BK x BLv x v

y Cx x

   
   
  
       
   
   

    

 
   

 

传递函数矩阵为
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1
86

1

)()(

2

2
1

ss

ssBLBKAsICsGKL

5.4.4 状态反馈静态解耦

动态解耦严重依赖系统模型，工程上静态解耦已可以满足实

际需要，且其对模型误差和参数摄动的敏感性小得多。
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问题的提法：

设多输入多输出连续时间线性时不变受控系统

yu

Cxy

BuAxx

dimdim 





所谓静态解耦，就是综合一个输入变换和状态反馈矩阵对

0det,,   LRKRL nppp

使导出的包含输入变换状态反馈系统

 

Cxy

BLxBKAx



 

及其传递函数矩阵     BLBKASICsGKL

1


满足：i）闭环控制系统渐近稳定，即
  piBKAR ie ,,2,10 

ii）闭环传递函数矩阵当s=0时为非奇异对角常阵，即有
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11

0

0

0 0 1,2, ,KL ii
s

pp

g

LimG S g i p

g


 
 

   
 
 （0）

静态解耦特点：

1.当s0时，闭环传递函数矩阵为非对角矩阵；

2.只适合于p维参考输入各分量为阶跃信号情况。

可解耦条件:

存在输入变换和状态反馈矩阵对｛L,K｝,其中 可0det L

使n维连续时间线性时不变受控系统实现静态解耦，当且仅当

pn
DC

BA
rank 









1.受控系统可由状态反馈镇定；

2.受控系统系数矩阵满足
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静态解耦控制综合算法

Step1：判断受控系统｛A,B｝的能镇定性，若为能镇定，进入
下一步，否则转入Step7。

Step3：综合p×n镇定状态反馈阵K，按多输入情形极点配置算法
计算K。

pn
DC

BA
rank 







Step2：判断受控系统 ，若满足，进入下一步，
否则转入Step7。

Step5：计算 ，计算 的逆。BBKAC 1)(  BBKAC 1)( 

Step7：停止计算。

Step4：按系统期望要求指定稳态增益即 组成),,2,1(,
~

pidii 

)
~

,,
~

(
~

11 ppdddiagD 

Step6：计算 ，则｛L,K｝为综合导出的

输入变换和状态反馈阵，并有 。

DBBKACL
~

])([ 11 

DGKF

~
)0( 
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第5章习题（1）

1.p371, 6.2

2.p371,6.5

3.p372,6.8

4.p372,6.9(ⅲ)

5.p373,6.14


