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第四章 动态系统的稳定性

重点内容：

1、内部稳定性和外部稳定性

2、李亚普诺夫稳定性理论（第二方法）

3、构造李亚普诺夫函数方法

4、线性连续系统的稳定性

5、线性离散系统的稳定性

创新港-控制理论教学
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稳定性问题是控制理论研究的一个重要课题，稳定性是控制
系统能够正常工作运行的前提。

两类稳定性问题： 外部稳定性，内部稳定性

（1）外部稳定性

物理含义：若系统的输入是时间的有界函数，输出也是时
间的有界函数，就认为系统是有界输入-有界输出稳定，简称
BIBO稳定性。

数学定义：若对于任意的 ，对应的输  ,,)(),( 0ttLtutu

出y(t)存在   ,,)( 0ttKty

讨论这类系统的稳定性时，使用的是输入输出模型，并假
定初态是零。

（2）内部稳定性

研究系统初始状态受到扰动时，系统的状态偏离平衡状态，
是否有能力回到平衡状态。
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内部稳定性和外部稳定性的关系:

结论：对连续时间线性时不变系统，内部稳定→BIBO稳定，反

之不成立。

若系统能控且能观测，则内部稳定←→BIBO稳定。

4.1 李亚普诺夫稳定性

1892年由俄国科学家李亚普诺夫提出，可适用于线性系统、
非线性系统、时变系统和定常系统。

4.1.1  基本概念

研究的系统是下列自治系统

00 )(   ),,( xtxtxfx  （4-1）

对于定常系统为 00 )(   ),( xtxxfx  （4-2）

这种理论研究的是某个平衡状态的稳定性。对于系统（4-1），
若 ，则称 为系统的一个平衡状态。( , ) 0ef x t 

ex

系统平衡状态不唯一，仅讨论孤立平衡态的稳定性。
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李亚普诺夫意义下稳定性

定义4. 1   设 是系统的一个平衡状态，如果对于 ，总

存在一个实数 ，使得当 ,  总有

ex 0

0),( 0 t  extx )( 0

000        ),;( ttxtxt e  

几何含义： 图4.1a

超球体，邻域概念
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定义4. 2 （一致稳定） 设 是系统的一个平衡状态，如果对于
，总存在与初始时刻 无关的实数 ，使得当0 0)( 

 extx )( 0

总有
000        ),;( ttxtxt e  

ex

0t

含义：在一个时刻Lyapunov稳定，则在任意时刻Lyapunov稳定

定义4. 3（渐近稳定） 设系统在平衡状态 处是李亚普诺夫
意义下稳定，且存在实数 ，当

ex
0),( 0 t

),()( 00 txtx e 

有 0),;(lim 00 


e
t

xtxt

几何含义： 图4.1 b

工程上主要指渐近稳定
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图4.1 c

若系统同时满足一致稳定和渐近稳定，则称系统是一致渐
近稳定。

定义4. 4 （不稳定） 设 是系统的一个平衡状态，如果不管
取多大，总不存在对应实数 ，使得当0 0),( 0 t

 extx )( 0

满足不等式

000        ),;( ttxtxt e  

ex
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结论：对于线性定常系统，渐近稳定 一致渐近稳定

几何含义： 图4.1d

李亚普诺夫第一方法：间接法，小范围稳定性方法。将非线
性系统在平衡点附近线性化，利用线性系统特征值研究系统稳定
性。线性化需满足一定条件。

李亚普诺夫第二方法：直接法，大范围稳定性方法。直接根
据系统特征结构判断内部稳定性。思路引入广义能量函数，分析
其导数变化率的定号性，建立相应的理论。本课程重点介绍第二
方法。
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4.1.2 李亚普诺夫第二方法主要结论

基本思路：从能量观点进行稳定性分析：

1) 如果一个系统被激励后，其储存的能量随时间的推移逐渐
衰减，到达平衡状态时，能量将达最小值，则这个平衡状态是渐
近稳定的；

2) 反之，如果系统不断地从外界吸收能量，储能越来越大，
则这个平衡状态是不稳定的；

3) 如果系统的储能既不增加，也不消耗，则这个平衡状态就
是Lyapunov意义下的稳定。

由于实际系统的复杂性和多样性，往往

不能直观地找到一个能量函数来描述系统

的能量关系;

于是Lyapunov定义了一个正定的标量

函数，作为虚构的广义能量函数，用一阶

微分的符号特征来判断系统的稳定性。
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考虑自治系统(4-1), 并假定原点 为系统孤立平衡状态。0x

定理4.1  [李亚普诺夫主稳定性定理] 对于自治系统（4-1)，若可

构造具有一阶连续偏导数的标量函数 ，且对所
有非零状态x 满足

0),0(   ),,( tVtxV

(1)             正定且有界，即存在非减标量函数 和),( txV )( x

)( x ，其中 ，成立000)0(  ）（和

0)(),()(  xtxVx 

(2)                 负定且有界，即存在一个非减函数),( txV 0)0(),( rxr

成立
  00  ,0),( t, txxrtxV 

（3）当 ，有x  ),(,)( txVx 即

则称系统在平衡状态x=0 为大范围一致渐近稳定。

证明：略。
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说明 : （1）普适性和充分条件，既适用于线性系统又适用于非
线性系统，同时既适用于定常系统，又适用于时变
系统。

（2）物理含义： 为广义能量函数， 为变化率。),( txV ),( txV

表示若能量有限，能量变化率为负，则系统能量变
化趋向零，系统运动必返回平衡点。

（3）关键选取 ),( txV

定理4.2  [时不变系统] 对于时不变自治系统（4-2)，若可构造

具有一阶连续偏导数的标量函数 ，且对有非零状
态x 满足

0)0(   ),( VxV

(1) 正定；

(2) 为负定

)(xV

dt

dV

(3)  当 ，有 )(xVx

则称系统在平衡状态x=0 为大范围渐近稳定。
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例4. 1 考虑下列系统









)(

)(
2

2

2

1212

2

2

2

1121

xxxxx

xxxxx





解： （0，0）为平衡点

选取 2

2

2

1)( xxxV  正定，且 0)0( V

22

2

2

12211 )(222)( xxxxxxxV  

负定，且 0)0( V)(xV

 2

2

2

1 xxx当 时，有


22

2

2

1)( xxxxV

由定理4.2 知，系统在平衡状态x=0 为大范围渐近稳定。

研究稳定性。
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)(xV 负定条件过于保守，下列的结论将这个条件放宽。

定理4.3  [时不变系统] 对于时不变自治系统（4-2)，若可构造

具有一阶连续偏导数的标量函数 ，且对有非零
状态 x 满足

0)0(   ),( VxV

(1) 正定；

(2) 为负半定

)(xV

dt

dV

（4）当 ，有 )(xVx

则称系统在平衡状态x=0 为大范围渐近稳定。

（3）对于非零 , 0( ( ; ,0)) 0 ;V t x 不恒等于0x

例4.2 见书P229的例题 设系统状态方程为

2

2212

21

)1( xxxx

xx









x1=0, x2=0为系统唯一的平衡状态，试确定该系统平衡状态的
稳定性。
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2

2

2

1)( xxxV 

)(2)( 2211 xxxxxV  

且‖x‖→∞，有V(x) →∞

系统的平衡状态是大范围渐近稳定的。

2

2

2

2 )1(2 xx 

解：选取一正定的标量函数

≤ 0

0)( xV设：  x2  0 或 x2  -1

 x1  0 或

1

1

0

1

x

x




矛盾！ )(xV  0

定理4.4  [小范围渐近稳定] 对于自治系统（4-1)，若可构造具

有一阶连续偏导数的标量函数 ，且对x=0附
近一个吸引区中的非零状态x 满足

0),0(   ),,( tVtxV
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(1) 正定；

(2) 为负定且有界

),( txV

dt

txdV ),(

则称平衡状态x = 0 在域内一致渐近稳定。

4.1.3   构造李亚普诺夫函数的方法

一、变量梯度法

标量函数 梯度为)(xV
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

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
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


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)(
)(

1
1

xV

xV

x

V

x

V

x

xV
V

n

n



步骤：
（1）取























nnnnn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xV







2211

1212111

)(
ija 为待定常数

由 为负定，有
dt

xdV )(
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

































n

n
x

x

x

xV

x

xV

dt

xdV








1

1

)()()(   0)(  xxV
T  （4-4）

（2）为了简化计算，给出一个附加条件(      雅可比矩阵对称 )

ji
x

x

x

x

j

i

i

j










                  ,

)()( （4-5）

V

（3）由（4-4）和（4-5）确定 ija

（4）构造李亚普诺夫函数 )(xV

    dxxVdtxxVdt
dt

xdV
xdVxV

TxTttxV

 
000

)(

0
)()(

)(
)()( 




 







),,(

0

)0,(

0
22

)0(

0
11

1111

311221

)(

)()(

nnn

nn

xxxxx

nn

xxxxxxxx

dxxV

dxxVdxxV







（4-6）

（5）判断 正定性)(xV

若 正定，构造成功。若 非正定，换方法选)(xV )(xV )(xV
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例4. 3 给定一个连续时间非线性时不变系统

21      : xx  
2

3

12 xxx 

易知， 为系统惟一平衡状态。)0,0( 21  xx解：

进而，基于关系（4. 4）和（4.5）确定系数 。由要求ija

ji
x

xV

x

xV

j

i

i

j










                    ,

)()(

可导出
21

1

2

2

1
12

)()(
a

x

xV

x

xV
a 











再由要求   0)(  xxV
T 

可导出   











2

3

1

2

2121212111  2,0
xx

x
xxaxaxa

4

121

2

21221

2

12111 )2()2( xaxaxxxaa 

首先，由 n = 2 ，取梯度 形式为)(xV




























222121

212111

2

1

)(

)(
)(

xaxa

xaxa

xV

xV
xV

其中，不妨取 。222 a
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基此，定出梯度 为)(xV

20,
2

)2(
)( 12

2121

2121

2

112 











 a

xxa

xaxxa
xV

再基于梯度 结果计算 ，得到)(xV )(xV





)(

0
22112

)0(

0
1

3

1112

11221

)2()2()(
xxxxx

dxxxadxxxaxV

2

22112

2

1
124

1
22

1
xxxax

a
x 

  

























2

1

12

1212

21

4

1

1
2

22
2

1

x

x

a

aa

xxx

最后，判断 结果的正定性。由)(xV

当 ,20 12  a 矩阵 0

1
2

22

12

1212



















a

aa

即正定

由同时满足上述两个关系式要求，取系数为

2112 aa  2

11211 2xaa  20 12  a
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可以推知，当 即正定。并且，当
有 。于是，可以得到结论，上述导出的 为
满足渐近稳定性定理条件的一个李亚普诺夫函数，系统原点平
衡状态 x = 0 为大范围渐近稳定。

0)(,20 12  xVa x

)(xV )(xV

二、克拉索夫斯基方法

考虑非线性时不变系统

0),(  txfx

其中， x 为 n 维状态，对所有 ,有 ，即状态
空间原点 x = 0 为系统孤立平衡状态。

  ,0t 0)0( f

定义Jacobi矩阵











































n

nn

n

T

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf
xF

)()(

)()(

)(
)(

1

1

1

1







)()()( xfxfxV T 
令

（4-7）
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定理4. 5 若 负定，那么 是系统)()( xFxF T  )()()( xfxfxV T 

（4.2) 的李亚普诺夫函数。

例4.4 给定一个连续时间非线性时不变系统

  211 3: xxx 3

2212 2 xxxx 

解：易知， 为状态空间 内唯一平衡状态。)0,0( 21  xx 2

首先，通过计算，定出：























































2

2

2

2

1

2

2

1

1

1

312

13

)()(

)()(

)(
)(

x

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf
xF

T

和















2

2623

36
)()(

x
xFxF T
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判断其负定性

对 ，有











2

2623

36

x
,0336,06 2

221  x

正定











2

2623

36

x

可知 负定













2

2623

36
)()(

x
xFxF T

即

同时，当 ，有x  23

221

2

21 )2()3()()( xxxxxxfxf T

所以，平衡状态 x = 0 为大范围渐近稳定，且相应的一个李亚普
诺夫函数为

23

221

2

21 )2()3()()()( xxxxxxfxfxV T 

6

2

4

2

2

2

3

2121

2

1 2241013 xxxxxxxx 

显然，上述两种形式的李亚普诺夫函数是采用经验方法难以
找到，这从一个方面反映了规则化方法的结果。



21

4. 2.  1  线性定常系统稳定性特征值法

线性时不变系统记为









00 )(

    

xtx

Axx

若A的特征值为 ，可以得到方程（4-8）的解

（4-8）

),,1( nii 







n

i

tt

ii
iexx

1

)(

0
0)(

 （4-9）

是关于 的特征向量。i

4. 2   线性系统的稳定性判据

i


















    0Re0Re             

          0Re0         

                        ,,2,1        0Re                0

lim

是二重以上特征根或

是单根或常数或等幅振荡

ii

ii

i

t

ni

x





 

（4-10）

定理4.6 关于（4-8）在 处的稳定性，若A的所有特征
根均具有负实根，则是渐近稳定; 若实部为零的特征根为单根
其它均为负实部特征根，则是稳定的。若有任一实部为正或实
部为零的特征根是多重根，则是不稳定的。

00 x
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如果系统（4-8）在 处渐近稳定，就说矩阵A是稳定
的，称A的特征多项式

0ex

011

1

1)( aaaaf n

n

n

n  

  

为稳定多项式。

（4-11）

由特征方程的系数直接判别系统是否有正实部的根，有2种
方法：劳斯法，霍尔维茨法。

（1）霍尔维茨法

结论1：系统多项式（4-11）稳定的充分必要条件为 以
及由特征方程系数组成的霍尔维茨行列式的主子行列式全
部为正值。

0na

霍尔维茨行列式构成方法：主对角线上各项为特征方程第 2 项系
数 至最后一项系数 ，在主对角线以下的各行中各项系数
的下标逐次增加，而在主对角线以上的各行中各项系数的下标逐
次减小。当系数的下标大于 n 或小于0时，行列式的项取0。

1na
0a

（2）劳思法
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4. 2. 2   线性定常系统李亚普诺夫法

定理4.7 对 n 维连续时间线性时不变系统,  原点平衡状态

是渐近稳定的充分必要条件为，对任给一个 正定对称矩阵Q，
李亚普诺夫方程

0ex
nn

QPAPAT  （4-12）

有唯一 正定对称解 P。nn

证明：充分性。即正定矩阵P满足方程（4-12），证 渐近
稳定。取李亚普诺夫函数 且由 知

正定。

0ex

PxxxV T)( 0 TPP
)(xV

  )(        

)()()(

QxxxPAPAx

AxPxPxAxxPxPxxxV

TTT

TTTT



 

知 负定。由李亚普诺夫稳定性定理知， 为渐近稳定。0ex)(xV

再证必要性。即已知 渐近稳定，证 P 正定。0ex

考察如下矩阵方程

  ,     (0)TX A X XA X Q  
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显然，其解具有如下形式

  ,      0
TA t AtX e Qe t 

并有

0 0
( ) (0) ( ) ( )TX X A Xdt Xdt A

 

    

系统在原点渐近稳定， ( ) 0X  0,  Atet

0 0
( ) ( )TQ A Xdt Xdt A

 

   

现取 0 0

TA t AtP Xdt e Qe dt
 

  

所以有

那么：1）因为系统是渐近稳定的，因此上述积分是存在的，
即 P 存在。

2）因为 Q 是对称的， 所以成立

0 0

0 0
     ( ) ( ) ( ) ( )

T T

T

T T
T A t At A t At

At T T A t T At T At

P e Qe dt e Qe dt

e Q e dt e Q e dt P

 

 

    
   

  

 

 

表明 P 是对称阵。
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3）考察二次型，对任意 ，有Xx

0 0
( ) ( )

TT T A t At At T Atx Px x e Qe dt x e x Q e x dt
 

   

显然，当 时，被积函数对任意 t 都是正定的，所以
仅当 时，被积函数为零 。表明 P 是正定的。

这就证明了，存在正定的对称阵P，满足

0x 0PxxT

0x 0PxxT

QPAPAT 

例4.5 给定一个连续时间线性时不变系统

xx 













32

11


为简化计算过程，取 。进而，由李亚普诺夫方程2IQ 

Q

pp

pp

pp

pp
PAPAT


























































10

01
                

32

11

31

21

23

31

23

31

导出
042

1260   ,1402

321

321321





ppp

pppppp
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基此，按代数方程组求解方法，可以定出：








































































































































8

5
8

3
4

7

0

1

1

4

3

4

1

8

3
4

1

4

1

8

1
2

3

2

1

4

5

0

1

1

421

260

402
1

3

2

1

p

p

p

从而，导出李亚普诺夫方程解阵为

0

8

3

8

5
8

5

4

7



















P

且由P为正定知，系统为渐近稳定。

4. 2. 3   线性时变系统稳定性

线性时变系统的稳定性不能简单地用A(t)的特征值判断其
在平衡状态是否稳定。考察例子

2

2

1 cos 1 sin  cos

1 sin  cos 1 sin

a t a t t
x x

a t t a t

   
  

    
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系统的特征方程

)2()2(        

0
sin1cossin1

cossin1cos1
)()(

2

2

2

aa

tatta

ttata
tAI
















它与 t 无关，当a<2时，不管t为何值，方程有负实部的两个特征
值，若为定常系统总是稳定的。

系统的状态转移矩阵为
( 1)

( 1)

cos sin
( ,0)

sin cos

a t t

a t t

e t e t
t

e t e t

 

 

 
   

 

当a>1时无界的，系统状态将无穷增长，不稳定。因此，对时变
系统，即使对所有t系统都有实部为负的特征值，仍不能保证稳
定。

对线性时变系统，可以采用基于状态转移矩阵的判断方法
和基于李亚普诺夫判据的判断方法。
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定理4. 8 （基于状态转移矩阵的判据）对连续线性时变系统
（4. 1）,               为系统状态转移矩阵，则系统在原点平衡状
态 是李亚普诺夫意义下稳定的充分必要条件为
是有界，即存在依赖于 的一个实数 ，使成立：

0ex

0t 0)( 0 t

000          ,)(),( ttttt  

进一步，当且仅当对所有 都存在独立实数 使（4.13）
成立，系统原点平衡状态 李亚普诺夫意义下一致稳定。

0t 0

0ex

（4.13）

),( 0tt

),( 0tt

证明: 系统 的解为xtAx )(

)(),()( 00 txtttx 

取范数后有 )(),()( 00 txtttx 

若 有界，即对充分大的M有 ，则有),( 0tt 00 ,),( ttMtt 

)()( 0txMtx 

取 
M

tx )( 0 ,那么  )()( 0txMtx

由稳定性定义，知系统在 处李雅普诺夫意义下稳定。证毕。0ex
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定理4. 9 （基于状态转移矩阵的判据）对连续时间线性时变系
统（4.1）,                为系统状态转移矩阵，则系统惟一平衡状态

渐近稳定的充分必要条件为，存在依赖于 的一个实
数 ，使同时成立：

0ex 0t

0)( 0 t

),( 0tt

000          ,)(),( ttttt  
（4.14）

0),(  lim 0 


tt
t

进一步，当且仅当对所有 都存在独立实数 和
，使成立：

  ,00t 01 

02 
)(

10
02),(

tt
ett




 （4.15）

系统原点平衡状态 为一致渐近稳定。0ex

0ex
定理 4.10 （李亚普诺夫判据） 对 n 维连续时间线性时变系统
（4. 1），设 为系统惟一平衡状态， 矩阵 A(t)的
元均为分段连续的一致有界实函数，则原点平衡状态 是
一致渐近稳定的充分必要条件为，对任给的一个实对称、一
致有界、一致正定的 时变矩阵 Q(t)，即存在两个实数
和 ,             使有01  02 

nn

nn

0ex

021    ,)(0 ttItQI  
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李亚普诺夫方程

（4.16）
0     ),()()()()()( tttQtPtAtAtPtP T 

的 解阵P（t）为实对称、一致有界和一致正定，即存在
两个实数 和 ,  使有

nn
01  02 

4. 3  离散线性系统的稳定性判据
考察离散时不变自治系统

0,1,2,k  ,x   x(0))),(()1( 0  kxfkx

其中，x是n 维系统， 即x=0为系统平衡状态。0)0( f

（4-17）

021     ,)(0 ttItPI  

对于离散定常自治系统（4-17)，若

))(( kxV

定理4.11 (大范围渐近稳定)

可构造离散状态 x(k) 的标量函数 ，且对任意非零状态

x 满足

(1) 正定；

(2) 为负定 ;

))(( kxV

))(())1(())(( kxVkxVkxV 
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对于离散时不变自治系统（4-17)，

))(( kxV

(1) 正定；

(2) 为负半定；

))(( kxV

))(())1(())(( kxVkxVkxV 

（4）当 ，有 )(xV)(kx

则称系统在平衡状态x=0 为大范围渐近稳定。

定理4. 12（大范围渐近稳定）

若可构造离散状态x(t)的标量函数 ，且对任意非零状态

x 满足

（3）对任意非零初始状态x(0)确定的所有解x(k)的轨线，
不恒等于零；)(( kxV

考察离散线性时不变系统

0,1,2,k  ,x   x(0)),()1( 0  kGxkx （4-18）

其中，x是n 维系统。若G非奇异，则xe=0为系统唯一平衡状态。

(3)当 ，有 )(xV)(kx

则称系统在平衡状态x=0 为大范围渐近稳定。
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定理4. 13   （特征值法） 对离散线性时不变系统（4-18），在
xe=0 是李亚普诺夫稳定的充要条件是，G的全部特征值的幅值
等于或小于1，且幅值等于1的特征值只能是G的特征多项式的单
根。

定理4. 14   （特征值法） 对离散线性时不变系统（4-18），在
xe=0 是李亚普诺夫渐近稳定的充要条件是，G的全部特征值
的幅值均小于1。

定理4. 15 （李亚普诺夫法）对离散线性时不变系统（4-18），
在 xe=0 是李亚普诺夫渐近稳定的充要条件是，对于任一给定

正定对称矩阵Q，离散型李亚普诺夫方程nn

QPPGGT 

有唯一 正定对称解阵P。nn

（4-19）
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知识点：

1、李亚普诺夫稳定性定义、物理意义，李亚普诺夫稳定
性主要结论

2. 利用试凑法构造李亚普诺夫函数

判断具体系统

3、两种构造李亚普诺夫函数的方法：

变量梯度法 克拉索夫斯基方法

4、线性定常系统的稳定性判据

特征值法 李亚普诺夫方程法
5、线性时变系统的稳定性判据

状态转移矩阵法 李亚普诺夫方程法

6.  线性定常离散系统的李亚普诺夫稳定性主要结论
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习题：

1. P251,  5.2

2. P251,  5.3

3. P252,  5.5

4. P252, 5.10

5. P253, 5.12


