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最优控制2021

课程总结
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最优控制（Optimal Control）

⚫ 课程目的：

⚫ 从理论和应用两个方面掌握自动控制系统的优化
设计方法

⚫ 引入了最优化的概念

⚫ 从频率域回到时间域

⚫ 最优控制问题描述

⚫ 寻求最优的控制向量u(t)，使系统从初始状态x0变到
所希望的状态xf，在过渡过程中和稳态应满足某种
目标函数为最小。

u(t)是一个函数
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课程进度计划

04/28 绪论 06/02 最大值原理

04/28 优化理论与方法 06/02 动态规划

05/12 变分法 (2/3) 06/09 强化学习算法 I

05/12
变分法(1/3)

连续系统最优控制(1/3)
06/09 强化学习算法 II

05/19 连续系统最优控制(2/3) 06/16 序优化

05/19
LQR

LQG
06/16 总结

05/26 离散系统最优控制 06/1? Project Presentation II

05/26 Project Presentation I 06/1? Project Presentation II
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现代控制理论框架
—课程定位

线性系统理论

最优控制 Kalman滤波 系统辨识

随机控制 自适应控制
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实施控制的三种方式
-minimum time path from A to B

I. Open Loop Control: Dead Reckoning

II. Feedback Control: Continuous Dead Reckoning - line of 

sight policy

III. Stochastic Control: l.o.s.policy with statistical 

correction

A B
V

A B
V

crosswind

A B

A B
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静态优化与动态优化

⚫ 静态优化： （参数优化）

⚫ 对变量进行优化

⚫ 约束条件为代数方程或代数不等式

⚫ 动态优化： （变分问题，最优控制）

⚫ 对函数进行优化

⚫ 目标为积分型泛函

⚫ 约束条件包含微分方程

离散化
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变分法

⚫ 引入泛函的概念
⚫ 泛函与函数之间概念的对应关系

⚫ 泛函变分的三种定义

⚫ 泛函极值存在的必要条件——Euler方程

⚫ 复杂情形
⚫ 有约束

⚫ 端点可变



SEI

高峰、吴江 8

泛函求极值问题
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泛函的变分：
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泛函极值存在的必要条件
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Euler方程

横截条件

泛函极值存在的必要条件：

变分法是连续系统最优控制的基础

Fx, Fy, Fy’ 存在且连续(p10)
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连续系统最优控制问题

泛函求极值

Bolza问题 Mayer问题 Lagrange问题

古典变分法的三个基本问题

稳态误差 暂态误差
能量消耗
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连续系统最优控制问题

终端控制器问题

某值

调节器问题

0

干扰不
再作用
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与第一章的对应关系
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泛函极值存在的必要条件
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线性系统最优控制
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LQR调节器结论（1）

⚫ 最优控制存在且唯一

其中：n n矩阵P(t)是下列Riccati微分
方程的唯一半正定解。

Kalman增益
K(t)
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LQR调节器结论（2）

⚫ 最优状态是如下闭环控制的解

•从任意初态开始的最优性能指标为

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( )
( )
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无限时间输出调节器

⚫ 定理（无限时间调节器）

⚫ D=I 时，转化为状态调节器。

⚫ 矩阵Riccati代数方程有唯一半正定解
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可化为规范形式的LQ问题

⚫ 具有规定衰减速度（稳定度）的调节器

⚫ 具有非零设定点的调节器

⚫ 跟踪问题

⚫ 限制输入信号的变化速率

⚫ 补偿扰动的影响

⚫ 特点：重新定义状态、控制及目标函数中的权
矩阵，转化为规范LQ问题，再将求解结果转
化到原问题
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频域特性

⚫ 最优反馈系统增益裕量的变化范围在(       )

⚫ 最优反馈系统的相位裕量不小于 600.

Re

Im

-1 0

Re

Im

1-1 0

A

,
2

1



SEI

高峰、吴江 20

离散变分问题

⚫ 泛函求极值：

极值存在的必要条件：
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离散Euler方程

⚫ Euler方程
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延迟一个时间单位
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离散系统最优控制问题

⚫ 对象：

⚫ 全数字系统 / 具有采样保持的数字系统
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极值存在的必要条件



SEI

高峰、吴江 24

离散LQR问题
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矩阵Riccati差分方程

最优反馈控制：
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经典变分法的限制

⚫ 控制量的取值范围不受任何限制，在Rm空间
中任取

⚫  , ,  等函数对其自变量要有充分的可微性，
特别要求 H/u 存在

在实际应用中，由于物理条件的
限制，控制作用通常是有界的！

ribua iii ,,2,1 = ,2,1,0)( = iuM i
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控制向量有界情形
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甚至H对u不可导

经典变分法
无法解决
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最小值原理

Hamilton函数在最优轨线上取得最小值。

耦合方程 =〉极值条件

转化为两点边值问题

同样是非常困难的问题
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一类特殊的最优控制问题

⚫ 泛函求极值

线性控
制项

控制各分
量上下界
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Bang-Bang控制

在某些情形下，可求得状态相平面上的开
关线或开关面，由此构成反馈控制结构。
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动态规划

⚫ 单段决策过程 vs. 多段决策过程

⚫ 单段决策过程的求解：

⚫ 线性规划、非线性规划等

⚫ 多段决策过程的求解：

⚫ 动态规划：最优控制、投资分析、路径规划等

⚫ 动态规划

⚫ 将多段决策问题转化为多次单段决策问题

⚫ 数学上称为嵌入原理
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一个例子

⚫ 为找到S->T的最优路线，先找出各站到终
点T的最优路线。

⚫ 表面上，多作了计算，但在迭代求解过程中，
每一步只需作很简单的计算。

⚫ 最优决策S->B->C->F->T中，从任一点开始
到T的任一段，如C->F->T也是从C到T的最
优决策。

动态规划
最优性原理
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最优性原理

⚫ 在任何时刻，不论现在的状态和过去的决策如何，

随后各阶段的决策对于现在的状态必定构成最优

控制。

⚫ Bellman方程
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动态规划的连续形式（Hamilton-

Jacobi方程）
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MDP Framework(1/2)

⚫ S : state space

⚫ A : action space

⚫ Pr(st+1 = s’ | st , at )

=Pr(st+1 = s’ | s0,…st , a0,…at ) 

[Markov property]

⚫ R(s) : immediate reward at state s
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MDP Framework(2/2)

⚫ Find a policy: π : S → A

⚫ Maximize

⚫ Myopic: E[rt | π, st] for all s

⚫ Finite horizon: E[Σk
t=0 rt | π, s0]

– Non-stationary policy: depends on time

⚫ Infinite horizon: E[Σ∞
t=0 rt | π, s0]

E[Σ∞
t=0 γtrt | π, s0]

– 0 < γ < 1 is discount factor

– Optimal policy is stationary
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强化学习，Q学习算法

与动态规划方法有何联系？
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Deep Reinforcement Learning
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1. without any human data 2. only stones as input features

3. single neural network 4. without any Monte Carlo rollouts
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序优化
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G

S

k

Q

Q: design space

G: good enough set

S: selected set

: true optimum

: estimated optimum

Pr{|GS|k} : alignment 

probability
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总结

⚫ 变分法原理

⚫ Bellman最优性原理
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进一步的学习

⚫ 优化控制

⚫ 自适应控制

⚫ H控制

⚫ 鲁棒控制

⚫ 非线性控制

⚫ 随机系统控制


