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三维 Ising模型的蒙特卡罗模拟
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[摘 � 要] � 采用蒙特卡罗 ( Monte Carlo) 重点抽样法对三维 Ising 模型进行计算机模拟, 测量无外磁场时三维

Ising 模型中自旋键链的能量、磁化强度、比热及磁化率的统计平均值与标准误差 (不确定度) . 结果表明, 三维

Ising 模型在无外磁场时存在自发磁化现象, 铁磁�非铁磁相变临界点在 J� ( kB T C ) = 0� 222 0, 或居里温度 T C=

4�500 0处. 并研究存在外磁场时上述物理量随温度与外磁场的变化规律, 给出物理解释.
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0 � 前言
Ising 模型

[1]
广泛应用于统计物理、材料物理、凝聚态物理等领域, 它由德国物理学家伦兹( Lenz)在 20世

纪20年代提出,可用来描述单轴各向异性磁性系统, 合金等物理体系. 1925年, Ising 给出了其在一维情况下

的严格解, 证明了在一维情况下不存在相变, 且在温度不为绝对零度的情况下都无自发磁化. 1936年,佩尔

斯论证了二维伊辛模型存在自发磁化; Onsager在 1944 年做出了零磁场下在二维空间的严格解并计算了它

的相变温度, 研究了比热等物理量在相变点的行为. 杨振宁在 1952年给出了外磁场很小时二维 Ising模型的

解析解
[ 1]

.

不管是一维还是二维系统都不是真实的物理系统,而是一个理想模型,只有三维系统才与实际物理系统

相对应,因此研究三维 Ising 模型更有意义. 一般认为三维 Ising 模型没有解析解,只能采用近似方法.随着计

算机技术的发展,其在诸多领域中有重要应用,常被用作检验各种数值方法或解析近似方法的标准. Ising 模

型许多变形(如类Heisenberg 模型
[ 2, 3]
、磁性膜系统

[ 4]
、一维亚铁磁混合自旋链

[ 5]
等)在诸多研究领域中有着实

际的应用.

本文在个人电脑上使用蒙特卡罗( Monte Carlo)重点抽样法
[ 6]
研究三维 Ising模型在一定温度与磁场下自

旋键链的平均能量< E> 、平均磁化强度< M > 、平均比热 cV、平均磁化率等物理量随温度与外磁场变化的

规律,考察格点数以及抽样数量对结果可靠性的影响, 重点考察三维 Ising 模型的铁磁 �非铁磁相变临界点

与物理量随外磁场的变化规律.

1 � Ising模型介绍
Ising模型是在统计物理中广泛研究的模型之一, 最初被用于研究磁性物体在磁场中的行为. 现在看来,

它是铁磁体的一种最简单的理论模型, 可近似描述单轴各向异性铁磁体,稍加改变, 还可用来描述反铁磁体,

气�液相变,二元溶液相变以及合金的有序�无序相变等.

如图 1,设有 L  L  L 个自旋粒子,处于三维晶格格点位置上,每个粒子的自旋只能取向上或向下两个

态,并只考虑近邻自旋之间的相互作用,这样的自旋系统称为 Ising模型. 其哈密顿量为

H = - J !
< i, j>

s is j - �B !
i

s i , ( 1)

其中第 i 个格点位置的自旋 s i 取值为+ 1或- 1, 分别对应于自旋向上或向下, !
< i� j>

表示对一切可能的近邻
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图 1� 三维 Ising 模型

Fig�1 � A 3�dimensional Ising model

键链对< i , j> 求和, J 为与交换积分成正比的耦合常

数.这里令 J > 0,代表铁磁体; J< 0,描述反铁磁体.式

中的第一项为交换能,只限于最近邻之间,第二项代表

在外磁场 B 中的塞曼能, �为与自旋相应的磁矩. 因

为式( 1)中的自旋不当作算符处理,所以是一种半经典

模型.以下只讨论 J> 0,即铁磁情形.

2 � 模拟方法与计算公式
Monte Carlo(MC)方法是一种利用随机数对问题的

概率模型进行模拟从而获得问题的解的方法. 又称统

计模拟 ( Statistical Simulation) 方法. 重点抽样法
[ 7]

( Importance Sampling)的思想是按照一定的概率密度分

布来进行抽样, 而不是均匀地进行抽样.具体计算步骤

如下:

∀初始化. 产生[ 0, 1]区间的随机数,根据相应初值条件产生系统初态;

#预热.预先让系统进行 Warmup 次预抽样,使系统经历一段时间的演化达到热平衡状态;

∃抽样.采用重点抽样法
[ 7]

, 每隔 Skip 个完全循环, 记录计算所需要的物理量,重复 Updates 次;

%计算统计平均值与标准误差;

&输出数据.

对于具有 N = L
3
个系统,每次测量都需要计算每个自旋键链占有的能量、比热、磁化强度等物理量,使

用的计算公式如下:

能量

∋E(k = - J !
< 1, 2= i, j , k>

s1 s2 - �B !
N

i= 1
si �L

3
; ( 2)

� � 比热

∋cV(k = L
3  

∋E 2(k - ∋E(2
k

T
2 ; ( 3)

� � 磁化强度

∋m(k = !
i

s i, k�L
3
. ( 4)

共测量了 Updates 个数据, 记录每次测量结果, 可得统计平均值,

∋E(= !
Updates

k= 1

∋E(k�Updates, ( 5)

∋cV(= !
Updates

k= 1
∋cV(k�Updates, ( 6)

∋m(= !
Updates

k= 1
∋m(k�Updates. ( 7)

根据

∋(�A ) 2(= 1
Updates( Updates - 1) !

Updates

k= 1

[ A
2
k - ∋A(2

] , ( 8)

可以计算出各物理量的不确定度. 此外系统的磁化率为

 =
∋�m

2
k(

k BT
=

!
Updates

k= 1
!(∋m2

k(- ∋m(2
)

Updates
, ( 9)

这里 kB 为玻尔兹曼常数, != 1�( k BT ) .
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3 � 结果与讨论
3�1 � 蒙特卡罗模拟参数的确定

根据重点抽样法对三维 Ising 模型进行模拟, 必须选定很多参数. 包括格点数 N x , Ny , N z , 抽样数量

Updates ,预热数 Warmup ,抽样间隔 Skip .为了合理选择参数,成功完成模拟计算,我们进行了数值模拟实验.

在周期性边界条件下,确定了如下的模拟参数: Updates= 20 000, Warmup= 2 000, Skip= 200.

3�2 � 无外磁场时相变临界点的确定
根据上述模拟参数, 采用周期性边界条件,首先测量了无外磁场时三维 Ising模型每个自旋键链的平均

能量< E> 、磁化强度< M > 、比热 cV、磁化率  等物理量(图 2) . 发现无外磁场情况下,三维 Ising 模型在低

温下平均磁化强度为 1,系统存在自发磁化现象, 这与前面讲到的 J > 0对应铁磁体相符.随着温度升高,系

统的平均磁化强度减少, 平均能量增加, 自发磁化被破坏.当温度从大于 T C 或小于 T C 两边趋于居里温度

时,系统的比热 cV 趋于无限大, 这是物质在铁磁性状态和非铁磁性状态之间的相变.从图 2可以看到,相变

临界点在 J�( k BT C )为0�210~ 0�225之间.为了判定相变临界点的位置,在转变温度 T C 附近研究物理量的行

为. 计算 T C 附近平均磁化率随温度的变化(图3) .由图 3可以得出, 三维 Ising模型在无外磁场情况下由铁磁

�非铁磁的相变临界点为 J�( k BT C) = 0�222 0,或 T C= 4�500 0, 这与文[ 8]采用集群计算机系统模拟得到的

结果 J�( k BT C ) = 0�221 654 4一致.

图 2� 无外磁场时物理量随温度的变化

Fig� 2� Physical quantities versus J�( k BT ) as B = 0

图 3� 无外磁场时 T C 附近磁化率随温度的变化

Fig�3 �  versus J�( k BT ) as T is near T C and B= 0

3�3 � 物理量随温度(或外磁场)的变化规律

3�3�1 � 比热
图4为引入外磁场后不同外磁场强度下三维 Ising模型的比热 cV 随温度的变化情况.可以发现, B ) 0

时,比热曲线为单锋结构的连续曲线, 系统不存在铁磁 �非铁磁相变. 或者说, 外磁场的引入改变了三维

Ising模型的相结构.

3�3�2 � 磁化强度
三维 Ising 模型的磁化强度随温度与外磁场强度的变化情况见图 5. 可见在相同温度下, 外磁场强度越

大,平均磁化强度也越大.原因是, 根据( 1)式和能量最低原理, 有外磁场存在时自旋将尽可能选择与外磁场

相同的取向,或者说系统发生了顺磁磁化,外磁场越强,顺磁磁化越厉害.

4�3�3 � 磁化率
不同外磁场下, 自旋键链的平均磁化率随温度变化的规律如图 6.可以看到:

1)在低温区( J�( kBT ) > 0�5) ,不同外磁场下, 磁化率的低温极限行为是一致的, 磁化率与温度成反比.

物理上的解释是在低温区,系统自发磁化较强,外磁场还不足以破坏这种自发磁化形成的相结构.
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图 4� 不同外磁场强度下比热随温度的变化

Fig�4� c∀versus J�( kB T ) at different B

图 5� 平均磁化强度随温度与外磁场强度的变化

Fig�5� < M> versus J�( kB T ) at different B

� � 2)在中温区 ( 0�5 > J�( kBT ) > 0�15) , 不同外磁场下,随温度的增加,磁化率的变化规律都经历了一个

增加过程.这是因为这时热运动还不足以抵抗外磁场对自旋转向的∗口令+作用,自旋磁矩尽可能转到与外磁

场相同的方向上,发生了顺磁磁化.

� � 3)在高温区 ( J�( k BT ) < 0�15) , 磁化率随温度的增加而减少,而且外磁场越强,相应的磁化率峰值对应

的温度越高.物理上的原因是随着热运动加剧,弱化了外磁场的作用,随温度的增加,自旋无序排列的几率增

大,磁化率就越低.外磁场越强,要抵抗外磁场的作用, 需要的温度越高, 因此磁化率峰值对应的温度随外磁

场的增强而变大.

4�3�4 � 平均能量
不同外磁场下, 自旋键链的平均能量随温度变化的规律如图 7,可以看到:

1)在低温区,平均能量随外磁场的增大而线性减少, 这与( 1)式相符.

2)在高温区,自旋键链的平均能量随温度的升高而增加,而且具有相同的极限值. 这是因为高温时热运

动加剧,破坏了自旋取向的同一性,在极端情况下( 1)式的第二项没有贡献(平均值为零) ,因此自旋键链的平

均能量具有相同的高温极限.

图 6 � 平均磁化率随温度与外磁场强度的变化

Fig�6�  versus J�( kB T ) at different B

图 7� 平均能量随温度与外磁场强度的变化

Fig� 7� < E > versus J�( k BT ) at different B

4 � 结论
本文使用 Monte Carlo 重点抽样法研究了三维 Ising 模型, 确定合理的抽样参数为 L = 20, Updates=
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20 000, Skip= 200. 得到如下结论:

1)三维 Ising模型存在自发磁化现象,即没有外磁场时,低温下三维 Ising模型的自旋键链有相同方向,但

随温度的增加,系统将发生铁磁 �非铁磁相变.模拟计算得到的相变点为 J�( k BTC ) = 0�222 00, 或者 T C=

4�500 0,这与文[ 8]采用集群计算机系统模拟得到的结果 J�( k BTC ) = 0�221 654 4一致.

2)引入外磁场以后,三维 Ising模型的铁磁 �非铁磁相变消失了,或者说,外磁场的引入改变了三维 Ising

模型的相结构.

3)不同外磁场下, 在低温区( J�( kBT ) > 0�5) , 磁化率与温度成反比; 在中温区 ( 0�5 > J�( kBT ) >

0�15) , 磁化率随温度的上升递增; 在高温区 ( J�( kBT ) < 0�15) , 磁化率随温度的增加而减少,而且外磁场越

强,相应的磁化率峰值对应的温度越高.

4)在低温区,自旋键链的平均能量随外磁场的增大而线性减少,但不同外磁场下, 自旋键链的平均能量

具有相同的高温极限.
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Monte Carlo Simulation of 3�dimensional Ising Model

HUANG Chunqing, � DENG Shaojun

( Department of Optical Electronics and Physics , Foshan University , Foshan � 528000, China)

Abstract: � A 3�dimensional Ising model is simulated with Monte Carlo importance sampling method. Statistical values of energy, strength of

magnetization, specific heat and rate of magnetization of spin links as well as their standard errors ( uncertainties) are measured. 3�dimensional

Ising model shows spontaneous magnetization with no exterior magnetic field. Critical point of phase transformation is at J�( kB TC ) = 0�222 0

or T C= 4�500 0. Phase transformation at high temperature disappears with exterior magnetic field. Relationship between physical quantities,

temperature and exterior magnetic field is investigated and analyzed.

Key words: � 3�dimensional Ising model; importance sampling; critical point of phase transformation; temperature; exterior magnetic field
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