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伊辛模型的研究进展简介 
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本文首先简单地介绍 了伊辛 (Ising)模型及其应 用的范 围、二维伊辛模型精确解的求解 过程、三维伊辛模型精确 

解所面临的困难。然后 回顾并总结了人们用分子场理论 及其改 进理论、高温级数展 开、低 温级数展 开、重整化 群理 

论 、蒙特 ·卡罗模拟等近似计算三维伊辛模型的物理性质和 临界指数 的研 究进展 。最后 ，介绍 了我们对 三维 简单正 

交晶格伊辛模型 的猜想以及推定的精确解。 

1伊辛模型简介 

伊辛(Ising)模型是一个最简单且可以提供非常丰 

富的物理内容的模型[ ，它可以被用来帮助我们发现物 

理世界的原则 。它不仅可以用来 描述晶体的磁性 ，还可 

以用来描 述非常广泛 的现 象，如合金 中的有序一无 序转 

变 、液氦到超流态 的转 变 、液体 的冻 结和蒸 发 、晶格气 

体 、玻璃物质 的性 质、森林火灾 、城 市交通 、蛋 白质分子 

进入它们 的活性 形式 的折叠等。科 学家对伊辛 模型 的 

广泛兴趣还源于它是描述相互 作用 的粒子 (或 自旋)最 

简单的模型。它可 以用来 测试研 究相互作用 的粒子在 

多体系统(特别是理解在临界点及其附近的合作现象和 

临界行为)任何 近似方法 的理想工具 。进一 步说 ，三维 

伊辛模型可以研究从无限大温度到绝对零度相互作用 

的粒子(或 自旋)系统的演变过程 ，如果将热力学 中的温 

度做为动力学 中时间来考量 ，它不仅可以理解热力学平 

衡 的无限系统 如 一个磁铁 ，还可 以 帮助理 解我 们 的宇 

宙 。另外 ，平衡相变 的理论 可以用来 研究连续 的量子相 

变 、基本粒子的超弦理论 、在动力学系统到混沌的转变 、 

系统偏离平衡的长时问行为和动力学临界行为等。由 

于伊辛模型中的粒子(或自旋)具有两种可能的状态(自 

旋 向上或向下)，它实际上可以对应黑 白、上下、左右、前 

后 、对错 、是非 、满空 、正负 、阴阳⋯⋯ 所 以，原则上伊辛 

模型可 以描述所有具有两种可能 的状态 的多体 系统 。描 

述两种极端条件间的相互竞争。 

伊辛模型是一个 非常简单 的模 型lll，在一 维、二维 

或三维的每个格点 上 占据一个 自旋。 自旋是 电子的一 

个内禀的性质 ，每个 自旋 在空间有两个量 子化 的方向 ， 

即其指向可 以向上或 向下。尽管伊辛模 型是一个最 简 
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单的物理模型 ，目前仅有一维 和二维 的精确解 。现在考 

虑一维伊辛模型 ，M 个 自旋排成一排 ，每个 自旋 与其左 

右两个最近邻的 自旋手 拉手 。手拉手表 示它们 之间有 

相互作用 。简单起见 ，我们仅考 虑倾向于使近邻 自旋的 

方 向一致 的相互作用 。二维 正方伊 辛模型就是有 Ⅳ 个 

相 同的 自旋排 ，每个自旋不但 与其 左右两 个最近邻 的自 

旋手拉手。而且与前后相邻的自旋排中的两个最近邻的 

自旋手拉手 ，构成 了一个二维 的 自旋阵列。三维 立方伊 

辛模型就是有 JL个相同的二维 自旋阵列 ，每个 自旋与其 

左右、前后、上下六个最近邻的自旋手拉手。可以看出， 

随着维度 的增加 ，每个 自旋 的最 近邻 自旋数增加 ，与周 

围 自旋的相互作用也在增强 。 

由于相互作用倾向于使近邻 自旋的方向一致，所以 

在绝 对零度时 ，系统 的基 态是铁磁态 。所 有 自旋 的取 向 

完全一致。有两个可能 ，都是 向上或都是 向下 。一旦选 

定 了向上 ，就大家一起 向上 ，非常有序 。如升高温度 丁， 

温度将要对这种有序 的状态进行扰动 。某一个 自旋可能 

就会挣脱 其他 自旋 对它 的相互 作用 的束 缚 ，而变成 向 

下 。这个调皮的 自旋可能又会影 响其他 自旋的取 向，从 

而引入了无序的成分 。我们面临的问题就是 ，在什么温 

度下 ，系统从有序态变成无 序态。这个 温度 就是我们关 

心的相变 的临界温度 。在统计 物理 中有 一套标准 的程 

序[2]，从 系统的哈密顿量 H 出发 ，写出其配分 函数。配 

分函数就是对 系统 的所 有可能不 同状态根 据哈密顿量 

H 写下波尔兹曼权重的指数 函数 exp(一H／足B丁)，并对 

所有的可能状态的值求和。一个状态在 温度 丁下 出现 

的可能性 正比于该状态 的指数 函数 exp(一H／足B T)除 

以配分函数 。其 中需要对写 下所有可 能状态 的波尔兹 

曼权重的矩 阵对角化求 能量本 征值。对大型 复杂矩阵 

的对角化是一个难点 。然后 事情 就变得非常简单 ，根据 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com
cwjiang
高亮



自然 杂 志 30卷2期 科技进展 

热力学统计物理 的标准手续 从 配分 函数就 立即得 到系 

统的 自由能 ，对 自由能进行微分 立即得到磁化 强度、比 

热、磁化率等物理性质。所以，问题的关键在于求出系 

统的配分函数。而写 出系统的所有 可能不 同状态 又成 

为一个难点 。 

如果一个 自旋的取 向有两种可能 ，那 么两个 自旋 的 

取向有 四种可能 ，三个 自旋 的取 向有八 种可能 ，四个 自 

旋的取向有 1 6种可 能 ，以此类 推，M 个 自旋 的取 向有 

2M种可能。一维伊辛模型 M 个 自旋排成 一排 ，在热力 

学极限下，自旋数 M 趋于无 限大 。数数是不可 能的，即 

使 目前功能最强 大的计算 机对精确求 解 一维问题都 无 

能为力 ，更不要说精确求解二维和三维 问题 了。对于一 

维伊辛模型可 以将 配分 函数 根据系统 的状态 写成矩 阵 

形式，每两个最近邻的自旋状态的组合构成 2×2的矩 

阵，配分 函数是 M 个 2×2的矩 阵相乘后对 系统 的所有 

可能不 同状态 的求和 。求解 这个 问题 的关键 是引入 了 

一 个周期性边 界条件 ，将一维 伊辛模型 M 个 自旋 的首 

尾相连 ，从而将 问题 简化 为对 2×2矩 阵求能量 本征值 

后 ，系统的能量本征值 是 2×2矩 阵的能量本征值 的 M 

次方。这种周期性边 界条件 的引入对在 热力学 极限下 

自旋数 M 趋于无限大的情况没有任何的影响，类似于 

固体物理学 中能带 理论 的玻 恩～冯卡 门周 期性 边 界条 

件。所 以，我们可以非常容易地获得一 维伊辛模型 的精 

确解 ，根据 1925年伊辛发表的结果[ ，在一维伊辛模型 

中不存在有限温度的相变温度。也就是说，系统仅在绝 

对零度时为有序态 ，一点点温度就可 以使 系统 变成无序 

态 。这主要是 由于一维伊辛 模型 中 自旋之 间的相互 作 

用非常脆弱 ，而且 系统的不 同状态 的能 量差 非常小。当 

然 ，精确求 解二 维或三 维模 型 已超 出 了伊 辛 的能力 范 

围，他简单地推断在二维和三维也不存在相变 。 

2二维伊辛模型研究进展 回顾 

大家对伊辛模 型感兴趣 的主要 原 因就 是它能很 好 

地显示连续相变过程 ，特别是在相变 的临界温度附近 的 

临界现象[2-4]。对临界现象 的研 究可 以追溯 到 1869年 

安住斯 (Andrews)引入 临界点 的概 念 ，1873年 范德 瓦尔 

斯(van der Waals)用分子 动力理论讨 论 了气液两相 转 

变和临界点的问题。1895年居里(Curie)研究了铁磁体 

的铁磁一顺 磁相变 ，并指 出铁磁一顺 磁相变与气～液相 变 

的相 似性 ，所以相变的临界点也称为居 里点 。1907年外 

斯(Weiss)提出了铁磁一顺磁相 变的分子场理论 ，也称 为 

平均场理论。铁磁一顺磁相变 的平 均场理论与范德 瓦尔 

斯的气一液相变理论又是相对应的。现在可以证明平均 

场理论是 四维及 四维 以上空间伊 辛模型 的精确解 。平 

均场理论的精神就是将一个 自旋周围的所有 自旋对它 

的作用平均成一个有效磁场。在最紧邻伊辛模型中仅 

考虑最紧邻 自旋之间的相互作用 ，但 由于所有的 自旋均 

与其最紧邻手拉手，某个自旋的指向不仅受到其最紧邻 

自旋的影响，由于自旋的关联作用还受到其他所有自旋 

(甚至无限远处 的 自旋 )的影 响。平均场 理论实 际上 忽 

略 了自旋的关联作用的细节之处 ，所以仅 能在四维及四 

维 以上空间精确 。这是 由于 四维及更高 维空间 的关联 

非常之强大，使其效应可以用一个平均的有效磁场来描 

述 。但 对于低维空间 ，平均场理论仅给 出近似的定性结 

果 ，可以说是一个零级 近似 。 

为了获得更多的信息，一些科学家试图对平均场理 

论进行改进 在 2o世纪 3o年代布喇格、威廉斯、肖克 

莱(Shockley)等人在研究合金中的有序～无序转变时将 

伊辛模型的研究向前推进[ ，并引起更多的关注。如 

布喇格一威廉斯 近似忽略了 自旋间 的短程关联 ；Bethe近 

似对布 喇格一威廉斯 (Bragg—Williams)近似进行改进 ，考 

虑了短程序 ；⋯⋯但 这些 改 进属 于 小打 小敲 的修修 补 

补 ，没有逃脱掉 平均场 理论影子 。而且 ，也无法进 一步 

按其路线再发展下去。突破还需要求出伊辛模型的精 

确解，才能获得精确的物理信息。1941年 Kramers和 

Wannier以及 Montrol1分别利 用二维 伊辛模型 的对偶 

性精确地确定 了正方伊 辛模型 的居里 点为 X =e一2K c 

= ~／2—1，即白银解[7-9]。这为一个重要人物在伊辛模型 

的舞台的登场提供了一个坚实的台阶。1944年耶鲁大 

学化学系昂萨格(Onsager)教授用代数法求出了二维长 

方伊辛模型配分函数 和 比热 的精确解[10]。昂萨格是一 

位数学 家 ，在化学 系任职 ，做 的大部分 工作是与物理有 

关的问题 ，最后得到 了诺贝尔化学 奖。昂萨格 的工作第 

一 次清楚地证 明从一 个没有 奇异性 的系统 哈密顿量 出 

发 ，在热力学极限下能导致热力学函数在 临界点 附近的 

奇异行为 ，它 向以前 的所有 相变 理论 提 出 了严重 的批 

评 ：在临界点 ，比热不是不连续 ，而是对数发散 。昂萨格 

的工作在量子统计物理领域具有重要 的意义。但是 ，昂 

萨格用的代数法非常繁杂，让人很难理解和接受。后 

来，昂萨格带的一个女学生考夫嫂(Kaufman)发展出一 

个更为简便优雅的方法[̈]。Kaufman文章中的推导过 

程可以让人容易地理解 ，所 以极大地推 动了相 关工作 的 

进展。当然，Kaufman的求解过程还是较复杂的。简单 

地说 ，与能带 理论可 以在 三维方 向引入玻恩～冯卡 门周 

期性边界条件不同 ，求解伊辛模型时仅能引入一次周期 

性边界条件 。这是 由于能带 理论将 问题简化 为一个 电 

子在晶体 的三维周期势上的运动 ，而伊辛模型是许 多 自 
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旋之间的相互作用问题，是一个多体问题。所 以，在求 

解二维伊辛模 型就 比一维 复杂多 了。一维可 以将 问题 

简化为对 2×2矩阵求能量本征值 。二维伊辛模型就要 

面对两个 2 ×2Ⅳ矩阵相乘后求能量本征值 问题。首先 

将两个 2Ⅳ×2Ⅳ矩阵用泡利自旋矩阵表示，写成泡利自 

旋矩阵直乘及其乘积的线性组合，构成这两个矩阵的自 

旋表象 ；然后 ，通过两个引理证 明 自旋表象矩 阵的本 征 

值对应于相应 的 2 N×2 N 转动矩 阵的本征值 ；从转 动 

矩阵具有 特殊 的形式 ，可 以列 出容 易求 解 的本征 值 方 

程 ，求 出本征值 ；返 回去求 出系统 的能量本征值[11]。从 

这以后，二维伊辛模型的求解变得 简单 了。许多科学家 

纷纷加入 ，找到 了许 多更简单 的方法 ，甚 至有人发表 了 

题目为“伊辛模型的第 399种求解方法”。也求解出其 

他类型的二维伊辛 模型 ，如三角 、蜂 窝、Kagom6等模型 

及其变种[1 z-14]。但是 ，具有次 紧邻相互 作用 的二维 伊 

辛模型和磁场下的伊辛模型至今没有精确解。 

昂萨格的文章仅给出二维伊辛模型的本征值、配分 

函数 、自由能 、比热等 的精确解[如]。 自发磁 化强度 的求 

解需要加上 磁场 ，而磁 场下 的伊 辛模 型至今 没有 精 确 

解。但这不影响昂萨格在 2O世纪 4O年代末的两次国 

际会议别人的报告的讨论 中，在黑板上写下 自发磁化强 

度的精确 解 的公式 。当时的 国际会 议文集不但发 表学 

术报 告的正文 ，还发 表报告后 的讨论 内容，所 以有相关 

的记录 。但 昂萨格到去世 也没有公 开他的 自发磁 化强 

度 的精确解 的求解过 程 。杨振宁于 1952年用微扰法求 

出二维伊 辛模型的 自发磁化强度[ ]。 

3三维伊辛模型研究进展回顾 

自从德国物 理学家 愣茨教授 1920年提 出模型 ，他 

的学生伊辛 1925年求 出一维模 型 的解 以来[ ，求解 三 

维伊辛模型的精确解一直是人类追求的梦想。近 9O年 

来 ，人们探索 自然 奥秘的追梦之旅充 满了艰辛 ，一个不 

小心就会堕入万 丈深渊。尽管在攀登 的过程 中有时会 

有一些意外的收获和惊喜 ，但至今顶峰之路仍然是艰辛 

遥远。 

得到二维伊辛模 型 的精确 解表明人们 已在追 梦之 

旅 中有了很大的收获 ，可是人们追 求梦想的旅程只是站 

到一个新 的起跑线 ，前面的旅途更加遥远艰险 。在昂萨 

格求出二维长方伊辛模 型 的精 确解之时 就意识到用 他 

的方法 不能直接推 广到三维 ，用 Kaufman的求 解过程 

也不可能直接求 出三维伊 辛模型 的精 确解 。问题 出在 

三维与二维的不 同。那么，三维与二维 的不 同之处是什 

么?从空间来讲，二维是一个平面，而三维是立体的。 

· 96 · 

但在伊辛模型中几何空间形态 的不 同仅 是表 面现象，两 

者不同之处的本源是拓扑学上的差别[12]。主要起源 于 

自旋本身具有两种指向的特性 、系统存在 的相互作用 以 

及数学处理 时所用到的矩 阵形式 。前面 已经说 到，一维 

可以用周期性边界 条件将问题 简化为对 2×2矩 阵求 能 

量本征值 。二维就要面对两个 2N×2N矩 阵相乘后求能 

量本征值 问题 。用周期性边界 条件简化后 ，三维还要面 

对三个 2舭 ×2NL矩阵相乘后求 能量本征值问题 。困难 

还不在 于多 了一个矩阵，矩 阵阶数从 2Ⅳ变成 2NL，困难 

在于三个矩阵之间的矩 阵元 的排序相互交叉 ，非常混 乱 

地交织在一起 。这时 ，人们 遇到 了一个新 问题 ：拓扑 学 

的问题 。甚至有 人发表论 文证 明因为拓扑 学的结 的存 

在而无法解 出三维伊 辛模型 的精确解 。无 法精确地 理 

解三维世界 的自然奥秘 ，这对于生活在三维世界 的人们 

不能不说是个遗憾 。 

当然，科学家们并没有被困难吓倒 ，他们各显神通 ， 

采取迂回的战略，从不同的路径 曲折地 向上攀登 。主要 

的路径有以下几条：①杨振宁先生和李政道先生合作证 

明解存 在 的条 件 ，并 证 明伊 辛模 型 与 格 气 问 题 相 等 

价[ 。他们的思路是：既然暂 时不 能求 出精确解 ，那 

就先从数学上证 明这种解存在 ，而且证 明出连 续相变存 

在的范 围，得 出在零磁场条件 下存在 连续 相变 。给大家 

一 个信心 ，顶峰就 在前方 。② 以 C．Domb教 授为代 表 

的科学家集中精 力进 行级 数展开[0．】引，包 括低温展 开、 

高温展开等 。他 们 的思路 是 ：既然 暂 时不能 求 出精 确 

解，那就从我们知道的状态出发。我们知道的状态有两 

个 ，一个是最低温 (即绝对零度 )的完全有序 态 ，另一个 

是最高温 (即无 限大温度 )的完全 无序态 。从这 两个状 

态分别出发，用函数级数展开形式给出体系的能量和其 

他物理量 的表达式 ，然后通过外 推的方法估计临界点处 

的数值 。随着级数项的增加 ，其工作 量成几 何级数地增 

加 ，目前仅 能得 到几十项展开级 数项 的表 达式 ，离无限 

多项还差得远 。大家仍 能坚持做 下去是 由一个信 念支 

撑 ：级数展开的每一项 的系数都 是精 确。精 确解 的展开 

式 应与 级 数展 开 每 一 项 的 系 数 相 同。③ 以 Widom， 

Fisher和 Kadanoff等教授为代表的科学家研究 临界 现 

象的规律性[19-zz]。他们的思路是：既然暂时不能求出 

精确解 ，那就从临界点 附近人手 ，总结 临界现象的规律 

性。发展了标度理论，并发现了临界指数之间的标度关 

系。并证明在六个临界指数 a，』3， ，1，8和 u中仅有两个 

独立的变量。④1971年 Wilson在标度理论和普适性的 

基础上 ，利用 高能物理 中的重正 化的概念 ，发展 了重正 

化群理论[00 ]。重正化群理论是 临界现 象研究方面的 

一 个重大突破 。Wilson的思路是 ：既然暂时不能求出精 
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确解，根据在临界点处关联长度趋于无限大，体系应具 

有尺度变化下 的不变性 ，利用 这种尺 度 变化下 的不变 

性 ，从而确定临界点 和临界 指数。发展到 今天 ，重 正化 

群理论在许多领域得到应用 ，成为主流 的时 尚技术 。⑤ 

蒙特一卡罗模拟 等计算机 技术 的发展[25]。为 了解 决计 

算量庞大 的矛盾 ，一个思路是 发展 功能强 大的计算机 ， 

另一个就是发展简便的计算算法以节约计算时间。蒙 

特 卡罗模拟就是一个非 常有效 的简便算法 。⑥实验测 

定不同物质的临界指数[2 。通过对不 同物质的临界指 

数的测定 ，分门别类地归纳总结 ，并 与不 同理论 模型 (如 

伊辛模型 、xY模型 、海森堡模型)的结果进行 比较 ，得 出 

普适性的规律 。分 出不 同物质及 模型 的临界指数 的普 

适类。认为普适 类仅与 空 间维 数 d和序参 量 的维 数 n 

有关 ，与 晶格常数和对称性 、相互作 用的性质 、相互作用 

的力程大小等因素无关。⑦尝试直接求解或推导一些 

可能解析关系。到 目前为止 ，所有 的关 于精确求解三维 

伊辛模型的报导不是被证 明是错误 的 ，就是 没有得到大 

家的承认。当然 ，还有一些科学家尝试求解 一些与二维 

模型有一定关联性的特殊 的三维模 型；也有 一些科学家 

通过对近似结果 的理解提 出一些解析关系或猜想 。 

人们用分子场理论及其改进理论、高温级数展开、 

低温级数展开、重整化群理论、蒙特 ·卡罗模拟等近似 

计算三维伊辛模 型 的居 里温度 和临界指 数对我们 了解 

其 物理性 质起到重要 的作用 。其 中 Wilson于 1971年发 

展 的重整化群理论 可 以较 高的精 度计算 三维伊辛模 型 

的近似结果E ]，是统计物理领域 的一个重大进展。 

4三维伊辛模型精确解的新进展 

寻找三维伊 辛模 型的精确 解是物理 学家近 一个世 

纪的梦想 。出于对 自然奥秘 的探求 ，我们对这个 问题进 

行了多年 的思索和研究。最 近 ，我们报导 了对三维 简单 

正交晶格伊辛模型的猜想以及对推定的精确解的详细 

计算过程[ 引。通过引入第 四卷 曲起来的维和本征矢量 

上的权重这两 个猜想作 为处理 三维伊辛 模型 的拓扑学 

问题 的边界条件 。 

如上所述 ，一维伊辛模型可 以用周期 性边界条件将 

问题简化为对 2×2矩阵求能量本征值。这相当于将一 

根麻绳 的问题简化为一个麻点 的问题 。当然 ，一 个麻点 

对应于 2×2矩 阵。二维 用周期 性 边界 条件 将 问题 简 

化，就相当于将一片麻布的问题简化为一根麻绳 的问 

题。一根麻绳对应于两个 2。v×2N矩阵相乘。关键是， 

这根麻绳象我们买的一扎毛线一样是有秩 序地绕 好的。 

只要你仔细，可 以轻松地将一扎毛线 整理出来。三维用 

周期性边界条件后，相当于将一块立体的麻块简化为一 

片麻 布。一片麻 布对应于 自旋表象 中三个 2NL×2NL矩 

阵相乘 ，相应地对应于三个 2ⅣL×2ⅣL转动矩阵。关 

键是 ，这片麻布是 由麻绳非常混乱地编织在一 起的。包 

含了上面所说的拓扑学 的问题 ：存在各种各样 的扭 曲和 

纽结 。简单地说 ，就是一团乱麻 。如何将这团毫无秩序 

的乱麻理成有秩序的一根或几根麻绳 ，已经 困扰 了学术 

界六 十余年 。只要我们能将这 团乱麻整理 出来 ，求能量 

本征 值 问 题 迎 刃 而 解 。 下 面 是 我 们 提 出 的 两 个 

猜想[25]： 

猜想一 ：三维伊辛模型的拓扑学问题可 以被在 四维 

空间引入的一个 附加的旋转 解决 ，因为在三维空间的扭 

曲和纽结可 以被在 四维 空间 的旋转打 开。针对 三维伊 

辛模 型，我们可以在 2 N×L×O 空间(其中 O=(N · 

L)1／2)进行这个旋转 ，它对应于在 2N ’0空间的 自旋 

表象 。同时 ，自旋表象矩阵及其 对应的旋转矩阵将在这 

种高维 的空间被重新安排和表示 。 

猜想二：用在[一1，13范围内变化的权重因子 w ，w 

和 w 作用在本征矢量来表达 exp(i tx 7r／N)，exp(i ty ／ 

L)和 exp(i t ／0)在四维空间对系统的能谱的贡献。 

我们应用这 两个猜想 用 自旋分 析法评估 了三 维简 

单正交晶格伊辛模 型 的配 分函数[z5]，并发 现系统 的对 

称性 越高 ，居里温 度越高 ，简单立 方伊辛模型在 三维系 

统具有最 高的对称性 ，居里温度 为黄金解。正方伊辛模 

型在二维 系统具有最高 的对称性 ，所 以白银 解是 二维伊 

辛模型中最高的居里温度 。如果猜想是 正确 的，三维简 

单正交晶格伊辛模 型 的比热在相 变的临界点 具有对数 

发散的奇 异性 ，这与 二维伊 辛 模型 的 比热 的奇异 性一 

致 。我们还用微 扰技术 推导 了三 维简单正 交晶格伊辛 

模型的 自发磁化强度 ，并用与二维伊辛模型类似 的方法 

计算了三维简单 正交 晶格伊辛模型的 自旋关联 函数 、关 

联长度 、磁化率。由此推定的三维简单正交 晶格伊辛模 

型的临界指数满 足普适 律和标 度律。三维伊辛模 型的 

临界指数与一维及二 维伊辛模 型 的临界 指数 间也 存在 

很好 的数学上 的对应关 系。研究 了在 临界点 附近的临 

界现象 ，并将在猜想基础上获得 的结果 与其 他近似结果 

和实验结果进行 了 比较 。用一些 判据评 估了推定 的精 

确解。解释了其他近似结果和实验结果与解的偏差。 

在推定的精确解基础上 ，发现三维到二维 的转变现象不 

同于二维到一维 的转变现象 。当系统具有 等于或小 于 

白银解的居里温度时，具有二维 的临界指 数。高于 白银 

解的区域 ，有一个从三维到二维的临界指数 的逐渐变化 

的转变过程 。还特 别注 意到 由于 引入第 四卷 曲起来 的 

维导致 的能量增加 和 由本征 矢量上 的权重揭 示的在元 

· q7 · 
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限大温度和其附 近的状 态 的不 同。讨 论 了猜想 和存在 

多一维度的背后可能的物理内涵。我们获得的结果具 

有一定的对称性和美学价值，并 可以在极限条件 下 自动 

返 回到二维和一维 的结果。 

需要强调的是 ，我们推定的精 确解的正确性 取决于 

这两个猜想 的正确性[2 。当然 ，我们‘引 入第 四卷 曲起 

来的维 的想法并 不是一个全 新 的思想 。它 与科 学家们 

在相对论 、结合 电磁力和重力 的理论 、超 弦理论 、量子 重 

力理论 中采取 的思路不谋 而合。对三维物理 世界 的理 

解可能需要引入第 四维 的帮助 。通过 引入第 四卷曲起 

来的维在(3十1)维打开三维伊辛模型存在拓扑学的结 

具有一定的合理性 ，因为在低维 空间的拓扑学的结可以 

被在高一维空 间 的旋转 来打开 。权 重 的引入是数学 中 

通常使用的一个手段，也具有一定物理思想。另外，推 

定得的精确解与 目前学术界通常接受的评价标准仍不 

完全吻合 。学术界对伊辛模 型的精确解 的评价 标准为 ： 

精确解的能量、比热、磁化强度等函数在低温和高温的 

级数展开项应与用低温级数展开 、高温级数展开技术 获 

得的结果完全一致 。这是 由于二维 伊辛模型 的精确解 

与低温级数展开、高温级数展开 的结果完全一致 。在我 

们的猜想的基础上推定的三维伊辛模型的精确解可以 

与高温级数展开在无 限大温度及其附近一致 ，但在有 限 

温度不符。与低温级数 展开 的结 果不符合 。我们 解释 

了这种不吻合的可能原因 ：① 三维伊辛模型的低温级数 

展开是一个发 散 的级数 ，导致 了一 个非物 理奇点 的出 

现，并且其收敛半径可能为零，从而也使高温级数展开 

的收敛半径趋于零 ；②根据李一杨相变理论 ，在无 限大 温 

度也可能会存在一个相变，导致无 限大 温度 和有 限温度 

系统的物理性质发生变化。如果这 两个原 因合理 ，则 原 

来学术界公认的评价 标准可能 不能作 为三维 伊辛模型 

的精确解的评价标 准。这 主要是 由于对三维伊 辛模 型 

的级数展开仅考虑三维 的局域 的环境 ，而没有考虑三维 

伊辛模型可能存 在 的拓扑 学 的结实 际上 已将所 有的参 

加相互作用的粒子(或原子或 自旋)紧密地联系在一起 ， 

系统中存在很强的非局域效应，需要引入新的一维空问 

(或类时空间)来进行 讨论。对本 问题 的探讨不仅 涉及 

凝聚态物理 和统计物理 ，可能还与量子场论 、宇宙理论 、 

高能粒子物理 、图论和计算机科学有一定 的关联 。我们 

公开相关研究结果 的 目的是 为了对该 问题 的最终解 决 

可能有一点点推动，对其他研究者的探索可能有一点点 

启示 。正确与否一切由时间来检验 。 
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言中枢等功 能 区。在不 同的功能 区，皮质 的厚 薄、神经 

纤维的疏密程度和神经细胞的分布情况各不相同，皮质 

中所含的神经元的形状和大小也不完全相同。大脑半 

球的这些形态、结构使人们很自然地联想到用非线性系 

统分析法来研究大脑的生理现象，包括脑电信号。 

正是基于大脑皮质神经元的形态 、结构及其神经 电 

生理特性以及大脑半球的解剖学结构，人们可以从非线 

性系统动力学的角度出发，选择恰当的动力学参数和信 

号处理方法来研究人体的脑电信号。其实，人体的脑电 

信号还受到心率的变化、血液动力学、体内激素和代谢 

的变化、个体的健康水平、外界环境等众多因素的影响， 

是一个非常复杂的量。我们深信，随着非线性系统动力 

学和混 沌理论 的深入研 究，在多学科交叉 的背景下 ，人 

们可以结合人工神经网络和人工智能等先进工程手段 ， 

多角度、多样化地研究脑电信号，从 而促进脑科 学的 

发展 。 

(2007年 10月 12日收到 ) 
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Physiological and Anatomical Fundamentals on the 

Non—Linear An alysis of EEG Signals 

YING Le．an~，W ANG Cheng．tao~ 

①Doctor，②Professor，Institute of Biomedical Manufacturing and 

Lire Quality Engineering．Shanghai Jiaotong University，Shanghai 

200240， China 

Abstract After a brief introduction and review on the non．1inear a- 

nalysis of EEG signals，this paper aims at explaining why non-linear 

dynam ical parameters could be used in the research of EEG signals 

from the neurophysiology and anatomy view． 
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Advances on the Ising Model 

ZHANG Zhi—dong 

Professor，Shenyang National Laboratory for Materials Science，In 

stitute of Metal Research and International Centre for Materials 

Physics，Chinese Academy ofSciences，Shenyang 110016，China 

Abstract The Ising model and its applications，the procedure for 

deriving the exact solution of the two-dim ensional Ising model，the 

difficulty for solving explicitly the three-dimensional(3D) Ising 

m odel have been introduced briefly． The progresses in studying 

physical properties and critical phenomena of the 3D Ising model 

by various approximation methods such as the m ean field theory 

and its extensions，renormalization group theory and Monte Carlo 

simulations etc．have been reviewed．Finally，our recent advances 

in the conjectures and the putative exact solution of the 3D Ising 

modeI are introd uced． 

Key words Ising mod el，exact solution，three-dimensional，criti- 

cal phenomena，conjectures 
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