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二维 Ising模型临界相变的 Monte—Carlo数值模拟 
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摘 要：基于二维 Ising模型，讨论用 Monte—Carlo方法数值模拟正则系综的临界行为．计算结果表 

明此数值仿真能够显示二维 自旋晶格的自发磁化．该文确立的方法可以为三维 Ising模型的仿真计算打 

下基础． 
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在求解 Ising模型这一问题上，数值模拟方法是一种有效的途径，不但可以求出模型更加精确的解， 

同时还可以绘出相变前后物质状态的具体图像及其涨落．下面介绍以多步 Markov过程使系统逼近 

Boltzmann分布的 Monte—Carlö 模拟方法．即，系统的温度是其他变量的宗变量．研究的目的，是寻找 

系统平均磁化随温度的变化，尤其是在临界温度附近的行为，这实际上相当于构造了一个正则系综，在 

正则系综中观察铁磁相变现象．研究表明在正则系综条件下，可以观察到平均磁化的临界变化，随着系 

统温度的提高，系统会出现对称破缺、有序变为无序，序参量趋于零．该文运用 Monte．Carlo方法来模拟 

正则系综的以上行为，讨论二维Ising模型在正则系综条件下的自发磁化行为．这一方法可以适用于二 

维及三维 Ising模型临界现象的研究． 

1 计算模型 

图1所示是二维方形自旋网格 N×N中任意一个格点处的自旋，其 Von Neumann邻居_2 格点 自旋 

为s s s s ，现在考虑单轴各 向异性情形 ，即所有 的s 只能取 ±1，两最近邻 自旋相互作用能为 

E：一．， Sisj，对铁磁物质J>0，求和只对每个格点的Von Neumann邻居进行． 

Monte—Carlo方法的思想是：模拟点阵系统从随机产生的一初始态到与特定 ／／， 

温度 对应的平衡态的演化，得到系统在平衡态下的各种微观态，每个微 

观态给出了该温度下可以接受的各格点自旋指向的一种分布，由指向分布 1 

情况可以求出磁化强度，选取多个微观态样本求平均磁化强度，比较不同 f， 、1——f )——f s．＼ 

温度下的平均磁化强度就可以确定平均磁化强度随温度的变化关系． 一 T 一 

具体做法：从初状态开始，按一定的抽样方法决定每个格点的自旋是 人  

否反转，设△E=E：一E，表示反转前后自旋相互作用能的增量，取 s 发生 

变化的几率满足 

： 』 ，△E<0 
【exp—AE 

，△E > = 0 

图 1 二维方形网格格点自旋 

这里， 为温度，k口为Boltzmann常数，当使用适当的温度尺度时，可指定k口：1．产生一个介于[0，1]均 

匀分布的随即数叩，与得到的 W值比较，若 W >叩则接受 s 的反转；若 W≤叩则不接受s 的反转；当对 

所有的格点都进行了这样的处理后，系统的状态就朝着某温度 对应的平衡态前进了一步，称为一个蒙 

特卡罗步(MCS) 川，经过足够多的MCS，系统就进入了平衡态，因为平衡态的每一个微观态给出了该温 

度下可接受的各格点自旋指向的一种分布，根据指向分布就可以求出磁化强度 ( )以及( )随 

收稿日期：2007—12—16 

作者简介：李晓寒(1978一)，男，宁夏西吉人 ，第三军医大学助教，硕士． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 3期 李晓寒 ，等：二维 Ising模型临界相变的 Monte—Carlo数值模拟 57 

J／kT值的变化关系并确定出临界点．以上做法实际上是在构造系统状态演化的马尔可夫(Markov)过 

程，这样 S 的翻转概率满足了细致平衡条件的要求． 

2 算法步骤 

Monte—Carlo模拟二维 Ising自旋动力学模型的具体步骤如下 ： 

(1)给出矩阵的规格 N×N及温度 的起始值． 

(2)随机产生一个自旋点阵排列作为系统的起始状态，计算系统的能量 ． 

(3)随机选一格点s ，考察s 及其Von Neumann邻居自旋分布情况，并计算s 反转后的系统能量 

． 根据 △ =E 一E 计算出Montroplis转移几率函数 ；当S 为点阵边缘格点时，采用周期性边界条 

件 ． 

(4)产生一个介于[0，1]均匀分布的随即数 叼，与得到的 值比较 ，若 W >叼，则接受 s 的反转；若 

≤叼，则 S 不变；这时虽然 s 不反转，但仍然是个有效的新状态． 

(5)重复步骤(2)～(4)足够多次(Ⅳ．次)，使系统达到平衡态． 

(6)抽取一个状态样本，计算样本的每个格点磁化强度M=∑Si／N2，求和对所有的格点进行．收 

集足够多的样本(Ⅳ2次)，求格点平均磁化强度(M)． 

(7)将温度 值加上一小增加量作为新的 值，重复(2)～(6)步骤，即可得到(M)随温度 

J／kT的函数变化关系． 

3 计算结果及分析 

按上述算法步骤进行 MATLAB编程模拟计算，表 1为 3种规格的二维点阵 100×100、200×200、 

250×250的模拟结果．图2为模拟结果示意图，其中横坐标是系统温度 ，纵坐标是格点平均磁化 

强度( )． 

表 1 3种不同规格 自旋点阵 Monte．Carlo模拟结果 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


58 安徽大学学报(自然科学版) 第 32卷 

续表 1 

图2 格点平均磁化率 ( )随温度 的变化 

根据表 1数据值，可以得出格点平均磁化率 ( )随温度 J／k T变化的拟和方程为 

M =1．352—13．999tanh(x)+48．493tanh ( )一37．074tanh ( )一13．822tanh ( ) 

其中， =J／k 

表1、图2表明：不管是哪一种规格的点阵，当J／k T值在0．33～0．35前格点平均磁化率(肘>均接 

近于零，在0．33～0．35附近时( )突然增大，以后明显趋于饱和，这说明临界点在0．33～0．35附近， 

与严格解结果0．44比较 ，误差不超过21％，说明上述的算法是正确的，Monte—Carlo模拟处理伊辛模型 

临界相变问题是有效的．同时还可以看出在任何温度下，( )均不为零，这主要是模型的有限尺度效应 
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造成的，随着点阵规模的增大将会得到改善． 

4 结 语 

尽管三维 Ising模型的严格解仍然是个世界难题，但仍可以采用 Monte-Carlo模拟计算的方法求解， 

方法与二维情况所用基本相同，编程时只需要对周期性边界条件等做相应的扩展． 
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Simulation of M onte—Carlo based on 2D Ising model 

LI Xiao-han ，WANG Zong-li ，NING Xu 

(1．Department of Physics，The Third Military Medical University，Chongqing 400038，China； 

2．Department of Theory Physics，Chongqing University，Chongqing 400044，China) 

Abstract：Based on two．dimensional Ising model，we simulate the critical behavior of canonical ensemble 

by Monte．Carlo simulation． The resuhs indicated that the computer numerical simulation can reflect the 

spontaneous magnetization of two-dimensional crystal lattice．The method buih in the paper can provide a basis 

for the simulation of three-dimensional Ising mode1． 
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