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作业

8.1(1)(3)、8.2(2)(4)(6)、8.4、8.5、8.6、8.11、8.12、8.13、

8.14、8.19，和以下2道滤波器设计题

题目1：用双线性变换法设计一个二阶巴特沃斯带通数字滤波器，

其3dB处的截止频率分别为𝜔c1=0.4𝜋，𝜔c2=0.6𝜋，并画出正准型结

构流图。

题目2：用双线性变换法设计一个数字低通滤波器，满足如下技

术指标：（1）通带和阻带都是频率的单调下降函数，且没有起

伏；（2）频率在0.5𝜋处的衰减为3.01dB；（3）频率在0.75𝜋处的

衰减至少为15dB。要求画出直接II型结构流图。
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◼ 数字滤波器从功能上可分为低通、高通、带通、带阻
回顾：

 频率变量以数字频率𝜔表

示𝜔 = 𝛺𝑇 = Τ𝛺 𝑓𝑠，其中

𝛺为模拟角频率，T为采

样时间间隔，fs为采样频

率；

 数字频率以2𝜋为周期；

 频率特性只限于|𝜔| ≤ 𝜋

范围，依据采样定理，

对应于实际模拟抽样频

率的一半。
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◼ 数字滤波器的系统函数与单位冲激响应

回顾：
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间接设计IIR滤波器的总体流程
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◼ 模拟滤波器设计方法成熟，并由大量已有的数据可供使用。

借助已知的模拟滤波器的传递函数H(s)，从s平面变换到z平

面，间接实现数字滤波器的系统函数H(z)

◼ 常见的间接设计思路包括：
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模拟原型低通滤波器
（1）巴特沃斯低通滤波器
（2）切比雪夫低通滤波器
（3）椭圆低通滤波器

S-Z变换
（1）冲激响应不变法
（2）双线性变换法
（3）匹配z变换法

Z-Z变换
（1）低通—低通
（2）低通—高通
（3）低通—带通
（4）低通—带阻

S-S变换
（1）低通—低通，（2）低通—高通，
（3）低通—带通，（4）低通—带阻

两步
合一步

两步
合一步本

课
程
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从s平面映射到z平面三种常用的方法：

 冲激响应不变法：从时域的角度出发进行映射；

 双线性不变法：从频域角度出发进行映射；

 *匹配z变换法：频域直接映射。

8.1  s-z 变换设计法
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8.1  冲激响应不变法

对具有传递函数H(s)的模拟滤波器的单位冲激响应h(t)，

以周期T采样得到离散序列h(nT)，用h(nT)作为数字滤

波器的冲激响应h(n)。

( )h t( )H s ( ) ( )h nT h n= ( )H z

拉氏反
变换

周期T

采样
z变换

s变换到z变换的标准变换，其中以冲激响应h(n)作为中

间变量，且保持不变，因此称为冲激响应不变法。
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拉氏变换

z变换

代入，得

◼ 拉氏变换和z变换的数学关系
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◼ 推导冲激响应不变法

设模拟滤波器的传递函数H(s)是s的有理函数，分母阶次高于分子

阶次（M<N），且只有单阶极点spk (k=1,2,…,N)，H(s)可表示为

( )
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N
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则H(s)的反变换h(t)可以写成
Ak可通过留数
定理或者多项
式变换得到

对h(t)等间隔T采样，得到
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（接上页）

对离散序列h(n)进行z变换，得到数字滤波器的系统函数H(z)
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对比H(s)和H(z)的表达式
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该式反映出s平面和z

平面极点的对应关系，
零点之间无对应
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拉氏反变换

z变换

等间隔T采样频域关系？

( )
1 2

stz e
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m
H z H s j

T T



=
=−

 
= − 

 


由第1章时域信号采样导致频谱周期延拓的表达式(1.80)

类比可知
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◼ 分析：

 s平面和z平面的对应关系：上式表明将模拟信号h(t)的拉氏变

换在s平面上沿虚轴按照周期Ωs=2π/T 延拓后，再按照𝒛 = 𝒆𝒔𝒕

的映射关系，映射到z平面上，就得到H(z)，如下图所示
j Tz re

s j

r e

T

 



 =


= + 

 =


= 
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由采样定理知，只有当模拟滤波器的频率响应是限带的，
且频带小于采样频率一半，才不会发生混迭现象。

如果模拟滤波器是带限的，且最高

频率满足𝛺0 < Τ𝜋 𝑇，则可以避免混

叠；此时，数字滤波器的频率响应

可写为

数字滤波器与模拟滤波器频率响应之间
由一个频率轴的线性比例因子联系起来

混叠现象：
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m

m
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=−
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数字滤波器与模拟滤波器频响之间

的关系
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T

j
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 二者由频率轴的线性
关系𝜔 = 𝛺𝑇联系起来
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例8.1 设一模拟滤波器的系统函数为

解：
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利用冲激响应不变法设计数字滤波器的系统函数，已知

时域采样周期为T。

( )
1 1 1 1

2 2
H s

s a jb s a jb
= +

+ + + −

( )

( )
( )( )

1 1

1 1 1 1

2 1 2 1

cos

aT jbT aT jbT

aT

aT jbT aT jbT

H z
e e z e e z

z z e bT

z e e z e e

− − − − −

−

− − −

= +
− −

−
=

− −

模拟滤波器H(s)展开

数字模拟滤波器H(z)
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由于H(jΩ)不严格带

限，所以H(ejω)产生

了频谱混叠失真。
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◼ 冲激响应不变法特点：
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模拟频率Ω和数字频率ω之间呈线性关系ω=ΩT；数

字滤波器的单位脉冲响应完全模仿模拟滤波器的单

位冲激响应，时域逼近良好；

如果模拟滤波器的频率响应不是严格限带，该方法

得到数字滤波器在频域出现混叠现象；不宜用于设

计高通和带阻数字滤波器（高频部分会发生混叠），

一般仅适合低通和带通数字滤波器的设计。

极点数相同；
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8.1.2 双线性变换法

)( jH)( jeH
从频域出发，直接使数字滤波器的频域响应|𝐻 𝑒𝑗𝜔 |，

逼近模拟滤波器的频域响应|𝐻 𝑗𝛺 |，进而求出H(z)。
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◼ 基本思想

脉冲响应不变法的主要缺点是产生频率响应的混叠失真。这是

因为从s平面到z平面是多值的映射关系𝒛 = 𝒆𝒔𝒕所造成的。为了

克服这一缺点，需要使s平面与z平面建立一一对应的映射关系，

即先将求出的s=f(z)，然后带入H(s)得到H(z)，从而在s平面和z

平面建立一一对应的单值关系，从而消除了频谱混叠问题。
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考虑模拟滤波器的传输函数H (s)的部分分式展开
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◼ 双线性变换法的推导：寻找一一对应的函数s=f(z)

( )
( )
( ) 0 0 1

,
M N N

k k k
k k

k k k pk

Y s A
H s c s d s M N

s sX s = = =

= = = 
−

  

( )
p

A
H s

s s
=

−

以其中一项为例，即

该频域传递函数对应一阶微分方程（参见拉氏变换的微分性质）

( ) ( ) ( )py t s y t Ax t − =
（接下页）

( ) ( )d df t t sF s
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对模拟滤波器的输入x(t)和y(t)采用如下方式进行离散化

得到近似描述该模拟滤波器的差分方程

对上式两边进行z变换，得到

( ) 1

1

2 1

1
p

A
H z

z
s

T z

−

−

=
−

−
+

1

1

2 1 2

1 2

z T s
s or z

T z T s

−

−

− +
= =

+ −

( )
p

A
H s

s s
=

−

即得双线性变换(s-z)的基本关系（单值映射关系）

比较



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

◼ 双线性变换的映射关系图示
（1）s平面的虚轴映射到z平面的单位圆上；
（2）位于s左半平面的极点映射到z平面的单位圆内，因此不改变
滤波器的稳定性；
（3）回顾：冲激响应不变法将s平条带区域的左半部分映射到z平
面的单位圆内。
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把𝑧 = 𝑒𝑗𝜔带入双线性变换
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◼ 双线性变换中模拟频率𝛺与数字频率𝜔的关系

2 1

1

j

j

e
s j

T e
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−
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= = 

+

即s平面的虚轴映射到z平面的单位圆

进一步展开上式
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◼ 双线性变换的特点
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 避免了频率混叠现象

 模拟滤波器与数字滤波器对应

的频率关系发生了畸变，不再

是线性关系，这造成了滤波器

相位的非线性变化

 在低频段𝜔 ≤ Τ𝜋 8，滤波器呈近似线性关系，可直接应用于

低通滤波器设计

 大多数滤波器的幅频响应具有分段恒定常数的特性，在通带

内可近似视为线性关系，只是截止频率、过渡带等位置发生

了变化，可事先通过预畸变的方法进行修正，然后再采用双

线性变换法设计所希望的滤波器。
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◼ 频率预畸变方法

 对所设计数字滤波器的截止频率𝜔c ，按下式进行频率预畸

变，确定模拟滤波器的频率，然后通过双线性变换正好映射

到所需的频率位置上。

2
tan

2

c
c

T

 
 =  

 
 将预畸变后的频率代入模拟滤波器H(s)，最后求得数字滤波

器的系统函数

( ) ( ) 1

1

2 1

1

z
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H z H s −
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−
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◼ 频率预畸变方法



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

解：确定巴特沃思模拟低通滤波器的截止频率𝛺𝑐，如下

2 2 0.25 0.828
tan tan

2 2

c
c

T T T

    
 = = =   

   

则模拟滤波器的系统函数为

举例：巴特沃思模拟低通滤波器的系统函数如下，采用双线性变

换法设计一个一阶数字低通滤波器，3dB截止频率为ωc=0.25π。
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将双线性变换法应用于模拟滤波器
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◼ 常用模拟低通滤波器特性

 模拟滤波器研究较早，理论已经十分成熟，且有若干典型的

模拟滤波器供我们选择，如巴特沃斯(Butterworth)滤波器、

切比雪夫(Chebyshev)滤波器、椭圆(Ellipse)滤波器等，这些

滤波器都有严格的设计公式、现成的曲线和图表供设计人员

使用，利用这些现有技术来解决数字滤波器的设计问题；

 采用这种方法时，先要设计一个合适的模拟滤波器，然后将

它转换成满足给定指标的数字滤波器；

 这种方法适合于设计幅频特性比较规则的滤波器，例如低通、

高通、带通、带阻等。
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◼ 巴特沃斯（Butterworth）模拟低通滤波器

( )
( )

2

2

1

1
a N

c

H j =
+  

注意：
（1）N：滤波器阶数（注意：1阶巴特沃斯模拟低通滤波器的幅
度函数的平方为二次）；
（2）𝜴𝒄：特指通带衰减为𝜹𝟏=3dB的通带截止频率，即

幅度函数平方

( )
2

1 2a cH j =
( )
( )1

0
20lg 3dBa

a c

H j

H j
 = =



（3） 𝛺𝑠：阻带截止频率，对应阻带最小衰减𝛿2
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◼ 巴特沃斯（Butterworth）模拟低通滤波器

( )
( )

2

2

1

1
a N

c

H j =
+  幅度函数平方
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◼ 巴特沃斯（Butterworth）模拟低通滤波器系统函数（查表）

( ) 2

0 1 2 ...

N

c
a N

N

H s
b b s b s b s


=

+ + + +
系统函数

归一化（ 𝛺𝑐 =1）
系统函数

( ) 2

0 1 2

1

...
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H s
a a s a s a s
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+ + + +

c

s
s=
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◼ 低通滤波器的设计步骤

给定技术指标：通带截止频率𝛺𝑝（不一定是3dB），通带衰减
𝛿1；阻带截止频率𝛺𝑠 ，阻带衰减𝛿2

根据技术指标确定滤波器阶数N和3dB通带截止频率𝛺𝑐

( )

( )1

0
20lg

a

a p

H j

H j
 = −



( )
( )

2

2

1

1
a p N

p c

H j =
+  

( )

( )2

0
20lg

a

a s

H j

H j
 = −



( )
( )

2

2

1

1
a s N

s c

H j =
+  

lg

lg

sp

sp

k
N




2

1

0.1

0.1

10 1
,

10 1

s
sp sp

p

k





 −
= =
 −

其中：
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◼ 低通滤波器的设计步骤

给定技术指标：通带截止频率𝛺𝑝（不一定是3dB），通带衰减
𝛿1；阻带截止频率𝛺𝑠 ，阻带衰减𝛿2

根据技术指标确定滤波器阶数N和3dB通带截止频率𝛺𝑐

( )

( )1

0
20lg

a

a p

H j

H j
 = −



( )
( )

2

2

1

1
a p N

p c

H j =
+  

( )

( )2

0
20lg

a

a s

H j

H j
 = −



( )
( )

2

2

1

1
a s N

s c

H j =
+  

( )1
1 2

0.1
10 1

N

c p


−

 = −

( )2
1 2

0.1
10 1

N

c s


−

 = −

用𝛺𝑝计算时阻带指标有富裕；
用𝛺𝑠计算时通带指标富裕；或

用二者的平均值计算。
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举例：设计巴特沃斯数字低通滤波器，要求在频率低于

0.2𝜋 rad的通带内幅度特性下降小于1dB。在频率0.3𝜋到

𝜋之间的阻带内，衰减大于15dB，分别用冲激响应不变

法和双线性变换法。

解：

用冲激响应不变法设计

（1）数字滤波器的技术指标

𝜔𝑝=0.2𝜋，𝛿1=1dB；𝜔𝑠 = 0.3 𝜋，𝛿2=15dB

（2）模拟滤波器的技术指标：选T=1s

𝛺𝑝 = Τ𝜔𝑝 𝑇 = 0.2𝜋 Τ𝑟𝑎𝑑 𝑠 , 𝛿1 = 1dB

𝛺𝑠 = Τ𝜔𝑠 𝑇 = 0.3𝜋 Τ𝑟𝑎𝑑 𝑠 , 𝛿2 = 15dB

采样周期T在滤
波器设计过程中
保持一致即可



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

34

（3）设计巴特沃斯模拟低通滤波器

滤波器阶数 lg lg 5.886 6sp spN k = = 

1.5sp s p =   =
2

1

0.1

0.1

10 1
10.8751

10 1
spk





−
= =

−

3dB通带截止频率 ( )1
1 2

0.1
10 1 0.7032

N

c p


−

 = − =

查表得模拟滤波器归一化系统函数

( ) 2 3 4 5 6

1

1 3.8637 7.4641 9.1416 7.4641 3.8637
anH s

s s s s s s
=

+ + + + + +

令𝑠 = 𝑠/𝛺𝑐，去归一化得

( ) 6 5 4 3 2

0.1209

2.716 3.691 3.179 1.825 0.121 0.1209
aH s

s s s s s s
=

+ + + + + +

（用通带技术指标，使阻带特性较好，改善混迭失真）
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（4）将Ha(s)展开成部分分式，并求得数字滤波器传递
函数H(z)

( )
1

N
k

a

k k

A
H s

s s=

=
−



( )
1

1 1 1
1

1

1 2

1

1 2

0.2871 0.4466

1 1 0.1297 0.6949

2.1428 1.1454

1 1.0691 0.3699

1.8558 0.6304

1 0.9972 0.2570

k

N
k

s T
k

TA z
H z

e z z z

z

z z

z

z z

−

− − −
=

−

− −

−

− −

−
= =

− − +

− +
+

− +

−
+

− +



冲激响应不变法
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用双线性变换法设计
（1）数字滤波器的技术指标

𝜔𝑝=0.2𝜋，𝛿1=1dB；𝜔𝛺𝑠 = 0.3 𝜋，𝛿2=15dB

（2）考虑预畸变的模拟滤波器的技术指标：选T=1s

1

2
0.65 , 1dB

2

p

p tg rad s
T


 = = =

2

2
1.019 , 15dB

2

s
s tg rad s

T


 = = =

（3）设计巴特沃斯模拟低通滤波器

1.568sp s p =   =
2

1

0.1

0.1

10 1
10.8751

10 1
spk





−
= =

−

滤波器阶数 lg lg 5.306 6sp spN k = = 

3dB通带截止频率 ( )2
1 2

0.1
10 1 0.7662

N

c s


−

 =  − =

（用阻带技术指标，使通带特性较好，因无混迭问题）
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（接上页）

查表得模拟滤波器归一化系统函数

( ) 2 3 4 5 6

1

1 3.8637 7.4641 9.1416 7.4641 3.8637
anH s

s s s s s s
=

+ + + + + +

令𝑠 = 𝑠/𝛺𝑐，去归一化得

( )
( )( )( )2 2 2

0.1209

0.396 0.5871 1.083 0.5871 1.48 0.5871
aH s

s s s s s s
=

+ + + + + +

（4）采用双线性变换法将Ha(s)转换成数字滤波器系统函数H(z)

( ) ( )
( )

( ) ( )

1

1

2 1
1 2

1

1 2 1 2

1

1 1.268 0.7051

1 1

1 1.01 0.358 1 0.9044 0.2155

za s
T z

H z H s
z z

z z z z

−

−

−
− −=

+

− − − −

= =
− +

 
− + − +
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◼ 切比雪夫（Chebyshev）I型模拟低通滤波器

( )
( )

2

2 2

1

1 N p

H j
T

 =
+  

N是滤波器阶数；휀表示通带波纹系数（0<휀<1），值越大等波纹

越大；𝛺𝑝(或𝛺𝑐)是通带截止频率（不要求3dB， 휀 =1时是3dB）；。

|𝑯 𝒋𝜴 |𝟐 |𝑯 𝒋𝜴 |𝟐

幅度函数平方
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◼ 切比雪夫（Chebyshev）I型模拟低通滤波器

TN(x)是切比雪夫多项式，可通过查表（工具书）获得。
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◼ 切比雪夫滤波器的三个参数的计算

通带截止频率𝛺𝑝（不一定是3dB），通带衰减𝛿1；阻带截止频
率𝛺𝑠 ，阻带衰减𝛿2

通带等波纹系数휀

( )

( )
( )max

2 20lg 20lg
a

a s

a s

H j
H j

H j



= = − 



( )

( )
( )max

1 20lg 20lg
a

a p

a p

H j
H j

H j



= = − 



( ) 10.1

2

1
10 1

1
a pH j




 =  = −
+

滤波器阶数N，等于通带内最大最小值的总数（推导略）

2

2

lg 1

lg 1

sp sp

sp sp

k k
N

 

 + −
 
 + −
 

2

1

0.1

0.1

10 1
,

10 1

s
sp sp

p

k





 −
= =
 −

其中
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◼ 切比雪夫（Chebyshev）I型模拟低通滤波器系统函数（查表）

( ) 2

0 1 2 ...

N

p

a N

N

H s
a a s a s a s


=

+ + + +
系统函数

归一化（ 𝛺𝑝 = 1）
系统函数

( ) 2

0 1 2

1

...
an N

N

H s
a a s a s a s

=
+ + + +

p

s
s=
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◼ 低通滤波器的设计步骤

给定技术指标：通带截止频率𝛺𝑝（不一定是3dB），通带衰减
𝛿1；阻带截止频率𝛺𝑠 ，阻带衰减𝛿2

根据技术指标确定滤波器阶数N和通带波纹系数휀

0.1
10 1pR

 = −

2

2

lg 1

lg 1

sp sp

s s

k k
N

 

 + −
 
 + −
 

查表得到模拟滤波器归一化系统函数Han(s)，令𝑠 = 𝑠/𝛺𝑐去归

一化得Ha(s)

将Ha(s)变换成数字滤波器系统函数H(z)
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举例：用双线性变换法设计一个切比雪夫数字低通滤波器，要求

在频率低于 0.2𝜋 rad的通带内幅度特性下降小于1dB，在频率0.3𝜋

到𝜋之间的阻带内，衰减大于15dB。

44

解：

（1）数字滤波器的技术指标

𝜔𝑝=0.2𝜋，𝛿1=1dB；𝜔𝑠 = 0.3 𝜋，𝛿2=15dB

（2）数字滤波器的技术指标

2
0.65

2

p

p tg rad s
T


 = =

2
1.019

2

s
s tg rad s

T


 = =

（3）设计切比雪夫模拟低通滤波器

0.65c p rad s = = 10.1
10 1 0.5088

 = − =
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2 2
2

2 2

16(25 )
 ( ) ( )

(49 )(36 )
a aH j H s

−
 =

+ +

已知幅度平方函数：

，求系统函数

例：

45

（接上页）

2

2

lg 1
3.0149 4

lg 1

sp sp

s s

k k
N

 

 + −
  = =
 + −
 

2

1

0.1

0.1

10 1
10.8751

10 1
spk





−
= =

−
1.5677s

sp

p




= =


滤波器阶数

查表得归一化系统函数

( ) 2 3 4

0.2756

0.2756 0.7426 1.4539 0.9528
anH s

s s s s
=

+ + + +

去归一化

( )
( )( )2 2

0.04381

0.4378 0.1180 0.1814 0.4166
aH s

s s s s
=

+ + + +
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（4）将Ha(s)转变成数字滤波器系统函数H(z)

( ) ( )
( )

( )
( )

1

1

4
1

2 1
1 2 1 2

1

10.001836

1 1.4996 0.8482 1 1.5548 0.6493
za s

T z

z
H z H s

z z z z
−

−

−

−
− − − −=

+

+
= = 

− + − +
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脉冲响应不变法和双线性变换法只能用于同类模拟-数字

滤波器的变换，频率变换设计法可以将设计出的归一化的原型

低通滤波器通过有理变换转换为低通、高通、带通与带阻滤波

器，包括：模拟频带变换和数字频带变换。

8.2  IIR滤波器的频率变换设计法
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8.2.1  数字频带变换设计法

48

归一化模拟
低通滤波器

Han(s)

数字低通滤
波器H(z)

数字低通/
高通/带通/
带阻H(p)

s-z变
换法

z域频带
变换

( )lH z
( )

( )
( )1 1

d

l z G p

H p

H z
− −=

=

z平面 p平面
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◼ 基本原理

49

原型低通滤波器系统函数：Hl(z)

所希望的数字滤波器的系统函数：Hd(p)

如果能照导一种从z平面到p平面的映射变换关系，即

Hd(p)也表示z平
面，为区分符号

( )1 1z f p− −=

则可以从已知的Hl(z)得到Hd(p)，于是原型变换可表示

为

( ) ( )
( )1 1d l z f p

H p H z
− −=

=
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 条件1：函数f(p-1)必须是p-1或p的有理函数；

 条件2：希望变换以后的系统函数保持稳定性不变

，因此要求z平面的单位圆内部必须映射为p的单

位圆内部；

 条件3：为使两个函数的频响满足一定的变换要求

， z的单位圆应映射到p的单位圆上。

需满足三个条件：

实现

50

( )
( )

( )
1 1z f p

l dH z H p
− −=

⎯⎯⎯⎯→

z平面 p平面
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令𝜃和𝜔分别是z平面和p平面上单位圆𝑒𝑗𝜃和𝑒𝑗𝜔上的频

率变量，为了使条件3成立，必有

( ) ( ) ( ) ( )1 1
jjarc f ej j jz e f p f e f e e


  
− 

− − − − −  = = = =

( ) ( )1 1, jf p arc f e − − = =
 

( )
1

1

1
1

, 1
1

N
k

k

k k

p a
f p a

a p

− 
−

−
=

−
=  

−


两个频率变量满足

全通滤波器

通过选择不同的N和ak值，实现低通
到低通/高通/带通/带阻的不同映射。
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回顾：N 阶数字全通滤波器

52

( )

( )

( )

( )
( )

1

1
1

11

1 1

11

1 1

1

1

...

1 ...

N
k

k k

N N

N N

N N

N N

N

z a
H z

a z

d d z d z z

d z d z d z

z D z

D z

− 

−
=

− −− −

−

− −− −

−

− −

−
= 

−

+ + + +
= 

+ + + +

= 



极点： D(𝓏)的根

零点： D(𝓏-1)的根

, 1j

pz re r= 

0 1 , 1jz r e r= 

0 1a 
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◼ 数字低通—数字低通

53

Hl(z)和Hd(p)都是低通函数，但截止频率不相同（或者低通滤波

器的带宽不同），因此当z平面的𝜃由0→𝜋，p平面的𝜔也由0→𝜋

，根据全通函数的性质，可确定全通函数的阶数N=1，且必须满

足两个边界条件：f(1)=1和f(-1)=-1，满足该要求的映射函数为

( )
1

1 1

11

p a
z f p

ap

−
− −

−

−
= =

−


0 0




cc

( )1 1z f p− −=

( )j

lH e 

( )j

dH e  p平面z平面

（假设零极点为实数）
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（接上页）

 将𝑧 = 𝑒𝑗𝜃和𝑝 = 𝑒𝑗𝜔代入𝑧−1 = 𝑓 𝑝−1 ，整理即得

( )
( )

2

2

1 sin
arctan

2 1 cos

a

a a






 −
=  

+ +  

（1）a=0时，𝜔𝑐 = 𝜃𝑐,，二者呈线性

关系，带宽不变；

（2）a>0时，𝜔𝑐 < 𝜃𝑐，带宽变窄；

（2）a<0时，𝜔𝑐 > 𝜃𝑐，带宽变宽；

𝜃𝑐,：低通原型截止频率
𝜔𝑐：变换后的截止频率

 确定参数a：把𝜔𝑐 → 𝜃𝑐带入，即得

sin sin
2 2

c c c ca
   − +   

=    
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或

,0~~0  −=→=

在低通-低通变换中，用-p代替p（平移π

相位），即得到低通-高通的变换关系：

55

◼ 数字低通—数字高通

当p平面的𝜔由0→𝜋，z平面的𝜃由−𝜋→0，

则有𝜔𝑐 → −𝜃𝑐

( )
1

1 1

11

p a
z f p

ap

−
− −

−

+
= = −

+

确定参数a：把𝜔𝑐 → −𝜃𝑐带入，即得

cos cos
2 2

c c c ca
   + −   

= −    
   

0


j

p
H e ( )

c


j

l
H e ( )

−
c

−

z平面

p平面

𝜃𝑐,：低通原型截止频率
𝜔𝑐：变换后的截止频率


c
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带通的上下截止频率为𝜔1和𝜔2，中心频

率定义为𝜔0=(𝜔1+𝜔2)/2

低通-带通变换把通带的中心频率𝝎𝟎

映射到𝜽=0，则有

1）𝜔=0~𝜔0→𝜃=−𝜋~0，因此𝜔1→−𝜃c
2）𝜔=𝜔0~𝜋→𝜃=0~𝜋，因此𝜔2→𝜃c 低通-带通变换的频率关系

56

◼ 数字低通—数字带通

p

0


d
( )jH e 

z


2

1
0

( )j

l
H e 

− 0

z

cc
− 

z平面 p平面( )1 1z f p− −=

2
1
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变换函数的确定

由于带通滤波器在𝜔=0~2𝜋内形成了两个通带，意味着原型低通滤

波器的𝜽要在单位圆上旋转两圈，故令全通函数的阶次为N=2，即

( )
2 1

1 1 1 2

2 1

2 1 1

p d p d
z f p

d p d p

− −
− −

− −

+ +
= = 

+ +

低通-带通变换的频率关系

1 11 10 z p   − −= − → →=  = − =

1 11 1z p    − −= − →= =  = −→

由右图知边界条件

( )
2 1

1 1 1 2

2 1

2 1 1

p d p d
z f p

d p d p

− −
− −

− −

+ +
= = −

+ +

则易得全通函数取负值，即
2

1
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参数的确定

根据𝜔2→𝜃c和𝜔1→−𝜃c，易得

1 1

1 1

2 2

2 2

2

1 2

2

2 1

2

1 2

2

2 1

1

1

c

c

j j
j

j j

j j
j

j j

e d e d
e

d e d e

e d e d
e

d e d e

 


 

 


 

− −

− −

− −
−

− −

 + +
= −

+ +


+ + = −
 + +

得到 1 2

2 1
,

1 1

ak k
d d

k k

−
= − =

+ +

其中 2 1 2 1 2 1, cos cos
2 22 2

ck tg ctg a
      − + −

= =
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 =→0

低通-带阻变换的频率关系
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◼ 数字低通—数字带阻

 0




( )j

d
H e 



( )j

l
H e 

20

z

c
 

2
1

0

( )1 1z f p− −=

p平面z平面

类似带通，带阻的上下截止频率为𝜔1和

𝜔2，中心频率为𝜔0=(𝜔1+𝜔2)/2

低通-带阻变换把阻带的中心频率𝝎𝟎

映射到𝜽=±𝜋，则有

1）𝜔=𝜔0 ~𝜋→𝜃=−𝜋~0，因此𝜔2→−𝜃c
2）𝜔=0~𝜔0→𝜃=0~𝜋，因此𝜔1→𝜃c

2

1

c
 2 -
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变换函数的确定

类似带通，由于带阻滤波器在𝜔=0~2𝜋内形成了两个阻带，意味着

原型低通滤波器的𝜽要在单位圆上旋转两圈，故阶次为N=2，即

( )
2 1

1 1 1 2

2 1

2 1 1

p d p d
z f p

d p d p

− −
− −

− −

+ +
= = 

+ +

1 110 1z p   − −= → =  = → = −

1 11 10 0 z p  − −= →→ = ==

由右图知边界条件

( )
2 1

1 1 1 2

2 1

2 1 1

p d p d
z f p

d p d p

− −
− −

− −

+ +
= =

+ +

则易得全通函数取正值，即

低通-带阻变换的频率关系

2

1
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参数的确定

根据𝜔1→𝜃c和𝜔2→−𝜃c，易得

2 2

2 2

1 1

1 1

2

1 2

2

2 1

2

1 2

2

2 1

1

1

c

c

j j
j

j j

j j
j

j j

e d e d
e

d e d e

e d e d
e

d e d e

 


 

 


 

− −

− −

− −
−

− −

 + +
=

+ +


+ + =
 + +

得到 1 2

2 1
,

1 1

a k
d d

k k

−
= − =

+ +

其中 2 1 2 1 2 1, cos cos
2 22 2

ck tg tg a
      − + −

= =
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2 1

0
2 1

cos
2 cos

cos
2

 

 
 

+

= =
−

62
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8.2.2  模拟频带变换设计法

63

归一化模拟
低通滤波器

Han( ҧ𝑠)

模拟低通/
高通/带通/
带阻Ha(s)

数字低通/
高通/带通/
带阻H(z)

s-z变
换法

s域频带
变换

( )anH s

s平面

ҧ𝑠
s j= + 

s平面

( )aH s

s j= + 

( ) ( )
( )a an s G s

H s H s
=

= ( ) ( )
( )a an

j G j
H j H j

= 
 = 
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◼ 归一化模拟低通—模拟低通

0 0 =  =

 映射关系

 =   = 

1p p =  =   = 

 变换函数

,s sd d=  =

,
p p

s
s


=  =
 

代入求解d

归一化模拟低通—模拟低通的频率变换
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◼ 归一化模拟低通—模拟高通

( ) ( ),0 0, = −  = 

 映射关系

1p p = =  = −

 变换函数

,
d d

s
s

=  = −


,
p p

s
s

 
=  = −



归一化模拟低通—模拟高通的频率变换

( ) ( )0, ,0 =   = −

1p p = − = −  =

代入求解d
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归一化模拟低通—模拟带通的频率变换

◼ 归一化模拟低通—模拟带通

 映射关系

,0 = −  = −

0 00 ,p p =  = − 

2 11 ,p p p =  =  =  −

0, =   = 

1 21 ,p p p = − = −  =  −

 变换函数（分析）

( ) ( )2 2 2 2

,
d s b d b

s
s

+  −
=  =



代入求解b, d

1 2 0p p pb =   = 

2 1

1 1

p p p

d
B

= =
 −
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归一化模拟低通—模拟带通的频率变换

◼ 归一化模拟低通—模拟带通

( )

2 2 2

0 1 2

2 1

p p p

p p p

s s
s

B s s

+ + 
= =

 −

1 2 0p p pb =   = 

2 1

1 1

p p p

d
B

= =
 −

𝛺𝑝0—带通滤波器的通带几何中心频率
Bp—带通滤波器的通带宽度

( )

2 2 2

0 1 2

2 1

p p p

p p p
B

 −  − 
 = =

  − 

 变换函数（接上）

把参数代入变换函数即得
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◼ 归一化模拟低通—模拟带阻

归一化模拟低通—模拟带阻的频率变换

 映射关系

0st =   = 

0st = −  = 

0 0, =  = 

1st st =   = 

2st st = −  = 

 变换函数

2 2 2 2
,

sd d
s

s a a


=  =

+ −

代入求解a, d

1 2 0st st sta =   = 

( )2 1st st st st sd B=   − = 



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

69

◼ 归一化模拟低通—模拟带阻

归一化模拟低通—模拟带阻的频率变换

1 2 0st st sta =   = 

( )2 1st st st st sd B=   − = 

 变换函数（接上）

𝛺𝑠𝑡0—带阻滤波器的阻带几何中心频率
Bs—带阻滤波器的阻带宽度

把参数代入变换函数即得

( )2 1

2 2 2

0 1 2

st st stst s

st st st

sB s
s

s s

  −
= =

+ + 

( )2 1

2 2 2

0 1 2

st st stst s

st st st

B   −  
 = =

 −   −

（备注： ത𝛺𝑠𝑡 ≠ 1未知，需要通过 ത𝛺𝑝 = 1求出来）
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 例题1：设计一个巴特沃斯型模拟带通滤波器，通带下截止频
率fp1=200Hz，通带上截止频率fp2=300Hz，通带衰减Rp=2dB，
阻带下截止频率fst1=100Hz，阻带上截止频率fst1=400Hz，阻带
最小衰减As=20dB。

解答：

（1）模拟频率 1 2 1 2=400 =600 =200 =800p p st st      ， ， ，

（2）归一化模拟滤波器截止频率：通带 ，阻带=1p

( )1 2min , 2.5st st st =   =

其中

( )
( )2 2

2 1 2

2

2 1 2

4 160000 60000
2.5

2 400 2 100

st p p

st

p p st



 

 −  −
 = = =

   − 

( )
( )2 2

1 1 2

1

2 1 1

4 10000 60000
5

2 100 2 100

st p p

st

p p st



 

 −  −
 = = = −

   − 

较小阻带截止频率衰减满足要
求，则较大截止频率肯定满足
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（3）巴特沃斯型低通滤波器系统函数

最终归一化系统函数—— ത𝛺𝑝=1处衰减为2dB

0.1

0.1

lg 10 1
lg lg 2.8

lg 10 1

s

p

A
sp st

R

psp

k
N



   − 
 =       −   

阶次为 N=3

归一化系统函数 ( ) 3 2

1

2 2 1
anH s

s s s
=

+ + +

3dB衰减截止频率 ( )
1 2

0.1
10 1 1.0935p

N
R

c p

−

 =  − =

( )
3

3 2 2 32 2

c
an an

c c cc c

s
H s H

s s s

  
= = 

 +  +  + 

=1p

巴特沃斯滤波器归一化系统函数默认截止频率1处衰减为3dB，需要转化
为截止频率1处衰减为2dB的系统函数（切比雪夫等其它类型无该要求）
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（4）模拟带通滤波器系统函数

( ) ( )
( )

2
1 2

2 1

8 3

6 3 5 6 4 9 3

13 2 15 19

3.243366 10

1.3741384 10 8.050235 10 6.834166 10

+1.9068632 10 7.77099328 10 1.3290243 10

p p

p p

sa an s
s

H s H s

s

s s s s

s s

+ 
=
 −

=


=

+  +  + 

 +  + 

*（5）可采用双线性变换法或冲激响应不变法转化为数字滤波器

( ) ( ) ( )
( )

1

1

2 1

1

zz a a ans s G z
T z

H H s H s H s−

−

−
= =

+

= = =
归一化模拟低通—

数字低通/高通/带
通/带阻直接映射

备注：若采用双线性变换法，注意对数字滤波器的通带、阻带截止频率预畸变
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 例题2：设计一个巴特沃斯型模拟带阻滤波器，其技术指标为

解答：

（1）归一化模拟低通滤波器通带截止频率 ，需要计算阻
带截止频率

( )1 2max , 0.3913p p p st =   = 

因此

较大通带截止频率衰减满足要
求，则较小截止频率肯定满足

1 1 2 2=200Hz =500Hz =700Hz =900Hz 2dB 20dBp st st p p sf f f f R A= =， ， ， ， ，

=1p

st

( )

1

2 1

1 2

1 2

0.1290

p

st st st

p st

st st =

  − 
 = = 

  −

( )

2

2 1

2 2

1 2

0.3913

p

st st st

p st

st st =

  − 
 = = − 

  −

0.3913 2.5556st p =  =
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（2）巴特沃斯型低通滤波器系统函数

最终归一化系统函数—— ത𝛺𝑝=1处衰减为2dB

0.1

0.1

lg 10 1
lg lg 2.7345

lg 10 1

s

p

A
sp st

R

psp

k
N



   −
 =       −   

阶次为 N=3

归一化系统函数 ( ) 3 2

1

2 2 1
anH s

s s s
=

+ + +

3dB衰减截止频率 ( )
1 2

0.1
10 1 1.0935p

N
R

c p

−

 =  − =

( )
3

3 2 2 32 2

c
an an

c c cc c

s
H s H

s s s

  
= = 

 +  +  + 

巴特沃斯滤波器归一化系统函数默认截止频率1处衰减为3dB，需要转化
为截止频率1处衰减为2dB的系统函数（切比雪夫等其它类型无该要求）
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（3）模拟带阻滤波器系统函数

( ) ( ) ( )2 1

2
1 2

6 7 4 14 2 21

6 3 5 7 4 11 3

15 2 18 21

4.14523 10 5.72765 10 2.63805 10

5.87364 10 5.87027 10 1.87651 10

+0.81112 10 1.1214232 10 2.63805 10

st st st

st st

sa an s
s

H s H s

s s s

s s s s

s s

  −
=

+ 

=

+  +  + 
=

+  +  + 

 +  + 

*（5）可采用双线性变换法或冲激响应不变法转化为数字滤波器

( ) ( ) ( )
( )

1

1

2 1

1

zz a a ans s G z
T z

H H s H s H s−

−

−
= =

+

= = =
归一化模拟低通—

数字低通/高通/带
通/带阻直接映射

备注：若采用双线性变换法，注意对数字滤波器的通带、阻带截止频率预畸变
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8.4 IIR数字滤波器的基本实现结构

◼ 结构类型

77

直接Ⅰ型

直接II型（正准型）

级联型

并联型

( ) ( ) ( )
0 1

M N

k k

k k

y n a x n k b y n k
= =

= − − − 

( )
0 1

1
M N

k k

k k

k k

H z a z b z− −

= =

 
= + 

 
 

◼ IIR滤波器的差分方程和系统函数的一般形式
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1、直接 I 型

78

◼ 直接I型：结构流图按差分方程可以直接写出。

( ) ( ) ( )
0 1

M N

k k

k k

y n a x n k b y n k
= =

= − − − 
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◼ 直接I型：结构流图按差分方程可以直接写出。

79

)1( −nx

)( Mnx −

a1

a2

a
N 1−

a
N

)1( −ny

)1( +− Nny

z
1−

z
1−

z
1−

( )x n ( )y n

( )1x n −

( )2x n −

( )1x n M− +

( )x n M−

1z−

1z−

1z−

1z−

1z−

1z−

( )1y n −

( )2y n −

( )1y n N− +

( )y n N−

0a

1a

Ma

1Ma −

1b−

2b−

1Nb −−

Nb−

( ) ( ) ( )
0 1

M N

k k

k k

y n a x n k b y n k
= =

= − − − 
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（1）直接I型等价于两个网络H1(z)和H2(z)的级联；

（1）第一个网络H1(z)实现零点，即实现x(n)加权延时；

（2）第二个网络H2(z)实现极点，即实现y(n)加权延时:

（3）第二网络H2(z)是输出延时，即反馈网络；

（4）共需（M+N）个存储延时单元。

)(
0

knxb
N

k

k −
=

80

◼ 直接I型的特点

( ) ( ) ( )0
1 2

0

1 1

1

1 1

M
k

k M
kk

kN N
k kk

k k

k k

a z

H z a z H z H z

b z b z

−

−=

− −=

= =

= =  = 

+ +
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=

−=
M

k

k knxbny
0

)(')(
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z
1−

a
1

a
2

aN 1−

z
1−

aN

z
1−

z
1−

z
1−

b1

b2

bM 1−

bM

z
1−

( )x n ( )x n ( )y n

1z−

1z−

1z−

1z−

1z−

1z−

0a

1a

1Ma −

2a

Ma

1b−

2b−

1Nb −−

Nb−

z
1−

z
1−

b1

z
1−

z
1−

( )x n ( )y n

1z−

1z−

1z−

1z−

1b−

2b−

1Nb −−

Nb−

Ma

1Ma −

2a

1a

0a

◼ 直接II型（正准型）

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1

0

1

1

1

M
k

k N
kk

k

k

H zH z a z

b

H z z

z

H z H−

−=

=

= =

+

 =
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◼ 直接II型（正准型）的推导：设中间变量𝑥′ 𝑛

( ) ( ) ( )
1

N

k

k

x n x n b x n k
=

 = − − ( ) ( )
0

M

k

k

y n a x n k
=

= −

( )
( ) 1

1 1
N

k

k

k

X z
b z

X z

−

=

  
= + 

 


( )
( ) 0

M
k

k

k

Y z
a z

X z

−

=

=




( )
( )
( )

( )
( )

( )
( ) 0 1

1
M N

k k

k k

k k

Y z Y z X z
H z a z b z

X z X z X z

− −

= =

  
= = = +   

 

直接II型（正准型）只需N个延时单元，是N阶滤波器所需的
最小延时单元数（𝑁 ≥ 𝑀）
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 系数ak和bk对滤波器的性能控制作用不明显；

 极点对系数的变化过于灵敏，易出现不稳定或

较大误差；

 运算的累积误差较大。

83

◼ 直接I型和II型的共同缺点

( )
0 1

1
M N

k k

k k

k k

H z a z b z− −

= =

 
= + 
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先将系统函数按零、极点进行因式分解

其中：

（1）pk为实零点，ck为实极点；

（2）qk，qk
*表示复共轭零点，dk，dk

*表示复共轭极点；

（3）M=M1+2M2，N=N1+2N2

84

◼ 级联型

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 2

1 2

1 1 1

0 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

M MM
k

k k kk

k k k

N N N
k

k k k k
k k k

p z q z q za z

H z

b z c z d z d z

− −  −−

= = =

− − −  −

= = =

− − −

= =

+ − − −
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再将共轭因子展开，构成实系数二阶因子（一阶因子可

看成二阶因子的退化形式），则有

85

( )
( )
( )

( )
1 2

1 2

1 2

1 2

1

1

k k

k

k kk k

z z
H z A A H z

z z

 

 

− −

− −

+ +
= =

+ +
 

11

21

11

21

1−
Z

1−
Z

)(nx )(ny( )x n ( )y n

11−

21−

11

21

1z−

1z−

B

A

当M=N=2时
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kk 21 ,

 并联型结构的特点：
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11

21

1−
Z

1−
Z

1−
Z

1−
Z

11
12

22

12

22

13

23

13

2321

1−
Z

( )x n ( )y n

1z−

1z−

1z−

1z− 1z−

1z−

（1）𝛽1𝑘、𝛽2𝑘仅影响第k对零点，同样𝛼1𝑘、𝛼2𝑘仅影响第k对

极点，便于调节滤波器的频率特性；

（2）所用的存储器的个数最少；

（3）运算的累积误差较小。

当M=N=6时

注意：如果有奇数个实零点或实极点，则有一个系数𝛽2𝑘或𝛼2𝑘为0。
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◼ 并联型

将H(z)展成部分分式形式:

其中：

 Ak、Bk、ck、gk、Gk均为实数，𝑑𝑘 与𝑑𝑘
∗为复共轭项；

 M<N时，不包含
𝑘=0

𝑀−𝑁
𝐺𝑘𝑧

−𝑘项；M=N时，该项为常数G0 。
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( )
( )

( )( )

1 2
1

1 1 1
1 1 0

1

1 1 1

N N M N
k k kk

k

k k kk k k

B g zA
H z G z

c z d z d z

−
−

−

− −  −
= = =

−
= + +

− − −
  

当M=N时，将两个一阶实极点合为一项，将共轭极点化成实系

数二阶多项式，H(z)可表为

( )
( )

( )
( )1 2 1 21

0 1
0 01 1

1 11 11

N N

k k
k

k kk k

z
H z G G H z

z z

 

 

+ +−

− −
= =

+
= + = +

− −
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举例：M=N=3时，为奇数，故有
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( ) ( ) ( ) ( )
1

01 02 12
0 1 2 31 1 1

11 12 221 1

z
H z G H z H z H z

z z z

  

  

−

− − −

+
= + + = + +

− − −

012 == kk 

X(z)

01

Y(z)

)(nx )(ny

0G

( )x n ( )y n( )( )1

111X z z −−
01

1z−

1z−

1z−

12

22

12

02

结构图：
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◼并联型的特点：

 通过调整系数𝛼1𝑘和𝛼2𝑘，可单独调整一对极点位置，

但不能单独调整零点位置

 各并联基本节的误差互相不影响，故运算误差最小

 可同时对输入信号进行运算，故运算速度最高
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举例：设IIR数字滤波器差分方程为：
( ) 8 ( ) 4 ( 1) 11 ( 2) 2 ( 3)y n x n x n x n x n= − − + − − −

( )
1 2 3

1 2 3

8 4 11 2

5 3 1
1

4 4 8

z z z
H z

z z z

− − −

− − −

− + −
=

− + −

解：对差分方程两边取z变换，得系统函数：
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

8 4 1 11 2 2 3

5 3 1
1 2 3

4 4 8

y n x n x n x n x n

y n y n y n

= − − + − − −

+ − − − + −

试用四种基本结构实现此差分方程。

( )
1 2 3

1 2 3

8 4 11 2

5 3 1
1

4 4 8

z z z
H z

z z z

− − −

− − −

− + −
=

− + −
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( )
1 2 3

1 2 3

8 4 11 2

5 3 1
1

4 4 8

z z z
H z

z z z

− − −

− − −

− + −
=

− + −

得直接Ⅰ型结构：

正准型结构：

91

 直接Ⅰ型结构

 直接IⅠ型结构
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将H(z)因式分解：
 级联型结构
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( )
( )( )

( )( )

( )( )
( )( )

1 1 2

1 1 2

1 1 2

1 1 2

2 0.379 4 1.24 5.264

1 1 4 1 1 2

8 1 0.19 1 0.31 1.32

1 1 4 1 1 2

z z z
H z

z z z

z z z

z z z

− − −

− − −

− − −

− − −

− − +
=

− − +

− − +
=

− − +

因式分解：
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将H(z)部分分式分解：

部分因式分解
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 并联型结构

( )
1

1 1 2

8 16 20
16

1 1
1 1

4 2

z
H z

z z z

−

− − −

− +
= + +

− − +
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本章总结

◼间接设计IIR滤波器的基本过程

◼“模拟-数字”s-z变换设计法

 冲激响应不变法

 双线性变换法

◼巴特沃斯、切比雪夫模拟低通滤波器

◼“数字-数字”频带变换设计法

◼“模拟-模拟”频带变换设计法

◼ IIR滤波器的基本结构


