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第四章习题
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知识要点：1）
信号周期（由
最低频子信号
决定）和最高
频率的区别；2）
复指数的正交
求和公式，作
业4.10页用到
该公式。
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数字滤波器设计的基本表达式
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知识要点：（1）帕斯瓦尔能量守恒定理；（2）交换求和顺序。
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知识要点：信号不是带
限，DFT是傅里叶级数
混叠的结果。注意理解
采样点N、采样频率fs、
基波频率∆f等概念，
以及他们与物理频率分
辨率、计算频率分辨率
的关系。
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知识要点：参考上述过程可给出任意抽
取信号的傅里叶变换。如果对信号进行
插值、后端补零，其傅里叶变换如何？
其物理意义是什么？
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第五章习题
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知识要点：上述过程
a[n]和b[n]都是补零序
列，FFT计算硬件实
现时效率较高。大多
数人先计算出h[n]，
然后对其做FFT，这
显然是最低效的方法。
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1、为什么要对信号做FT/DFT？

2、两个信号的相关计算表示什么？在图像、AI领域有哪些应用？

3、两个信号的卷积计算表示什么？在图像、AI领域有哪些应用？

𝑋 𝑘 = ෍

𝑛=0

𝑁−1

𝑥 𝑛 𝑊𝑁
𝑘𝑛

𝑦 𝑡 = න

−∞

∞

𝑥 𝜏 ℎ 𝑡 + 𝜏 𝑑𝜏

𝑦 𝑡 = න

−∞

∞

𝑥 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ 𝑡

𝐹 𝜔 = න

−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡

思考题
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第六章数字滤波器的基本原理与特性

杨勐 副教授
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 定义：数字滤波器指输入输出均为数字信号，通过一定

运算关系改变输入信号所含频率成分的相对比例或者滤

除某些频率成分的器件。

 应用：

（1）图像处理：图像增强、重建、优化等

（2）深度学习：图像特征提取

（3）通信：频率选择

◼ 什么是数字滤波器（Digital Filter）？

 分类：

经典滤波器：选频滤波器

现代滤波器：维纳滤波器、卡尔曼滤波器、自适应滤波器等

16
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◼ 离散线性移不变系统的单位抽样响应

LTI系统可由其冲激响应h(n)完全刻画

𝑦 𝑛 = 𝑇 ෍

𝑚=−∞

∞

𝑥 𝑚 𝛿 𝑛 − 𝑚 = ෍
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= ෍

𝑚=−∞

∞

𝑥 𝑚 ℎ 𝑛 −𝑚 = 𝑥 𝑛 ∗ ℎ 𝑛
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LTI系统的因果性和稳定性也完全由h(n)刻画

回顾
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◼ 差分方程与系统函数

 线性常系数差分方程表示的离散线性时不变系统具有𝓏-1的

有理函数形式的系统函数

 线性常系数差分方程表示的离散线性时不变系统

离散线性
时不变系统

y(n)( )x n
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k k
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
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◼ 离散线性时不变系统的频率响应

 系统的频率响应H(ejω)定义为系统对复指数输入信号（
特征函数）ejωn的复增益（特征值）

 若系统的傅里叶变换存在，则有

 数字滤波器

系统的频率响应由
𝓏平面中单位圆上
的系统函数值确定

( ) ( ) 0

0

j

M
j i

i
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Nz e
j k

k
k

a e

H e H z

b e

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
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
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离散线性
时不变系统

y(n)( )x n

𝑌(𝑒𝑗𝜔) = 𝑋 𝑒𝑗𝜔 𝐻 𝑒𝑗𝜔

)ℎ(𝑛

设计一个合适的 )ℎ(𝑛 ，可以滤除输入信号𝑥(𝑛)中不需要
的频率分量，产生输出𝑦 𝑛 ，即系统完成离散卷积运算

)𝑦(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛

这类系统称之为数字滤波器

数字滤波器的输入与输出的频率关系：
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6.1  数字滤波器的基本原理

6.1.1  选频滤波器的基本类型与指标

20

通带内指标

阻带内幅频特性逼近于0

，（𝜔𝑐通带截止频率）

滤波器的四种基本类型 理想低通滤波器的逼近误差容限

( )0, c 
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阻带内应达到的最小衰减

( )1 10

( )
20lg 20lg 1

( )

cj

j

H e

H e



 = = −

滤波器的主要技术指标：
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◼ 滤波器的基本指标
采用相对指标描述频率响应特性，以分贝（dB）为单位表示

( )
max

( )
20lg dB

( )

j

j

H e

H e





通带内允许的最大衰减

( )2 20

( )
20lg 20lg

( )

rj

j

H e

H e



 = =

（通带内衰减-3dB时，幅频响应降到0.707）

（阻带内衰减-40dB时，幅频响应达到0.01）

 阶数

 通带截止频率𝜔𝑐及最大衰减𝛼1
 阻带截止频率𝜔𝑟及最小衰减𝛼2
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❑ 滤波器的基本方程

当𝑏0 = 1，其余系数bk全部
为零时，滤波器为非递归的，
又称FIR滤波器

MA滤波器

ARMA滤波器

❑ 滤波器的分类 —递归与非递归

6.1.2  滤波器的基本方程与分类

x(n)和y(n)是滤波器的输入

输出序列，ak和bk是滤波器

系数

( ) ( ) ( )
0 1

M N

i k
i k

y n a x n k b y n k
= =

= − − − 
当𝑏0 = 1，其余系数bk不是全
部为零时，滤波器为递归的，
又称IIR滤波器；IIR滤波器分
为自回归移动平均（ARMA）
和自回归（AR）滤波器（当
𝑎0 = 1，其系数余𝑎𝑘 = 0）

( ) ( )
0

M

i
i

y n a x n k
=

= −

( ) ( ) ( )
1

N

k
k

y n x n b y n k
=

= − − AR滤波器

( ) ( )
0 0

N M

k k
k k

b y n k a x n k
= =

− = − 

这里将递归与IIR滤波器对应，非递归与FIR滤波器对应，但它们之间不是唯一对应的，递归

同样适用于FIR滤波器实现，非递归也可实现IIR滤波器。要把实现方法与冲激响应区分开来。
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 滤波器的系统函数与冲激响应
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LTI系统可由其冲激响应h(n)完全刻画

对于因果系统
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h(n)是FIR滤波器的单位冲激响应，长度为N，则其系统函数为：

显然𝐻(𝑒𝑗𝜔)是频率的周期函数，周期为2𝜋，即

6.2   数字滤波器的基本特性

6.2.1  FIR滤波器的基本特性与类型

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1

0

( )
N

j jj j n
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H e h n e H e H e
q w q wtw w w w

-
--

=
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H(z)为𝑧−1的𝑁 − 1阶多项式。其离散时间傅里叶变换为

𝐻(𝑒𝑗𝜔)= 𝐻(𝑒𝑗(𝜔+2𝜋𝑚) , 𝑚 = 0, 1, 2, …

由于任一长度为N的序列完全由它的离散傅里叶变换 的N个采样确定，因此FIR

滤波器的设计问题，就在于考虑使输出信号不失真的条件下，找出它的冲激响
应系数或它的频率响应的N个采样。下面的讨论就遵循这样的思路进行。
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1、 h(n)的幅频特性和相频特性

H(ω)为H(ejω)的幅频特性，θ(ω)为H(ejω)的相频特性

对于长度为N 的FIR滤波器的单位脉冲响应h(n)，其频率响应为

❑ 使滤波器的输出信号不失真，冲激响应h(n)需满足线性相位条件

{ }
{ }

tw

w

w

wq
w

w

-=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é
-

=ú
û

ù
ê
ë

é
=

å

å
-

=

-

=

1

0

1

0

)cos(][

)sin(][

arctan
)(Re

)(Im
arctan)(

N

n

N

n

j

j

nnh

nnh

eH

eH

{ }
{ }

tw

w

w

wq
w

w

-=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é
-

=ú
û

ù
ê
ë

é
=

å

å
-

=

-

=

1

0

1

0

)cos(][

)sin(][

arctan
)(Re

)(Im
arctan)(

N

n

N

n

j

j

nnh

nnh

eH

eH



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

26



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

27

（严格）
线性相位

广义线性相位

线性相位是指滤波器的相频特性（相位与频率之间）是线性的, 即
θ (ω) 是 ω的线性函数，产生的相移是一常数

FIR滤波器的相延迟和群延迟的定义

 相延迟表示信号载波的延迟，群延迟表示信号包络的延迟

 群延迟偏离某个常数的程度表明相位特性的非线性程度

 严格线性相与广义线性相位都满足群延迟是一个常数 𝜏 =

 严格线性相位的群延迟和相延迟必定相等，都是一个常数 𝜏

2、严格线性相位与广义线性相位
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◼ 举例：设一离散时间系统的幅频特性为1，相频特性

具有如下线性相位：

( )  = −

arg ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
j

j j j j j

j X e jj

Y e H e X e e X e

X e e
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    



−

 −
 

= =

=

( ) ( )y n x n = −

即，输出 )𝑦(𝑛 等于输入 )𝑥(𝑛 时间上的位移。

当信号 )𝑥(𝑛 通过该系统后，输出 )𝑦(𝑛 的频率特性

所以
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( ) ( ) ( ), dj nj

d d dh n n n H e e
 −

= − =理想延迟系统：
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❑ 滤波器冲激响h(n)具有严格线性相位𝜽(𝝎) = −𝝎𝝉的条件

利用交叉相乘并用三角函 数的恒等关系合并有关项

由严格线性相位定义，有
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即
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( ) ( )
1
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sin 0
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n

h n n 
−

=

 − = 

由此我们知道，要实现严格线性相位（相延迟和群延迟相等）的
FIR滤波器的充要条件是冲激响应h(n)对中心点偶对称。

30

（接上页）

偶对称

对于 𝑛和 𝜏，解上式得到

0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 − 1

h(n) 的长度 N 又分为奇偶数

h(n) 偶对称时的冲激响应



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

采用类似严格线性相位的方法，得到

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
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 − = 

等价于严格线性相位的情形（略）
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❑滤波器冲激响应满足广义线性相位𝜽 𝝎 = 𝜽𝟎 −𝝎𝝉的条件

由广义线性相位定义，有

此方程对于具有恒定群延迟系统
是关于h(n)，𝜏和 𝜃0 的一个必要
条件，它必须对所有𝝎都成立

当 ，有

(A)
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图6.5  h(n) 奇对称时的冲激响应

h(n) 的长度 N 又分为奇偶数

奇对称

当 或

变成

由此我们知道，要实现广义线性相位（恒定群延迟特性）的FIR滤
波器的充要条件是冲激响应h(n)对中心点奇对称。

前面的式(A)

对于 𝑛和 𝜏，解上式得到

+
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◼ 小结：线性相位FIR滤波器h(n)的四种时域特性

33

h(n) 偶对称
N为偶数

h(n) 偶对称
N为奇数

h(n) 奇对称
N为偶数

h(n) 奇对称
N为奇数

h(n) 奇对称时的冲激响应

h(n) 偶对称时的冲激响应
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◼ 小结

（1） h(n)偶对称，N为奇数

h(n)为实序列且𝒉(𝒏) = ±𝒉(𝑵 − 𝟏 − 𝒏), 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑵 − 𝟏

 FIR滤波器是线性相位的充分必要条件：

（1）在严格或广义线性相位条件下，滤波器都有(N-1)/2采样周期的群延迟
（2）广义线性相位条件下，即h(n)奇对称，滤波器还要产生90°相移

 根据N的奇偶性和h(n)的奇偶对称性，线性相位FIR滤波器分为四

种类型：

（2） h(n)偶对称，N为偶数

（3） h(n)奇对称，N为奇数

（4） h(n)奇对称，N为偶数

34
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线性相位一般形式

FIR滤波器的系统函数为

将上式右边的级数展开

( ) ( ) ( )jjH e H e
  
+

=

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

N N
j M nj j n

n

j

n

MeH e h n e h n e
  

− −
−−

= =

−= = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

2 1

0 1 2 ...

2 1

j M j Mj j M j M

j M N j M N

H e e h e h e h e

h N e h N e

   

 

− −−

− + − +

= + + +


+ − + −


◼ 由频率响应函数的级数展开验证线性相位的条件

35

引入𝑒−𝑗𝜔𝑀

令𝑀 =
𝑁−1

2

（接下页）
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与线性相位一般形式比较（下页讨论）

上式中的𝑀 =
𝑁−1

2

展开复指数，合并同类项，得到

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2
1 1

0 1 cos 0 1 sin ...
2 2

1 1
1 2 cos 1 1 2 sin 1 ...

2 2

N
j

j N N
H e e h h N j h h N

N N
h h N j h h N


  

 

−
−  − −   

   = + − + − − +       
   

− −   
   + − − + − − − +       

    

(A) 

利用复指数
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（1）𝛼=0 时，h(n)偶对称，即h(n) = h(N−1−n)，大括号中的项
为纯实数，

( )1 2N = − −

 𝛼的取值：

 𝛽的取值：

（2）𝛼= Τ𝜋 2时，h(n)奇对称，即h(n) = - h(N−1−n)，大括号中
的项为纯虚数

(A) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2
1 1

0 1 cos 0 1 sin ...
2 2

1 1
1 2 cos 1 1 2 sin 1 ...

2 2

N
j

j N N
H e e h h N j h h N

N N
h h N j h h N


  

 

−
−  − −   

   = + − + − − +       
   

− −   
   + − − + − − − +       

    
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当h(n)为偶对称时，FIR滤波器的幅频和相频特性

1 1 11( )
( 1) 1 2 2 2

0

1 1
( ) [ ( ) ( )] ( )[ [ ]

2 2

N N NN n n
N

n

H z H z z H z z h n z z
− − −−− − + −

− − −

=

= + = +

将𝓏=𝑒𝑗𝜔带入上式，即得
1 1( )

2

0

1
( ) ( )cos[( ) ]

2

N Nj
j

n

N
H e e h n n


 

− −−

=

−
= −

1
( ) ( 1)

2
N  = − −

1

0

1
( ) ( )cos[( ) ]

2

N

n

N
H h n n 

−

=

−
= −幅频特性

相频特性

38

令 N-1-n=m, 则有

1 1
( 1) ( 1)

0 0

( 1) 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

N N
N m N m

m m

N

H z h m z z h m z

H z z H z

− −
− − − − −

= =

− − −

= =

=

 
1 1

( 1) ( 1)

0 0

( 1) 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

N N
N m N m

m m

N

H z h m z z h m z

H z z H z

− −
− − − − −

= =

− − −

= =

=

 

1 1
( 1) ( 1)

0 0

( 1) 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

N N
N m N m

m m

N

H z h m z z h m z

H z z H z

− −
− − − − −

= =

− − −

= =

=

 
1

0

1

0

( ) ( )

( ) ( 1)

N
n

n

N
n

n

H z h n z

H z h N n z

−
−

=

−
−

=

=

= − −





1

0

1

0

( ) ( )

( ) ( 1)

N
n

n

N
n

n

H z h n z

H z h N n z

−
−

=

−
−

=

=

= − −




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当h(n)为奇对称时，FIR滤波器的幅频和相频特性

1 1 11( )
( 1) 1 2 2 2

0

1 1
( ) [ ( ) ( )] ( )[ [ ]

2 2

N N NN n n
N

n

H z H z z H z z h n z z
− − −−− − + −

− − −

=

= − = −

因此

1 1( )
2

0

1
( ) ( )sin[( ) ]

2

N Nj
j

n

N
H e je h n n


 

− −−

=

−
= − −

39

幅频特性

相频特性

1

0

1
( ) ( )sin[( ) ]

2

N

n

N
H h n n 

−

=

−
= −

1
( ) ( 1)

2 2
N


  = − − +

令 N-1-n=m, 则有

将𝓏=𝑒𝑗𝜔带入上式，即得

1 1
( 1) ( 1)

0 0

( 1) 1

1 1

0 0

( ) (

( ) ( ) ( 1)

) ( )

( ) ( )

- -
- - - - -

= =

- -

- -
- -

= =

-

= - =

= = - - -

-

= -

å å

å å

N N
n

N N
N m

n

N m

n n

n

N

n

H z h m

H z h n z h

z z h m z

H z H

z

z z

N n

1 1

0 0

1 1
( 1) ( 1)

0 0

( 1) 1

( ) ( ) ( 1)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

N N
n n

n n

N N
N m N m

n n

N

H z h n z h N n z

H z h m z z h m z

H z z H z

− −
− −

= =

− −
− − − − −

= =

− − −

= = − − −

= − = −

= −

 

 

1 1
( 1) ( 1)

0 0

( 1) 1

1 1

0 0

( ) (

( ) ( ) ( 1)

) ( )

( ) ( )

− −
− − − − −

= =

− −

− −
− −

= =

−

= − =

= = − − −

−

= −

 

 

N N
n

N N
N m

n

N m

n n

n

N

n

H z h m

H z h n z h

z z h m z

H z H

z

z z

N n
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（1）I 型 ℎ 𝑛 = ℎ 𝑁 − 1 − 𝑛 ，偶对称，N为奇数

◼ 线性相位FIR滤波器的四种类型

幅频特点：

 h(n)对(N-1)/2偶对称，余弦项也对(N-1)/2偶对称

 以(N-1)/2为中心，把两两相等的项进行合并，因N为奇数，

余下中间项 n=(N-1)/2

由前面推导出的幅频特性 H(ω) 为：

40



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

( )

( )

( )
( )

3 2

0

1 2

1

1 2

0

1 1
( ) 2 ( )cos[( ) ]

2 2

1 1
2 ( )cos

2 2

cos

N

n

N

m

N

n

N N
H h h n n

N N
h h m m

a n n

 





−

=

−

=

−

=

− − 
= + − 

 

− − 
= + − 

 

=







其中：

( )
1

0
2

N
a h

− 
=  

 
( )

1 1
2 , 1,2,...,

2 2

N N
a n h n n

− − 
= − = 

 

41

令𝑚 =
𝑁−1

2
− n
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幅频特性：

 式中 cosωn 项对ω =0, , 皆为偶对称，则幅频特性对ω =0, 

, 是偶对称的

 可实现所有滤波特性（低通、高通、带通、带阻）

周期2

42
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推导情况和前面N为奇数类似，不同点是由于N为偶数，相等

的项合并成N/2项：

（2）II 型ℎ 𝑛 = ℎ 𝑁 − 1 − 𝑛 ，偶对称，N为偶数

( )

1
1 2

0 0

21

1 1

1 1
( ) ( )cos[( ) ] 2 ( )cos[ ( )]

2 2

1 1
2 ( )cos[ ( )] cos[ ( )]

2 2 2

N

N

n n

NN

m n

N N
H h n n h n n

N
h m m b n n

  

 

−
−

= =

−

= =

− −
= − = −

= − − = −

 

 

其中： ( ) 2 , 1,2,...,
2 2

N N
b n h n n

 
= − = 

 

43

令𝑚 =
𝑁

2
− n
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 由于 )cos[𝜔(𝑛 − Τ1 2 对ω=奇对称，所以H(ω)在ω =呈奇对称

 当ω=时， )cos[𝜔(𝑛 − Τ1 2 =0，故 H()=0，即H(𝓏)在𝓏=−1处有

一零点，因此这种情况不能用于𝐻 𝜋 ≠ 0的滤波器，即不能实

现高通、带阻滤波器

幅频特性：

周期4

44



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

由于h(n)=-h(N-n-1)，

( 1) / 2

1

( ) ( )sin

1 1
( ) 2 ( ), 1,2, ,

2 2

N

g

n

H c n n

N N
c n h n n

 
−

=

=

− −
= − =  



其中：

由前面推导出的幅频特性H (ω) 为：

得到

（3）III 型 h(n)=-h(N-n-1) ，奇对称，N 为奇数

当𝑛 =
𝑁−1

2
时

1
0

2

N
h

− 
= 

 

( )1 2

1

( ) ( )sin
N

n

H c n n 
−

=

= 

( )
1 1

2 , 1,2,...,
2 2

N N
c n h n n

− − 
= − = 

 

45

令𝑚 =
𝑁−1

2
− n
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 幅频函数H(ω)在ω =0, , 呈奇对称

 H(ω)在ω =0, , 2处值为0，即H(𝓏)零点在𝓏=1处，不能用于

𝐻 0 ≠ 0和𝐻 𝜋 ≠ 0的滤波器设计，但可以实现带通滤波器

幅频特性：

周期2
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（4）IV 型 h(n)=-h(N-n-1) ，奇对称，N为偶数

( )

2

1

2

1

1
( ) 2 ( )sin[( ) ]

2 2

1
sin[( ) ]

2

N

m

N

n

N
H h m m

d n n

 



=

=

= − −

= −





其中： ( ) 2 , 1,2,...,
2 2

N N
d n h n n

 
= − = 

 

幅频特性：

47

 由于sin[ω(n-½)]在ω

=0、2处都为0，因
此H (ω)在ω =0，2

处也为0，即H(z)在
z=1处有零点；并对
ω=0, 2π呈奇对称，
故不能实现低通、
带阻滤波器

 由于sin[ω(n-½)]在ω

=0、2处都呈奇对
称，对ω =呈偶对
称，故幅频函数H(ω)

在ω =0, 也呈奇对
称，在ω =处呈偶
对称
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I 型 h(n)=h(N-n-1) ，N 为奇数 II 型 h(n)=h(N-n-1)，N 为偶数

III 型 h(n)=−h(N-n-1) ，N 为奇数 IV 型 h(n)= − h(N-n-1) ，N 为偶数

𝑯 𝝎 = 𝑯 −𝝎
𝝎 = 𝟎处

频率偶对称，
𝑯 𝟐𝝅+𝝎
= 𝑯 𝝎 ，周期𝟐𝝅

𝑯 𝝎 = 𝑯 −𝝎
𝝎 = 𝟎处

频率偶对称，
𝑯 𝝅+𝝎 =
−𝑯(𝝅 −𝝎)
𝝎 = 𝝅处

频率奇对称，
𝑯 𝟒𝝅+𝝎
= 𝑯 𝝎 ，周期𝟒𝝅

𝑯 𝛚 = −𝑯 −𝛚 ，
𝛚 = 𝟎处

频率奇对称，
𝑯 𝛑+𝛚

= −𝑯(𝛑 −𝛚)
𝛚 = 𝛑处

频率奇对称，
𝑯 𝟐𝛑+𝛚
= 𝑯 𝛚 ，周期𝟐𝛑

𝑯 𝝎 = −𝑯 −𝝎
𝝎 = 𝟎处

频率奇对称，
𝑯 𝝅+𝝎

= −𝑯(𝝅 −𝝎)
𝝎 = 𝝅处

频率偶对称，
𝑯 𝟒𝝅+𝝎
= 𝑯 𝝎 ，周期𝟒𝝅

◼ 线性相位FIR滤波器的四种类型幅频特性图
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 线性相位FIR滤波器的频率响应都可以表达为一个线
性因子ejθ(ω)与一个ω的实函数H(ω)之积；

当h(n)为偶对称时

当h(n)为奇对称时


2

1
)(

−
−=

N





2

1

2
)(

−
−=

N
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FIR滤波器的系统函数H(z)可展开为𝑧−1的𝑁 − 1阶多项式，即

◼ 具有线性相位的FIR滤波器系统函数H(𝓏)的零点分布

H(z)在原点上的𝑁 − 1阶极点对系统的稳定性无关紧要，在 z 平面内𝑁 − 1个
零点分布互为倒数，由于h(n)的对称性，零点位置受到限制。

系统函数H(z)的零点也是H(z-1)的零点，反之亦然，即线性相位FIR滤波器的
零点必是互为倒数。

➢ 单位圆内非实轴上

➢ 单位圆内的实轴上

➢ 单位圆上非实轴上

➢ 单位圆与实轴交点

考虑 z=rejθ ，考察零点的位置：

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
11

0

1 1
1

0 0

1
1 1 1

0

0 1 1

1

N
Nn

n

N N
N mn

n m

N
N Nm

m

H z h n z h h z h N z

h N n z h m z

z h m z z H z

−
− −− −

=

− −
− − −−

= =

−
− − − − −

=

= = + +  + −

=  − − = 

=  = 



 


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 在单位圆内非实轴上有一个零点

 在单位圆内的实轴上有一个零点

h(n)为实序列，H(z)复数零点成对出现，zk
*与(zk

* )-1也是H(z)零点；

kj

kk erz


=

H(z-1)的零点 也是H(z)的零点；( ) kk j

k

j

kk e
r

erz
 −−− ==

111

四个零点同时存在，构成四阶系统, 即

)
1

1)(
1

1)(1)(1()( 1111 kkkk j

k

j

k

j

k

j

kk e
r

ze
r

zerzerzzH
 −−−−−− −−−−=

kk rz =

两个零点构成二阶系统

H(z-1)的零点 也是H(z)的零点，无共轭零点；( ) kkk rrz /1
11 ==
−−

)
1

1)(1()( 11

k

km
r

zrzzH −− −−=
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线性相位FIR滤波器的系统函数可以表达为上述各式情形的级联

































= 

n

n

l

l

m

m

k

k zHzHzHzHzH )()()()()(

 在单位圆上非实轴上有一个零点

h(n)为实序列，H(z)复零点成对出现，单位圆上zk
*也是H(z)零点；

kj

k ez


=

不存在关于单位圆镜像对称的零点；

两个零点构成二阶系统

)1)(1()( 11 kk jj

l ezezzH
 −−− −−=

11 −== kk zorz

既无镜像零点，也无共轭零点，构成最简单的一阶系统

)1()( 1−= zzH n

 在单位圆与实轴交点上有一个零点
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②𝓏 k在实轴上，不

在|𝓏 |=1上，则两个

实数零点互为倒数
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FIR滤波器的零点位置的四种情形

④ zk 在实轴上和单
位圆上，则零点只
有一个，或位于z=1
或位于 z= −1

③ zk 不在实轴上，但
在|z|=1上，由于共轭对
的倒数是它们本身，故
此时零点是一组共轭对

①𝓏 k既不在单位圆上，

也不在实轴上，有四个

互为倒数的两组共轭对
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◼ 四种线性相位FIR滤波器的频率响应及其零点分布

 I型： h(n)偶对称，N 为奇数；零点无限制，滤波器类型不限
 II型： h(n)偶对称，N 为偶数； 因H()=0，因此在𝓏= −1处必有一阶零点，既在单位圆，

又在实轴，所以，必有单根；不能设计高通、带阻
 III型： h(n)奇对称，N 为奇数；因H(0)=0, H()=0，在𝓏=1, −1处必有两个一阶零点，都

是H(z)的单根；只能设计带通
 IV型： h(n)奇对称，N 为偶数； 因H(0)=0，在𝓏=1处必有一阶零点，是H(z)的单根：不

能设计低通、带阻
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举例：已知数字滤波器N=5, h (0) = h 

(1) = h (3) = h (4) = −1/2, h (2) = 2，求

幅度函数H (ω)，并判断滤波器类型。

解：由于Ｎ为奇数，且h(n)偶对称，

该滤波器是Ⅰ型线性相位FIR滤波器

55

a (0) = h (2) = 2

a (1) = 2 h (1) = −1

a (2) = 2 h (0) = −1

H (ω) = 2 − cosω − cos2ω

= 2 − (cosω+cos2ω) 

( )
( )1 2

0

( ) cos
N

n

H a n n 
−

=

= 

高通
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6.2.2   IIR滤波器的基本特性

56

( )
( )
( )

0

0

0

( )

M
k

k
n k

N
kn

k

k

a z
Y z

H z h n z
X z

b z

−


− =

−=

=

= = =





，𝑎𝑘、 𝑏𝑘 是实数， 𝑎𝑀 ≠ 0, 𝑏𝑁 ≠ 0

 𝑀 ≤ 𝑁时，称为N阶滤波器，稳定性要求N个非零极点位于单位圆内

 𝑀 > 𝑁时，滤波器为M-N阶的FIR滤波器与N阶IIR滤波器串联

 IIR滤波器的零点决定了滤波器的性能，与滤波器稳定性无关

 除了全部极点都在单位圆上外，不存在稳定的线性相位IIR滤波器

 因果、稳定的IIR滤波器

 考虑有理函数形式的系统函数
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◼ IIR滤波器的相位特性
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( ) ( ) ( )jj jH e H e e
  =

( )
( )
( )

( )
( )

1 1
ln ln

2 2

j j

j j

H e H e

j jH e H e

 

 
 

− 

   
= =   

      

( ) ( ) ( )jj jH e H e e
   −− −=

H(𝓏)和H(𝓏−1)具有相同的零极点，因此具有线性相位且稳定的
IIR滤波器是不可物理实现的（单位圆内外极点成对出现）。

( ) ( ) ( )1 1N

k k kH z z H z
− − −= 回顾FIR线性相位滤波器

相位特性推导：
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 相延迟和群延迟

( )
( ) ( )

( )
1

ln
2

j

p j

H e

j H e





 
 

  −

 
= − = −  

  

( )
( ) ( )

( )
1

ln
2

j

g j

H ed d

d d j H e





 
 

  −

   
= − = −   

    

❑ IIR滤波器的群延迟不可能为常数，这是IIR滤波器与FIR滤

波器的一个重要区别

❑ 尽管群延迟为常数难以实现，但可以在特定频带（比如通

带）尽可能逼近常数，从而实现近似线性相位的IIR滤波器

群延迟

相延迟
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1 1 ja r e  =

◼ 全通滤波器

对所有𝜔，幅频特性| ൯𝐻(𝑒𝑗𝜔 |为一常数的滤波器称为全通滤波器；

59

 一阶全通滤波器

全通滤波器的零极点以单位圆成镜像分布，若单位圆内有一个极点𝓏=a，

则单位圆外必有一个零点𝓏=1/a*。

( )
1

11

z a
H z c

az

− 

−

−
=

−

为使h(n)为实数，a必须为实数。

零点：

0 1a 

全通滤波器不改变信号的振幅，但可以用来逼近期望的相位特性。

ja re =极点：
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 二阶全通滤波器
1 * 1

1 1
( )

1 1 *
ap

z a z a
H z

az a z

− −

− −

− −
= 

− −
1a 

若要h(n)为实序列，两个零点（极点）

必须为共轭对。
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0 1a 

ja re  −=

1 1 ja r e −=1 1 ja r e  =共轭倒数零点： 、

ja re =共轭极点： 、
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 全通系统的应用

（2）级联一个全通系统，可以改

变零极点分布，使非稳定滤波器

变成一个稳定滤波器。

61

全通系统在数字系统中不改变信号的幅频特性，是一种纯相位

滤波器，常见的应用包括：

（1）作为相位均衡器，校正系统

的相位，而不改变系统的幅度特

性；
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◼ 性能方面

6.2.3   FIR和IIR数字滤波器的比较
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 FIR滤波器

优点：可以得到严格的线性相位；

缺点：由于滤波器传输函数的极点固定在原点，所以只能用较

高阶数的滤波器达到性能指标。

 IIR滤波器

优点：较低阶数滤波器实现，存储单元少，所以经济且效率高；

极点可位于单位圆内任何地方，幅频的可选择性好；

缺点：相位是非线性的；往往幅频可选择性（分辨率）越好，

相位非线性越严重。
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 FIR滤波器：一般采用非递归型结构，由于FIR的单位冲激响

应h(n)有限长，可采用FFT运算，其运算速度快，误差小；

 IIR滤波器：往往对应递归型结构，极点要控制在单位圆内，

系统才确保稳定，缺点是有限字长效应时，容易产生寄生振

荡。
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◼ 结构方面
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举例：在语音通信中，对相位线性特性要求不高，可
以选用经济高效的IIR滤波器实现；而在图像通信中，
对相位的线性特性要求较高，则要用稍为复杂的FIR滤
波器来实现。

 FIR滤波器：能适应某些特殊的应用，如构成微分器或积分

器，因而适应性更大，范围更广。

 IIR滤波器：设计较简单，主要应用于设计具有片断（部分

频带）常数特性的滤波器，如低通、高通、带通及带阻等

滤波器。
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◼ 应用方面



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

◼ 数字滤波器基本概念与分类

◼ 线性相位FIR数字滤波器基本特性

◼ FIR滤波器幅频函数的四种类型

◼ FIR滤波器系统函数的零点位置

◼ IIR滤波器的基本特性

◼ FIR和IIR数字滤波器的比较

本章小结:
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