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为什么学《信息论》？

◼ 深度学习：交叉熵——度量概率分布p(x)和q(x)间的距离

𝐻 𝑝, 𝑞 = −෍

𝑥

𝑝 𝑥 log𝑞 𝑥

◼ 自然语言处理：基于卷积码的维特比算法——一种广泛应用

于机器学习的动态规划算法，比如求解HMM的隐状态

◼ 熵——度量物理世界不确定性的基本概念

◼ 脑认知：可能是未来若干年的研究热点，比如脑信号编码-

解码
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课程内容

◼ 熵、相对熵、互信息

◼ 渐进均分性

◼ 随机过程的熵率

◼ 数据压缩

◼ 信道容量

◼ 微分熵

◼ 高斯信道

◼ 率失真理论

◼ 博弈与数据压缩

◼ 信息论与统计学
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◼ 课时 16学时课堂（含习题课、复习）

◼ 教材《信息论基础》（Thomas Cover著）

◼ 答疑 周五下午2:30-5:30

◼ 联系 手机、微信：13468675342

邮箱：mengyang@mail.xjtu.edu.cn

◼ 网站 http://gr.xjtu.edu.cn/web/mengyang/7（课件、作业及

参考答案等）

（减少课程内容；重复回顾知识点；课后看书）

◼ 考核构成 期末考试70%+作业20%+考勤10%

信息论（后半部分）的教学安排
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香农，1916年—2001年 《通讯的数学原理》1948
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第5章 数据压缩

杨勐主讲
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*D

什么是数据压缩？

◼ 举例：2D图像压缩

原图 失真图（PSNR=23.73dB）

 目标：减少数据量、提高数据存储、传输、处理效率

 分类：无损压缩（信源编码，消除冗余数据）——熵

有损压缩（信道编码，降低数据质量）——率失真理论

本章数据压缩
特指无损压缩

 其它：PCA降维、傅里叶变换、DCT变换等
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◼ 定义：关于随机变量X的信源编码C是从X的取值

空间𝝌到𝐷∗的一个映射，其中𝐷∗表示D元字母表D

上有限长度的字符串所构成的集合。用C(x)表示x

的码字，I(x)表示C(x)的长度。

*D

◼ 定义：设随机变量X的概率密度函数为p(x)，定

义信源编码C(x)的期望长度L(c)为

( ) ( ) ( )
x

L C p x l x


=

什么是数据压缩？
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信源编码的例子

( ) ( )Pr 1 1/2 codeword   C 1 0X = = =，

( ) ( )Pr 2 1/4 codeword   C 2 10X = = =，

( ) ( )Pr 3 1/8 codeword    C 3 110X = = =，

( ) ( )Pr 4 1/8 codeword    C 4 111X = = =，

( )
7

4
H X = 比特 ( ) ( )

7

4
L C El X= =

◼ 设随机变量X的分布及其码字分配如下
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信源编码的例子

◼ 中文电报的编码方式

中文电报的基本编码方法是将每一个汉字或字符用4位十进
制数来表示，每一个十进制数再用5位二进制数来表示。

常用汉字表+次常用汉字表：大约2500到7000之间，毛泽东所有的著作仅包含
3136个汉字。孙中山‘三民主义’用了2134个汉字。‘骆驼祥子’用了2413个
汉字。

例如，“信息论”三个字的电码分别是(0207)，(1873)，

(6158)。以“信”为例，首先将它编成4位十进制码0207，再

将它们变换成20位二进制的码：01101 11001 01101 11100。

220 = 1048576
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信源编码的例子

◼ 摩斯电码：使用两种字符的字母表（点“滴”、划“答”）

 根据字符使用概率确定电码长度

 如何保证电码不产生歧义？
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编码的类型

◼ 非奇异（nonsingular)编码：

( ) ( )x x C x C x   

◼ 扩展（extension)编码：

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2n nC x x x C x C x C x=

◼ 唯一可译（uniquely decodable)编码：扩展编码是非
奇异的

◼ 前缀码（prefix code)或即时码（ instantaneous code):

码中无任何码字是其他码字的前缀
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编码的类型

全体编码

非奇异码

唯一可译码

前缀码
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编码的类型

14

非奇异码010可
能对应三种信
源：2、14、31
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Kraft不等式

◼ 信源编码的目标：构造期望长度最小的前缀码
◼ Kraft不等式：对于D元（进制）字母表上的即时

码，码字长度 𝑙1, 𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑚必须满足不等式

◼ 反之，若给定满足以上不等式的一组码字长度，则
存在一个相应的前缀码，其码字长度就是给定的长
度。

◼ 推广的Kraft不等式：

1il

i

D
−


1

1il

i

D


−

=


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码树

◼ 对于给定码字的全体集合，可以用码树来描述。

◼ 对于r进制的码树，如下页图所示，其中图(a)为

二元码树，图(b)为三元码树。在码树中R点是树

根，从树根伸出个树枝，构成r元码树。树枝的

尽头是节点，一般中间节点会伸出树枝，不伸

出树枝的节点为终端节点，编码时应尽量在终

端节点安排码字。
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码树
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Kraft不等式的证明

max maxil l l
D D

−


令lmax为码字集最长码字的长度，对一个在li层的码字，其在lmax层

有𝐷𝑙max−𝑙𝑖个后代，所有这些后代集合都不相交； lmax层共有

𝐷𝑙max个节点。对所有码字求和，即得

1ilD
−

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Kraft不等式的充分必要性（了解）

◼ Kraft不等式是前缀码存在的充要条件。其必要性

表现在如果码是前缀码，则必定满足Kraft不等式

；充分性表现在如果满足Kraft不等式，则这种码

长的前缀码一定存在，但并不表示所有满足Kraft

不等式的码一定是前缀码。

◼ Kraft不等式是前缀码存在的充要条件，而不是前

缀码的充要条件。
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惟一可译码的Kraft不等式（了解）

◼ 对于D元字母表上的惟一可译码，码字长度𝑙1, 𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑚
必须满足Kraft不等式

1il

i

D
−


反之，若给定满足以上不等式的一组码字长度，则可

以构造出具有同样码字长度的惟一可译码。
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寻找最优码

◼ 最优化问题：在所有满足约束条件෌
𝑖=1

∞
𝐷−𝑙𝑖 ≤ 1的

整数解𝑙1, 𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑚中，最小化期望长度 𝐿 = σ𝑝𝑖𝑙𝑖

取消 li 必须是整数的限制
约束条件中的等号成立
采用拉格朗日乘子法（Lagrange Multiplier)  （推导）

◼ 定理：随机变量X的任一D元前缀码的期望长度

( )DL H X

当且仅当𝐷−𝑙𝑖 = 𝑝𝑖时等号成立。
（求解的li 可能是非整数）
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◼ 定义：对于某个n值，如果码字概率分布的每一个概

率值均等于𝐷−𝑛，则称这个概率分布是D进制的

寻找最优码

找到与X的分布最接近的D进制分布

该D进制概率分布可提供一组码字长度

构造码字

◼ 寻找最优码的方法

不易求解
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最优码长的界（了解）

◼ 定理：设 是关于信源分布p和一个D元字

母表的一组最优码长， 为最优码的相应期望长度

，则

* * *

1 2, , , ml l l
*L

( ) ( )* 1D DH X L H X  +

◼ 多字符分组编码：

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 1
, , , , , , , , ,

, , , , , , 1

1
, , ,

n n n n

D n D n

n

n D n D

L p x x x l x x x El X X X
n n

H X X X H X X X
L

n n n

X X X H X L H X
n

= =

  +

  +



独立同分布：
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香农第一定理

◼ 香农第一定理（可变长无失真信源编码定理）

( ) ( )D n DH X L H X   +

设𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛为离散无记忆信源X的n次扩展，对n次

扩展信源进行编码，平均每字符期望码长为𝐿𝑛，则对

任意给定的𝜀 > 0，当n足够大时，总可以找到一种无

失真惟一可译编码，满足

反之，若𝐿𝑛 < 𝐻𝐷 𝑋 ，则信源编码不可能无失真。
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不正确分布引起的误差（了解）

◼ 码字长度分配 关于p(x)的期望码长满足( )
( )
1

logl x
q x

 
=  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1pH p D p q E l X H p D p q+   + +

( )

( )

1 2 3 4

1 1 1 1

2 4 8 8

1 2 3 4

1 1 1 1

4 4 4 4

X

p X

X

q Y

 
   

=   
   

 

 
   

=   
   

 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

1.75 2

log 0.25

p qL X L X

p x
D p q p x

q x

= =

= =

比特； 比特

比特

（证明见P66）举例：

根据不正确分布q设计的码字，期望码长增加𝐷 𝑝‖𝑞
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构造最优前缀码（最短期望长度码）

( )
( )
1

logl x
p x

 
=  
 

如何设计长度为l(x)的

码字？

David Albert Huffman

（1925~1999）
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赫夫曼码

H 1.5842, 2.3L bit= =

◼ 举例：随机变量 X={1, 2, 3, 4, 5}，概率为0.25, 0.25, 

0.2, 0.15, 0.15，D=2
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赫夫曼码
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信息论基础 29

赫夫曼码
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信息论基础 30

赫夫曼码
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赫夫曼码

2L ternarydigit=

◼ 举例：随机变量 X={1, 2, 3, 4, 5}，概率为0.25, 0.25, 

0.2, 0.15, 0.15，D=3 （如不足D=3个字符，可用空字符代替）
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赫夫曼码的讨论

◼ 赫夫曼编码和香农码（码字长度 ）( )
( )
1

logl x
q x

 
=  
 

从平均意义上讲，赫夫曼编码具有更短的期望长度，但两者

的差别不超过1比特

2

2.17

Huffman

Shannon

L

L

=

=

比特

比特

对单个字符来说，香农码可能具有比赫夫曼码更短的码长

举例：2个字符，概率为0.9999和0.00001，香农码码长分别为1和14比特
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赫夫曼码的最优性——典则码

◼ 对任意一个分布，必然存在满足如下性质的一个最
优前缀码（最小期望长度）：

1.其长度序列与按概率分布排列的次序相反
2.最长的两个码字具有相同长度
3.最长的两个码字仅在最后一位上有所差别，且对应与两
个最小可能发生的字符

◼ 满足以上定理得最优码称为典则码（canonical code）
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赫夫曼码的最优性——典则码

◼ 已知分布𝑝1 ≥ 𝑝2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑚，给定任一前缀码，可

通过修剪、交换、重排等操作得到典则码

(a)前缀码 (b)修剪无兄弟的分支 (c)按码长重排 (b)交换概率
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赫夫曼码的最优性

◼ 定理：赫夫曼码是最优的，它提供了最短的期望码长

( ) ( )*L C L C

归纳法证明（了解）：

m维概率密度函数 𝑝 = 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚 , 𝑝1 ≥ 𝑝2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑚

m-1维赫夫曼合并 𝑝′ = 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚−2, 𝑝𝑚−1 + 𝑝𝑚

m元典则码 赫夫曼合并 m-1元典则码
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赫夫曼码的最优性

基于m-1维概率密度函数𝑝′的最优码𝐶𝑚−1
∗ ，取权重为𝑝𝑚−1 +

𝑝𝑚的码字，在尾部加0或1，构造m元扩展码，由码长计算

σ𝑝𝑖𝑙𝑖得到

𝐿 𝑝 = 𝐿∗ 𝑝′ + 𝑝𝑚−1 + 𝑝𝑚

基于m维概率密度函数𝑝的最优码𝐶𝑚
∗ ，将两个最小概率𝑝𝑚−1和

𝑝𝑚对应的码字（兄弟节点）合并，构造m-1元概率密度函数𝑝′

的码字，可得码长

𝐿 𝑝′ = 𝐿∗ 𝑝 − 𝑝𝑚−1 − 𝑝𝑚
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赫夫曼码的最优性

相加即得

因为𝐿 𝑝′ ≥ 𝐿∗ 𝑝′ 且𝐿 𝑝 ≥ 𝐿∗ 𝑝 ，（最优码的平均码字最短

），得到

𝐿 𝑝′ − 𝐿∗ 𝑝′ + 𝐿 𝑝 − 𝐿∗ 𝑝 = 0

𝐿 𝑝 = 𝐿∗ 𝑝

因此，从m-1维概率密度函数𝑝′的最优码出发，扩展得到的码

字，是关于m维概率密度函数p最优的。
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◼ 数据压缩与信息论的关系

◼ Kraft不等式与最优码

◼ 香农第一定理

◼ 赫夫曼码的构造

◼ 赫夫曼码的最优性

本章小结



Institute of Artificial Intelligence and Robotics, XJTU

信息论基础

◼ 题目

第5章作业

5.1、5.3、5.4、5.5、5.6、5.12、5.14、5.15、5.17

、5.18、5.33、5.38

◼ 要求

提交方式：纸质版作业

提交日期：2022年5月25日（周四）


