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量子力学的基本对易关系

黄永义
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摘　要　本文较详细地阐述了克喇默斯色散理论、量子力学的基本对易关系发展的三种形式———
库恩－托马斯求和规则的萌芽形式，海森堡量子化条件的过渡形式和玻恩－约当、狄拉

克的现代形式。这些内容有助于人们理解量子力学产生背景和海森堡、狄拉克对量子力

学的原创工作。此外，本文还简要介绍了矩阵力学求解氢原子的过程，阐述了波动力学

和矩阵力学的等价性。
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　　量子力学的基本对易关系是位置和其共轭动

量的对易关系［ｘ，ｐｘ］＝ｉ ，该对易关系包含了量

子力学最核 心 的 规 律，是 量 子 力 学 和 经 典 力 学 最

根本的区别。和 其 他 物 理 理 论 类 似，基 本 对 易 关

系也有一个 发 展 过 程，这 个 发 展 过 程 也 是 矩 阵 力

学的发展过 程。这 个 发 展 过 程 是 非 常 快 速 的，自

克喇默斯色散理论在１９２４年提出以来，基本对易

关系的三种形式，库恩－托马斯求和规则 的 萌 芽

形式，海森堡量 子 化 条 件 的 过 渡 形 式 和 玻 恩－约

当、狄拉克的现代形式都发生在１９２５年。本文先

简要介绍克喇 默 斯 色 散 理 论，然 后 介 绍 库 恩－托

马斯求和规则，海 森 堡 量 子 化 条 件 和 玻 恩－约 当

的贡献、狄拉 克 量 子 泊 松 括 号。本 文 的 最 后 简 要

地介绍了矩 阵 力 学 求 解 氢 原 子 的 过 程，较 详 细 地

阐述了波动力学与矩阵力学的等价性。
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１　克喇默斯色散理论

康普顿效应的实验使得人们不得不承认爱因

斯坦光量子 理 论 的 正 确，但 这 就 势 必 要 推 翻 现 有

的电磁理论 体 系，而 麦 克 斯 韦 电 磁 理 论 看 上 去 又

是如此牢 不 可 破，无 法 动 摇。１９２４年 玻 尔、克 喇

默斯、斯 莱 特 发 表 了 玻 尔－克 喇 默 斯－斯 莱 特

（ＢＫＳ）理论试图解决光波的连续性和原子跃迁的

不连续这个两难问题［１］。在ＢＫＳ理论看来，当一

个原子在定 态 时，它 会 通 过 辐 射 场 和 别 的 原 子 建

立联系。这个虚辐射场来自于具有可能原子跃迁

频率的虚振 子，它 具 有 诱 发 原 子 跃 迁 的 功 能。由

于玻尔对光量子的消极态度，ＢＫＳ理 论 不 是 调 和

光的波动和 粒 子 的 矛 盾，而 是 想 把 连 续 的 电 磁 场

和不连续的原子跃迁联系起来。虚辐射场作用是

通过确定原 子 的 跃 迁 几 率 得 到 统 计 的 能 量、动 量

守恒，这意味 着 要 放 弃 原 子 对 辐 射 发 射 和 吸 收 的

因果描述。由 此ＢＫＳ得 到 结 论：能 量、动 量 守 恒

只在统计意 义 上 成 立，而 在 基 元 过 程 不 是 严 格 成

立。能量、动 量 不 守 恒 代 价 太 大，遭 到 了 爱 因 斯

坦、泡利等人的强烈反对。１９２５年博特和康普 顿

等人独立地从实验上否定了ＢＫＳ理论，证实光子

和电子相互作用的基元过程能量和动量守恒也精

确成立［２，３］。他们 对 康 普 顿 效 应 实 验 进 行 细 致 研

究，实验结果 显 示 康 普 顿 散 射 中 反 冲 电 子 和 散 射

光子存在明显的同时性和角度关联，这和ＢＫＳ理

论完全矛盾，因 为 后 者 预 言 散 射 光 的 发 射 在 时 间

和方向上都 是 随 机 的，与 反 冲 电 子 之 间 不 存 在 显

著的同时性和角度相关性。
虽然ＢＫＳ理论被否定，但它的一些思想也不

是毫无意义，克 喇 默 斯 利 用 虚 拟 振 子 的 思 想 研 究

了色散现象并取得了积极的结果。为此我们先介

绍一下经典 的 色 散 理 论，一 个 原 子 和 一 个 价 电 子

被视为一个电偶极振子，一束偏振的单色光Ｅ＝
Ｅ０ｃｏｓ（２πνｔ）照射该原子时，会产生和光偏振方向

相同的电偶极矩ｐ＝－ｅｘ，由牛顿第二定律可得

电偶极矩满足的方程

ｐ̈＋ω２０ｐ＝
ｅ２　Ｅ０
ｍ ｃｏｓ（２πνｔ） （１）

式中ｍ 为电子 质 量，ω２０＝ｋ／ｍ 振 子 的 本 征 频 率。
式（１）稳态解为

ｐ＝
ｅ２

４π２　ｍ
Ｅ０ｃｏｓ（２πνｔ）
ν２０－ν２

（２）

如果原子有ｋ种极化，每种极化有ｆｋ 个电子，则

原子的极化强度为

Ｐ＝
ｅ２

４π２　ｍ∑ｋ
ｆｋ

ν２０ｋ －ν２（ ）Ｅ０ｃｏｓ（２πνｔ）
≡αＥ０ｃｏｓ（２πνｔ） （３）

由此可得

α＝
ｅ２

４π２　ｍ∑ｋ
ｆｋ

ν２０ｋ －ν２
（４）

式（４）的介电常数α和 原 子 对 光 的 折 射 率 联 系 在

一起，因此称原子对光的响应为色散理论。
以上是原子对光色散的经典结果，１９２１年拉登

堡将经典的色散理论的强度因子ｆ和爱因斯坦自

发辐射系数Ａ联系在一起，得到ｆｋｉ＝
３ｍｃ３

８π２ｅ２
Ａｉｋ
ν２ｋｉ
，其

中νｋｉ＝ Ｅｋ－Ｅｉ（ ）／ｈ，ｈ为普朗克常数。将经典形

式的式（３）改写为量子形式［４］

ＰＬａｄｅｎｂｕｒｇ ＝
３ｃ３　Ｅ０ｃｏｓ（２πνｔ）

３２π４ ∑
ｋ，Ｅｋ＞Ｅｉ

Ａｉｋ
ν２ｋｉν２ｋｉ－ν２（ ）

（５）
式（５）中的ｉ表示原子的基态，ｋ表示激发态。这

种形式的色 散 体 现 了 原 子 对 光 的 吸 收，原 子 吸 收

光，同时原 子 的 能 级 由 基 态ｉ向 高 能 级ｋ 跃 迁。

１９２４年克喇默斯 将ｉ推 广 为 激 发 态，将 拉 登 堡 色

散公式（５）改写为

Ｐｑ＝
３ｃ３　Ｅ０ｃｏｓ（２πνｔ）

３２π４
·

　 ∑
ｋ，Ｅｋ＞Ｅｉ

Ａｉｋ
ν２ｋｉν２ｋｉ－ν２（ ）－ ∑ｋ′，Ｅｋ′＜Ｅｉ

Ａｋ′ｉ
ν２ｉｋ′ν２ｉｋ′－ν２（ ）［ ］

（６）
其中νｉｋ′＝ Ｅｉ－Ｅｋ′（ ）／ｈ［５］。式（６）第 一 项 内 涵 和

同式（５）相 同，第 二 项 对 低 于ｉ能 级 的ｋ′能 级 求

和。第二项表 示 原 子 吸 收 光，同 时 原 子 的 能 级 由

高能级ｉ向低 能 级ｋ′跃 迁，这 种 负 吸 收 对 应 于 爱

因斯坦的受激辐射。反常色散的第二项后来被拉

登堡等人的一系列实验证实。１９２４年克喇 默 斯，
玻恩和范夫莱克独立地借助于玻尔对应原理推出

了克喇默斯的色散公式（６）［６，７，８］。

２　基本对易关系的萌芽形式：库恩 托马斯求和规则

将拉登堡关系ｆｋｉ＝
３ｍｃ３

８π２ｅ２
Ａｉｋ
ν２ｋｉ

代回式（６）得

Ｐ＝
ｅ２　Ｅ０ｃｏｓ（２πνｔ）

４π２　ｍ ∑
Ｅｋ＞Ｅｉ

ｆｋｉ
ν２ｋｉ－ν２

－ ∑
Ｅｋ′＜Ｅｉ

ｆｉｋ′
ν２ｉｋ′－ν２（ ）

（７）
考虑极限情况νｋｉ，νｉｋ′ν，式（７）过 渡 到 经 典 的 原

９
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子对Ｘ射 线 色 散 的ＪＪ汤 姆 逊 公 式ＰＪＪ　Ｔｈｏｍｓｏｎ＝

－
ｅ２　Ｅ０ｃｏｓ（２πνｔ）
４π２　ｍν２

，于是得到

∑
ｋ
ｆｋｉ－∑

ｋ′
ｆｉｋ′＝１ （８）

此式为库恩－托马斯求和规则［９，１０］。库恩和托马

斯没有给出 进 一 步 研 究 结 果，只 需 要 稍 微 前 进 一

点点，他们就能得到基本对易关系的过渡形式：海

森堡量子化条件，因此库恩－托马斯求和 规 则 只

能算基本对易关系的萌芽形式。事实上由玻尔对

应原理，可得爱因斯坦自发辐射系数Ａｉｋ 和ｘｋｉ的

关系式［１１］，

Ａｉｋ＝
４　２π（ ）４ν３ｋ　ｉ
３ｈｃ３

ｅ２　 ｘｋｉ ２ （９）

式中的ｘｋｉ是与位置坐标ｘ＝∑
∞

τ＝ －∞
ｘτｅｉ２πτνｔ 傅里叶

分量ｘτ 对应的量子物理量，只与两个定态跃迁相

关。｜ｘｋｉ｜２＝ｘ＊
ｋｉｘｋｉ为物理量ｘｋｉ的模平方，由于物

理量｜ｘｋｉ｜２ 和爱因斯坦自发辐射 系 数Ａｋｉ 联 系 起

来，因此它决定了谱线的强度。将式（９）和拉登堡

关系代入到库恩－托马斯求和规则式（８）可得

ｈ＝２πｍ∑
∞

－∞
τ
［ｘ（ｎ＋τ，ｎ）２ω（ｎ＋τ，ｎ）－

ｘ（ｎ，ｎ－τ）２ω（ｎ，ｎ－τ）］
上式即是海森堡量子化条件。

后文还会出 现 玻 尔 的 对 应 原 理，这 里 我 们 对

对应原理作较详细的说明。对应原理是旧量子论

时期玻尔的一个重要贡献。在矩阵力学出现后玻

尔曾表示量 子 力 学 的 整 个 工 具，可 以 看 成 是 对 包

含在对应原理中的那些倾向的一种精确表述。玻

恩也认为，对 应 原 理 是 从 经 典 力 学 通 向 量 子 力 学

的桥梁。什 么 是 对 应 原 理 呢？１９１８年 玻 尔 是 这

样表述的：没有关于定态间跃迁机制的详细理论，
我们当然不能普遍地得到两个这种定态之间自发

跃迁几率 的 严 格 确 定 法，除 非 各 个ｎ 是 一 些 大

数……对于并不是很大的那些ｎ值，在 一 个 给 定

跃迁的几率和两个定态中粒子位移表示式中的傅

立叶系数值之间也必定存在一种密切的联系［１２］。
从玻尔的论述来看对应原理主要目的是试图

找到影响跃 迁 几 率 的 相 关 因 素，而 玻 尔 表 述 的 跃

迁几率和粒（电）子位移表示式的傅里叶系数值之

间存在着密切的联系展现了玻尔的强大的物理直

觉，后来量子 力 学 证 实 了 跃 迁 几 率 和 经 典 傅 里 叶

系数对应的跃迁振幅有关。玻尔所说的跃迁几率

与经典振幅之间的密切的联系包含了一些重要的

定性对应，比 如 可 以 通 过 对 经 典 振 幅 的 分 析 确 定

量子跃迁为零的情形。这样他就可以导出量子跃

迁的选择定则，以及跃迁辐射的偏振性质，而这些

在旧量子论时期具有极大的重要性。玻尔对应原

理的表述中“除非各个ｎ是一些大数”这句话为人

们提供了对 应 原 理 的 具 体 使 用 方 法，实 际 情 况 对

应原理通常是这样使用 的，对 于 从 定 态ｎ′～ｎ的

跃迁：

ａ．当ｎ′与ｎ都是大数，且都比ｎ′－ｎ大得多

时，跃迁辐射的频率与相应轨道的经典绕转频率

的某个倍频 （或者说与一个经典泛频）基本重合。
特别是，当ｎ′与ｎ为相邻定态时，跃迁 辐 射 的 频

率基本等于相应轨道的经典绕转频率。

ｂ．在上述大量子数 极 限 情 形 下，跃 迁 几 率 正

比于相应泛频所对应的经典振幅的平方。

ｃ．上述规律不仅在大量子数极限下成立，而

且或许在任 意 量 子 数 下 也 成 立，这 个 情 况 具 有 很

大猜测性。

３　基本对易关系的过渡形式：海森堡量子化条件

１９２５年克 喇 默 斯 和 海 森 堡 采 用 了 玻 恩 的 做

法，即把对作用量Ｊ 的微商改写为差分后 导 出 了

完全量子化的克喇默斯－海森堡色散公式［１３］

ＰＫｒａｍｅｒｓ－Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ

＝
２ｅ２　Ｅ０ｃｏｓ（２πνｔ）

ｈ
　∑
νｋｉ＞０

ｘｋｉ ２νｋｉ
ν２ｋｉ－ν２

－∑
νｉｋ′＞０

ｘｉｋ′ ２νｉｋ′
ν２ｉｋ′－ν２［ ］

（１０）
式（１０）中量 子 物 理 量ｘｋｉ和 其 模 平 方｜ｘｋｉ｜２ 的 物

理意 义 如 前 所 述。为 了 计 算 色 散 公 式（１０）中

｜ｘｋｉ｜２，必须弄清楚位置坐标ｘ 傅里叶分量ｘτ 对

应的这个量子物理量ｘｋｉ的物理本质到底是什么，
遵循的运动方程，ｘｋｉ的具体形式和两个量ｘｋｉ之间

的运算规则，特 别 是 乘 法 规 则。玻 恩，海 森 堡，约

当讨论后认为物理量ｘｋｉ的乘法不同于一般物理

量的乘法，而应该遵守未知的某种符号乘法规则，
那种神秘的符号乘法规则到底是什么呢？这些问

题都是当时 量 子 理 论 急 需 要 解 决 的，对 当 时 量 子

理论的 发 展 具 有 极 大 的 重 要 性。１９２５年 海 森 堡

天才地把位置坐标ｘ＝∑
τ
ｘτｅｉ２πτνｔ 改写成矩阵，其

矩阵元为ｘｋｉｅｉ２πνｋｉｔ。这样，物理量ｘｋｉ的物理本质

就是位置坐 标 的 矩 阵 元（除 去 时 间 相 关 的 相 位 因
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子ｅｉ２πνｋｉｔ），两个物理量ｘｋｉ的符号乘法即简单的矩

阵相乘。海森 堡 解 决 了 上 述 问 题，很 快 创 立 了 矩

阵力学［１４，１５］。
玻尔的氢原子理论中一系列定态对应于一个

能量Ｅ（ｎ），Ｅ（ｌ）等，两 个 能 级 直 接 的 跃 迁 原 子

会放 出 一 个 光 子，光 子 的 频 率 满 足 玻 尔 的 频 率

条件

ω（ｎ，ｌ）＝［Ｅ（ｎ）－Ｅ（ｌ）］／ （１１）
式中 为约化普朗克常数。显然就频率而论，满足

里兹组合定则，即

ω（ｎ，ｋ）＋ω（ｋ，ｌ）＝ω（ｎ，ｌ） （１２）
经典方法用 振 幅 和 频 率 描 述 运 动，必 须 把 位 置 坐

标写成傅里叶级数

ｘ（ｔ）＝∑
τ
ｘτｅｉτω（ｎ）ｔ （１３）

式中τ在无穷范围内取整数，ω（ｎ）是基频，τω（ｎ）
为谐频。ｘ（ｔ）是 实 数，使 得 关 系 式ｘ－τ＝ｘτ＊ 成

立。量子论中海森堡用位置坐标矩阵代替式（１３）
来表达原子的信息，位置坐标矩阵元为

ｘ（ｎ，ｌ）ｅｉω（ｎ，ｌ）ｔ （１４）
式（１４）中ｌ＝ｎ－τ为式（１３）中 的 各 项 对 应，并 且

假定ｘ（ｌ，ｎ）＝ｘ（ｎ，ｌ）＊ 和ω（ｌ，ｎ）＝－ω（ｎ，ｌ）成

立。这样一种 替 换 是 思 维 的 质 的 飞 跃，它 将 矩 阵

引入了量子力学，下面的分析会看到 ｘ（ｎ，ｌ）（ ）就

是一个无限维方矩阵。
两个 矩 阵 ｘ（ｎ，ｌ）（ ）如 何 相 乘 呢？这 需 要 将ｘ

（ｔ）２ 的经典表达式过渡到量子表达式，借助于傅里叶

变换中卷积定理易得ｘ（ｔ）２＝∑
＋∞

－∞
βＢβ（ｎ）ｅｉω

（ｎ）βｔ，其中

Ｂβ（ｎ）ｅｉω
（ｎ）βｔ＝∑

＋∞

－∞
τｘτ（ｎ）ｘβ－τ（ｎ）ｅｉω

（ｎ）［τ＋（β－τ）］ｔ

（１５）
由式（１４），式（１５）合理地转译至量子论形式为

Ｂ（ｎ，ｎ－β）ｅ
ｉω（ｎ，ｎ－β）ｔ

＝∑
＋∞

－∞
τｘ（ｎ，ｎ－τ）ｘ（ｎ－τ，ｎ－β）ｅ

ｉω（ｎ，ｎ－β）ｔ

（１６）
海森堡将式（１５）转译至式（１６）的形式不是没有理

由的，主要的 原 因 是 使 其 理 论 满 足 里 兹 组 合 定 则

式（１２）的 要 求。事 实 上，量 子 论 中 的 光 是 原 子 中

电子在初末 状 态 跃 迁 的 结 果，经 典 情 况 下 频 率 关

系为τω（ｎ）＋（β－τ）ω（ｎ）＝βω（ｎ），按照里兹组合

定则要求，与经典频率关系对应的量子论中频率关

系为ω（ｎ，ｎ－τ）＋ω（ｎ－τ，ｎ－β）＝ω（ｎ，ｎ－β），按

此脚标的对应 关 系，式（１５）必 然 转 录 成 式（１６）的

形式。由式（１６）知，位置坐标的平方ｘ（ｔ）２ 也是

一个矩阵，其 矩 阵 元 为Ｂ（ｎ，ｎ－β）ｅ
ｉω（ｎ，ｎ－β）ｔ。如

果是不同的两个物理量ｘ（ｔ）＝∑ｘτｅｉτωｔ，ｙ（ｔ）＝
∑ｙρｅｉρωｔ的乘积，经典的形式为ｚ（ｔ）＝∑τｚτｅ

ｉτωｔ＝

　　∑
τ
∑
σ
ｘσｙτ－σｅｉ［σ＋（τ－σ）］ωｔ，式中

ｚτ＝∑
σ
ｘσｙτ－σ （１７）

式（１７）转译至量子论为

ｚ（ｎ，ｌ）＝∑
＋∞

－∞
ｋｘ（ｎ，ｋ）ｙ（ｋ，ｌ） （１８）

量子论中两个物理量乘积的表达式（１８）实质上就

是数学上两个矩阵的乘积。
有了量子论 中 物 理 量 是 矩 阵 的 崭 新 的 思 想，

现在考查一下玻尔－索末菲量子化条件

Ｊ＝∮ｐｄｑ＝ｎｈ （１９）

具有的新形式了。为此我们还是从经典表达式（１３）
出发，借助玻尔对应原理将量子化条件转译至量子

论的表述。由式（１３）得ｍｘ＝ ｍ∑
τ
ｘτｉτω（ｎ）ｅｉτω（ｎ）ｔ

量子论条件表述为

∮ｍｘｄｘ＝∮ｍｘ２ｄｔ＝２πｍ∑
∞

－∞
τｘτｘ－ττ２ω（ｎ）

＝２πｍ∑
∞

－∞
τ ｘτ ２τ２ω（ｎ） （２０）

得出上式时使用了δ（τ＋τ′）＝
１
２π∫

２π

０
ｅｉ（τ＋τ′）ωｔｄωｔ。

玻尔对应原理的要求，量子化条件（１９）不能和量

子动力学一 致，用 对 量 子 数 微 分 的 表 达 式 更 自 然

一 些 ｄ
ｄｎ
（ｎｈ）＝

ｄ
ｄｎ∮ｐｄｑ＝ ｄｄｎ∮ｍｘ２ｄｔ，考 虑 到

式（２０），该式为

ｈ＝２πｍ∑
∞

－∞
ττ
ｄ
ｄｎ
（τω（ｎ）｜ｘτ ２） （２１）

现在需要将式（２１）通过玻尔对应原理转译至量子

论中。玻尔对应 原 理 的 要 求：当 主 量 子 数ｎ很 大

时量子频率过渡到经典的频率，即τω＝τ
１ｄＥ
ｄｎ→

ω（ｎ，ｎ－τ）。参照玻尔的频率条件式（１１）可得

τ
ｄＥ
ｄｎ →Ｅ

（ｎ）－Ｅ（ｎ－τ）τ
ｄｆ（ｎ）
ｄｎ

→ｆ（ｎ）－ｆ（ｎ－τ）
上式中ｆ（ｎ）为任意函数，即玻尔对应原理要求将

经典情况函数ｆ对量子数ｎ微商替换为量子论情

１１
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况下差 分 的 形 式。海 森 堡 从 玻 恩 那 里 学 到 了 将

式（２１）转译为满足克喇默斯的色散公式或库恩－
托马斯求和规则的差分形式

ｈ＝２πｍ∑
∞

－∞
τ［ｘ（ｎ＋τ，ｎ）２ω（ｎ＋τ，ｎ）－

ｘ（ｎ，ｎ－τ）２ω（ｎ，ｎ－τ）］ （２２）

式（２２）为海森堡量子化条件。

４　基本对易关系的现代形式：玻恩和约当的贡献

海森堡发表 了 他 的 新 力 学 后，玻 恩 和 约 当 进

一步发展了 海 森 堡 的 思 想，他 们 做 出 的 最 重 要 的

工作是将海森堡量子化条件式（２２）改写为一个更

简洁 的 形 式［１６］。玻 尔－索 末 菲 量 子 化 条 件 式

（１９）可写为

Ｊ＝∮ｐｄｑ＝∫
２π／ω

０
ｐｑｄｔ （２３）

式中作用量Ｊ＝ｎｈ。经典动量，位置的表达式为ｐ＝

∑
τ
ｐτｅｉτωｔ，ｑ＝∑

τ
ｑτｅｉτωｔ，显然ｑ＝∑

τ
ｉωτｑτｅｉτωｔ，

将这些表达式代入量子化条件的式（２３）并在方程

的两边对Ｊ偏微分得

１＝２πｉ∑
∞

－∞
τ 
Ｊ
（ｑτｐ－τ）＝２πｉ∑

∞

－∞
τ 
Ｊ
（ｑτｐ＊

τ ）

（２４）

得到 上 式 时 用 到 了 关 系 式δ（τ＋τ′）＝
１
２π
·

∫
２π

０
ｅｉ（τ＋τ′）ωｔｄωｔ，注意 到Ｊ＝ｎｈ，由 对 应 原 理 可 知，

式（２４）转译至量子论后具有如下的形式，

１＝
２πｉ
ｈ ∑

∞

τ＝ －∞

［ｐ＊（ｎ＋τ，ｎ）ｑ（ｎ＋τ，ｎ）－

ｑ（ｎ，ｎ－τ）ｐ＊（ｎ，ｎ－τ）］

＝
２πｉ
ｈ ∑

∞

τ＝ －∞

［ｐ（ｎ，ｎ＋τ）ｑ（ｎ＋τ，ｎ）－

ｑ（ｎ，ｎ－τ）ｐ（ｎ－τ，ｎ）］ （２５）

物理量ｐ，ｑ 在 量 子 论 中 都 是 矩 阵，式（２５）表 示

ｐｑ－ｑｐ矩阵为对角矩阵，其对角元 ｐｑ－ｑｐ（ ）ｎｎ为

－ｉ 。式（２５）可以写成简洁的形式如下

ｐｑ－ｑｐ＝－ｉＩ （２６）
式中 ＝ｈ／（２π）为约化普朗克常数，Ｉ为无穷维的

单位矩阵。由于位置和动量都是矩阵，且ｐ＝ｍｑ，
则得位 置 和 动 量 随 时 间 变 化 的 矩 阵 为ｑ（ｔ）＝
ｑ（ｎ，ｋ）ｅｉω（ｎｋ）ｔ（ ），ｐ（ｔ）＝ｍｑ＝ｉｍω（ｎｋ）ｑ（ｎ，ｋ）ｅｉω（ｎｋ）ｔ（ ）。

将ｑ（ｔ），ｐ（ｔ）两 个 矩 阵 的 矩 阵 元 代 入 式（２５）得

ｉ　ｍ∑
∞

ｋ＝ －∞

［ｑ（ｎ，ｋ）ｑ（ｋ，ｎ）ω（ｎ，ｋ）－ｑ（ｎ，ｋ）ｑ（ｋ，ｎ）ω（ｋ，ｎ）］＝

／ｉ，这个结果正是海森堡量子化条件式（２２），玻

恩和约当使用ｑ表示位置坐标。位置坐标和其共

轭动量之间的对易关系式（２６）是量子力学的基本

对易关系，玻 恩 认 为 导 出 这 个 关 系 式 是 自 己 一 生

中最重要的发现。狄拉克从量子泊松括号出发也

得到了式（２６），不过比玻恩，约当稍晚一点。

５　基本对易关系的现代形式：狄拉克量子泊松括号

１９２５年９月 狄 拉 克 的 导 师Ｒ．否 勒 收 到 海 森

堡基于对应原理的仅使用物理上可观察量建立矩

阵力学的文 章（一 人 文 章），否 勒 建 议 狄 拉 克 仔 细

研读这篇文章。狄拉克的注意力被海森堡文章中

神秘的令人 费 解 的 数 学 关 系 所 吸 引，几 个 星 期 后

狄拉克回到 剑 桥 大 学，突 然 意 识 到 海 森 堡 文 章 中

的数学形式和经典力学中粒子运动的泊松括号一

样具有相同 的 结 构。从 这 个 想 法 出 发，狄 拉 克 很

快地发展了基于非对易动力学变量的量子理论－
量子泊松括 号，我 们 看 看 狄 拉 克 关 于 量 子 泊 松 括

号的工作［１７］。
两个量子物理量的乘积如何过渡到它们的经

典泊松括号 呢？按 海 森 堡 的 观 点，量 子 力 学 中 任

意力学量ｘ和ｙ 都应该具有矩阵形式，两个力学

量的乘积不满足交换律，即ｘｙ≠ｙｘ。为了方便使

用对应原理，假设ｘ矩阵的矩阵元ｘ（ｎ，ｎ－α）的

量子数ｎ是 大 数，α是 比ｎ小 得 多 的 数。这 样 可

以将ｘ的矩 阵 元 简 写 为ｘ（ｎ，ｎ－α）＝ｘαｋ，Ｊｒ＝
ｎｒｈ，ｈ为普朗 克 常 数，角 标ｒ代 表 系 统 的 一 对 共

轭变量：作用量 变 量Ｊ 和 角 度 变 量ｗ＝ωｔ／２π的

自由度。令ｍ＝ｎ－α－β，这个量ｘｙ－ｙｘ的矩阵

元 ｘｙ－ｙｘ（ ）ｎｍ的经典对应为

ｘ（ｎ，ｎ－α）ｙ（ｎ－α，ｎ－α－β）－
ｙ（ｎ，ｎ－β）ｘ（ｎ－β，ｎ－α－β）

＝｛ｘ（ｎ，ｎ－α）－ｘ（ｎ－β，ｎ－β－α）｝·

ｙ（ｎ－α，ｎ－α－β）－
｛ｙ（ｎ，ｎ－β）－ｙ（ｎ－α，ｎ－α－β）｝·
ｘ（ｎ－β，ｎ－α－β）

＝ｈ∑
ｒ
βｒ
ｘαｋ
Ｊｒｙβｋ

－αｒ
ｙβｋ
Ｊｒ
ｘαｋ｛ ｝ （２７）

ｎ是大量子数，α，β是表示在初态和末态之间跃迁的

小量子数，式中ｙ（ｎ－α，ｎ－α－β）＝ｙβｋ，ｘ（ｎ，ｎ－α）－
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ｘ（ｎ－β，ｎ－β－α）＝ｈ∑
ｒ
βｒ
ｘαｋ
Ｊｒ

，同 理 得 到

式（２７）的第二项。注意到ｙβｋ＝ｙβｅｉβωｔ，ｗｒ＝ωｔ／２π，

可 得βｒｙβｋ ＝βｒｙβｅ
ｉ（βω）ｔ ＝

１
２πｉ


ｗｒ

｛ｙβｅｉ
（βω）ｔ｝＝

１
２πｉ
ｙβｋ
ｗｒ

，因此ｘｙ－ｙｘ的矩阵元 ｘｙ－ｙｘ（ ）ｎｍ的经

典对应可化为

－ｉ　ｈ
２π ∑α＋β＝ｎ－ｍ∑ｒ ｛


Ｊｒ

［ｘαｅｉ（αω）ｔ］

ｗｒ

［ｙβｅｉ
（βω）ｔ］－


Ｊｒ

［ｙβｅｉ
（βω）ｔ］

ｗｒ
［ｘαｅｉ（αω）ｔ］｝ （２８）

式（２８）中α，β均 为 小 量 子 数，ｎ，ｍ 是 表 示 初 末

态 大 量 子 数，α＋β＝ｎ－ｍ 为 约 束 条 件，第 一 个

求 和 号 代 表 对 初 末 态 之 间 的 各 种 可 能 的 跃 迁 求

和，第 二 个 求 和 号 表 示 对 共 轭 量Ｊｒ 和ｗｒ 的 自

由 度 求 和。ｘｙ－ｙｘ 整 体 的 矩 阵 对 应 于 －
ｉ　ｈ
２π∑ｒ

ｘ
Ｊｒ

ｙ
ｗｒ

－
ｙ
Ｊｒ

ｘ
ｗｒ｛ ｝，而式（２８）中初末态

之间的各种可能的跃迁求和已包含在矩阵乘法里

面。进一步我们得到

ｘｙ－ｙｘ＝
ｉ　ｈ
２π∑ｒ

ｘ
ｗｒ

ｙ
Ｊｒ

－ 
ｙ
ｗｒ

ｘ
Ｊｒ｛ ｝

＝
ｉ　ｈ
２π∑ｒ

ｘ
ｑｒ

ｙ
ｐｒ

－
ｙ
ｑｒ

ｘ
ｐｒ｛ ｝≡ｉ｛ｘ，ｙ｝

（２９）

式中ｐｒ 和ｑｒ 是系统的任意一对共轭量。由于经

典泊松括号在 正 则 变 换 下 保 持 不 变，因 此 式（２９）
成立，即在大量子数情况下量子力学中的ｘｙ－ｙｘ
矩阵对应于ｉ 乘 以 经 典 泊 松 括 号｛ｘ，ｙ｝，狄 拉 克

依据玻尔对应原理进一步假设任何量子数情况下

两者也相等即

ｘｙ－ｙｘ＝ｉ｛ｘ，ｙ｝ （３０）
由位置和动量的经典泊松括号｛ｑｉ，ｐｊ｝＝δｉｊ，狄拉

克得到了玻恩和约当曾得到的量子力学的基本对

易关系［ｑｉ，ｐｊ］≡ｑｉｐｊ－ｐｊｑｉ＝ｉ｛ｑｉ，ｐｊ｝＝ｉδｉｊ。
海森堡，玻恩，约当三人完成了矩阵力学的完

整表 述［１８］，给 出 了 算 符 的 海 森 堡 运 动 方 程，由 此

建立了完整的矩阵力学。事实上，设ｆ为位置ｑ和

动量ｐ 的所有有理函数，由基本 对 易 关 系 式（２６）
得到

ｉ
ｆ
ｐ
＝ｆｑ－ｑｆ，　 ｉ

ｆ
ｑ
＝ｐｆ－ｆｐ

（３１）

令ｆ等于系统哈密顿量Ｈ，哈密顿正则方程ｐ＝

－
Ｈ
ｑ
，ｑ＝
Ｈ
ｐ
，则式（３１）变为

ｉ
ｑ＝Ｈｑ－ｑＨ，　 ｉ

ｐ＝Ｈｐ－ｐＨ　（３２）

这样 所 有 是ｐ，ｑ的 有 理 函 数Ｏ（ｐ，ｑ）的 运 动 方

程为

ｉＯ＝ＯＨ －ＨＯ （３３）
此式为算符Ｏ 的海森堡运动方程。

６　利用矩阵力学求解氢原子

用现代的术语来说矩阵力学是海森堡绘景下

能量表象的 量 子 力 学，算 符 的 海 森 堡 的 运 动 方 程

式（３３）是矩阵力学的核心方程，算符在能量表象

下就是矩阵，算 符 的 海 森 堡 运 动 方 程 也 是 一 个 矩

阵方程。矩阵 力 学 处 理 量 子 力 学 问 题，一 般 通 过

正则 变 换 将 系 统 的 哈 密 顿 量 对 角 化，即 Ｗ ＝
ＳＨＳ－１，式中Ｓ为 变 换 矩 阵，Ｗ 为 对 角 化 的 哈 密

顿量，其 对 角 的 矩 阵 元 就 是 系 统 的 能 量 本 征 值。

任意算符也需要相应的正则变换，即珚Ｏ＝ＳＯＳ－１，
变换后海森堡运动方程为

ｉ珚Ｏ
·

＝珚ＯＷ －Ｗ珚Ｏ （３４）
将式（３４）两 边 取（ｎｍ）矩 阵 元，考 虑 到Ｗ 为 对 角

化矩阵Ｗｎｉ＝Ｗｎｉδｎｉ＝Ｗｎｎδｎｉ得

ｉ珚Ｏ
·

ｎｍ ＝珚Ｏｎｍ Ｗｍｍ －Ｗｎｎ（ ）＝－ ωｎｍ珚Ｏｎｍ　
（３５）

式（３５）的解为

珚Ｏｎｍ ｔ（）＝珚Ｏｎｍｅｉωｎｍｔ （３６）
算符Ｏ 的矩阵随时间的变化关系为

Ｏ　ｔ（）＝Ｓ－１ 珚Ｏｎｍｅｉωｎｍｔ（ ）Ｓ （３７）
可见在矩阵力学里力学量矩阵随时间的变化关系

比较简单。具体的物理问题往往和力学量矩阵元

的模平方成 正 比，如 光 谱 的 强 度 和 原 子 的 位 置 矩

阵元的模平 方｜ｒｎｍ｜２ 成 正 比，力 学 量 矩 阵 随 时 间

的变化并不 显 得 那 么 重 要，而 矩 阵 力 学 的 主 要 任

务是通过正则变换将系统的哈密顿量对角化获得

系统的能量本征值。如何通过变换将系统的哈密

顿量对角化呢？一般先找到系统相互对易的力学

量完全集，取这些力学量为共同表象，则这些力学

量同时具有 确 定 的 值，然 后 根 据 由 基 本 对 易 关 系

导出的力学量之间的对易关系和某力学量矩阵元

的模平方恒大于等于零可得这些力学量的量子化

３１



物理与工程　Ｖｏｌ．３１　Ｎｏ．１　２０２１


的本征值。利 用 矩 阵 力 学 可 以 求 得 ｊ２，ｊｚ（ ）表 象

下角动量平方ｊ２ 和角动量在ｚ方向分量ｊｚ 的本

征 值［１９］ ｊ
２　ｊｍ〉＝ｊ　ｊ＋１（ ）２　ｊｍ〉

ｊｚ ｊｍ〉＝ｍ ｊｍ〉｛ ，式 中 ｊ ＝

０，１，２…
或１／２，３／２，５／２…｛ ，ｍ＝－ｊ，－ｊ＋１，…ｊ－１，ｊ。

１９２６年初泡利借助于荣格－楞次矢量利用矩

阵力学将氢原子哈密顿量对角化，得到了氢原子能

量本征值的玻尔公式。不仅如此泡利还轻而易举

地解决了斯塔克效应和交叉的电场、磁场作用下氢

原子光谱的 分 裂，这 一 问 题 对 于 旧 量 子 论 一 直 存

在着不可 克 服 的 困 难［２０］。我 们 参 考 文 献［２１］概

要地列出泡 利 求 解 氢 原 子 玻 尔 能 级 公 式 的 过 程。

氢原子哈密顿量为 Ｈ＝ｐ
２

２ｍ－
ａ
ｒ
，式中ｍ 为 电 子

质量，ｐ 为电子动量，系数ａ＝ｅ２／４πε０（ ），束缚 态

的氢原子总能量小于零。荣格－楞次矢量为Ｋ＝
ｒ
ｒ－

１
ｍａｐ×Ｌ

，式中Ｌ 为电子的轨道角动量，ｒ为

电子 的 位 矢，荣 格－楞 次 矢 量 和 哈 密 顿 量 对 易

［Ｋ，Ｈ］＝０意味着该矢量为守恒量。荣格－楞次

矢量的分量满足的对易关系为Ｋ×Ｋ＝
－２　Ｈ
ｍａ２ｉＬ

。

定义新的算符矢量Ａ＝ ｍａ２

－２Ｈ（ ）１／２Ｋ，Ｊ＝１２ Ｌ＋Ａ（ ），

可以证明Ｊ满足的对易关系和角动量满足的对易

关系一样，即
Ｊ×Ｊ＝ｉＪ （３８）

荣格－楞次矢量和氢原子能量的关系为Ｋ２＝１＋
２　Ｈ
ｍａ２ Ｌ

２＋ ２（ ），综合 以 上Ａ、Ｊ 和Ｋ２ 的 表 达 式 我

们得到Ｊ２＝－
１
４

２＋
ｍａ２

２Ｈ（ ），进而得氢原子 哈 密

顿量为－Ｈ＝
ｍａ２

８　Ｊ２＋
１
４

２（ ）
。由 式（３８）我 们 知 道

Ｊ２　＋ ２／４ 本 征 值 为 ［ｊ（ｊ＋１）＋１／４］ ２ ＝
（２ｊ＋１）２ ２／４，其中ｊ取整数或半整数，则（２ｊ＋１）
必为自然数，令（２ｊ＋１）≡ｎ。于是得到氢原子的能

级公式 为Ｅｎ＝－
ｍｅ４

２　４πε０（ ）２ｎ２
，ｎ＝１，２，３…，即

氢原子的玻尔能级公式。薛定谔从他的波动力学

也推导出氢 原 子 的 玻 尔 能 级 公 式，不 过 比 泡 利 稍

微晚了几天。狄 拉 克 也 研 究 了 氢 原 子，部 分 地 解

决了氢 原 子 的 能 级 问 题，时 间 上 也 比 泡 利 晚 了

一点。
需要说明的 是，矩 阵 力 学 通 过 正 则 变 换 求 得

系统的能量 或 力 学 量 的 本 征 值，需 要 很 高 的 技 巧

寻找和构建 合 适 的 物 理 量，需 要 计 算 繁 杂 的 对 易

关系，能精确可解的系统是十分有限的，如一维谐

振子、角动量 和 氢 原 子 是 精 确 可 解 的 系 统。事 实

上波动力学精确可解的系统也是很少的。比较重

要 的 是 对 系 统 哈 密 顿 量 进 行 正 则 变 换 Ｗ ＝
ＳＨＳ－１，除了能直接得到可解系统的能量本征值，
还可以对受 扰 动 的 系 统 进 行 微 扰 计 算，如 非 简 并

微扰、简并微扰甚至含时微扰，这样矩阵力学能够

解决量子力学的大部分问题。由于注重力学量的

对角化，矩阵力学难以解决涉及时间演化的问题，
如散射。波动 力 学 却 能 很 方 便 地 处 理 散 射 问 题，
在处理具体问题时波动力学往往比矩阵力学简单

得多，这也是 波 动 力 学 能 超 越 矩 阵 力 学 更 容 易 被

人们接受的主要原因。

７　波动力学与矩阵力学的等价性

１９２６年 薛 定 谔、泡 利、艾 卡 特 各 自 独 立 证 明

了波动力学 和 矩 阵 力 学 的 等 价 性，我 们 采 用 薛 定

谔的 思 路 从 以 下 几 个 方 面 证 实 两 种 力 学 的 等

价性［２２］。
薛定谔方程是薛定谔绘景下波函数满足的运

动方程，算符 的 海 森 堡 运 动 方 程 是 海 森 堡 绘 景 下

算符满足的 运 动 方 程，它 们 都 是 量 子 力 学 的 基 本

方程。因为两 种 绘 景 之 间 存 在 变 换 关 系，我 们 可

以从薛定 谔 方 程“推 导 出”算 符 的 海 森 堡 运 动 方

程。薛定 谔 绘 景 下 力 学 量 算 符 不 显 含 时 间ＯＳ，

ｉＯＳ＝０，而波函 数 随 时 间 变 化｜ψＳ ｔ（）〉，波 函 数

遵循薛定谔方程ｉ｜ψＳ ｔ（）〉＝Ｈ｜ψＳ ｔ（）〉，由此得

任何时刻的波函数｜ψＳ ｔ（）〉＝ｅ
－ｉ　Ｈｔ／ ｜ψＳ ０（）〉。海

森堡绘景下 力 学 量 算 符 随 时 间 变 化，它 和 薛 定 谔

绘景下的算符的关系是ＯＨ ｔ（）＝ｅｉ　Ｈｔ／ ＯＳｅ－ｉ　Ｈｔ／ ，
海森堡绘景 的 波 函 数 不 随 时 间 变 化，｜ψＨ ｔ（）〉＝

ｅｉ　Ｈｔ／ ｜ψＳ ｔ（）〉＝｜ψＳ ０（）〉，由此可得海森堡绘景下

算符的海 森 堡 运 动 方 程ｉＯＨ ｔ（）＝ＯＨ ｔ（）Ｈ－

ＨＯＨ ｔ（），而波函数满足的方程ｉ｜ψＨ ｔ（）〉＝０。
在矩阵力学中任何两个力学量相乘满足矩阵

的乘法 ＦＧ（ ）ｎｍ＝∑
ｌ
ＦｎｌＧｌｍ，波动力学可以证明它。

事实上在坐标空间取一套正交完备归一基ｕ１（ｑ），
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ｕ２（ｑ），ｕ３（ｑ），…，两 个 力 学 量 的 矩 阵 元 为Ｆｎｌ ＝

∫ｕ＊ｎ （ｑ）Ｆｕｌ（ｑ）ｄｑ，Ｇｌｍ ＝∫ｕ＊ｌ （ｑ）Ｇｕｍ（ｑ）ｄｑ，则得

∑
ｌ
ＦｎｌＧｌｍ

＝∑
ｌ∫ｕ＊

ｎ （ｑ）Ｆｕｌ（ｑ）ｄｑ∫ｕ＊
ｌ （ｑ′）Ｇｕｍ（ｑ′）ｄｑ′

＝∑
ｌ∫Ｆｕｎ（ｑ）（ ）＊ｕｌ（ｑ）［ ］ｄｑ∫ｕ＊ｌ （ｑ′）Ｇｕｍ（ｑ′）（ ）［ ］ｄｑ′

＝∫Ｆｕｎ（ｑ）（ ）＊ Ｇｕｍ（ｑ）（ ）ｄｑ

＝∫ｕ＊
ｎ （ｑ）ＦＧｕｍ（ｑ）ｄｑ＝ ＦＧ（ ）ｎｍ

命题得证，证明的过程中我们使用了Ｆ算符、Ｇ算

符的厄米性和基矢的完备性关系∑
ｌ∫ｆｕｌ（ｑ）ｄｑ·

∫ｇｕ＊
ｌ （ｑ′）ｄｑ′＝∫ｆｇｄｑ。

矩阵力学有基本对易关系∑
∞

ｌ＝－∞

［ｐ（ｎ，ｌ）ｑ（ｌ，ｎ）－

ｑ（ｎ，ｌ）ｐ（ｌ，ｎ）］＝－ｉ，波动力学也能证明这个关

系，坐标空间中动量算符为ｐ＝－ｉ

ｑ
，于是得到

动量 算 符 和 坐 标ｑ 算 符 的 对 易 关 系ｐｑ－ｑｐ＝
－ｉＩ。在 坐 标 空 间 取 一 套 正 交 完 备 归 一 基

ｕ１（ｑ），ｕ２（ｑ），ｕ３（ｑ），…，在此基矢下动量矩阵元

为ｐ（ｎｌ）＝∫ｕ＊
ｎ ｉ


ｑ
ｕｌｄｑ，坐标矩阵元为ｑ（ｌｎ）＝

∫ｕ＊
ｌｑｕｎｄｑ，于是得

∑
∞

ｌ＝ －∞
ｐ（ｎ，ｌ）ｑ（ｌ，ｎ）－ｑ（ｎ，ｌ）ｐ（ｌ，ｎ）［ ］

＝∑
∞

ｌ＝ －∞
［∫ｕ＊

ｎ ｉ

ｑ
ｕｌｄｑ∫ｕ＊

ｌｑ′ｕｎｄｑ′－

∫ｕ＊
ｎｑｕｌｄｑ∫ｕ＊

ｌ ｉ

ｑ′
ｕｎｄｑ′］

＝∑
∞

ｌ＝ －∞
［∫ｉ


ｑ
ｕｎ（ ）＊ｕｌｄｑ∫ｕ＊

ｌ ｑ′ｕｎ（ ）ｄｑ′－

∫ｑｕｎ（ ）＊ｕｌｄｑ∫ｕ＊
ｌ ｉ


ｑ′
ｕｎ（ ）ｄｑ′］

＝∫ｕ＊
ｎ ｉ


ｑｑ（ ）ｕｎｄｑ－∫ｕ＊

ｎ ｑｉ

ｑ（ ）ｕｎｄｑ

＝∫ｕ＊
ｎ ｉ（ ）ｕｎｄｑ＝－ｉ

上式即是矩 阵 力 学 的 基 本 对 易 关 系，证 明 的 过 程

中我们使用 了 位 置、动 量 算 符 的 厄 米 性 和 基 矢 的

完备性关系。

还可以用波动力学证明矩阵力学中力学量矩

阵的海森堡运动方程ｉｏ＝ｏＷ－Ｗｏ，式中ｏ为力

学量在能量表象下的矩阵，Ｗ 为对角化的哈密顿量。
为此在 坐 标 空 间 取 正 交 完 备 归 一 的 基 矢ｕ１（ｑ），
ｕ２（ｑ），ｕ３（ｑ），…为能量本征函数，则有

ｏＨ －Ｈｏ（ ）ｎｍ

＝∑
ｌ
［∫ｕ＊

ｎ （ｑ）ｏｕｌ（ｑ）ｄｑ∫ｕ＊
ｌ （ｑ′）Ｈｕｍ（ｑ′）ｄｑ′－

∫ｕ＊
ｎ （ｑ）Ｈｕｌ（ｑ）ｄｑ∫ｕ＊

ｌ （ｑ′）ｏｕｍ（ｑ′）ｄｑ′］
＝∑

ｌ
ｏｎｌＷｍδｌｍ －Ｗｌδｎｌｏｌｍ［ ］＝ ｏＷ －Ｗｏ（ ）ｎｍ

＝ Ｗｍ －Ｗｎ（ ）ｏｎｍ （３９）
又矩阵力学的基本假设ｏｎｍ ｔ（）＝ｏｎｍｅｉωｎｍｔ，式中跃

迁频率满足玻尔频率条件 ωｎｍ＝Ｗｎ－Ｗｍ，由 此

可得

ｉｏｎｍ ＝ｉ ｉωｎｍ（ ）ｏｎｍ ＝－ ωｎｍｏｎｍ
＝ Ｗｍ －Ｗｎ（ ）ｏｎｍ （４０）

由式（３９）和式（４０）我们得到了力学量矩阵元的海

森堡运动方程ｉｏｎｍ＝ ｏＷ－Ｗｏ（ ）ｎｍ，进而得到力

学量矩阵的海森 堡 运 动 方 程ｉｏ＝ｏＷ－Ｗｏ。从

上述论证看薛定谔波动力学和海森堡、玻恩、约当

矩阵力学确实是等价的。

８　结语

对比波动力学爱因斯坦－德布罗意－薛定谔

这条过程清 晰 而 简 单 的 发 展 线 路，矩 阵 力 学 的 发

展则十分繁 杂 和 曲 折 离 奇，其 中 也 到 处 闪 烁 着 天

才们的灵感 和 智 慧，因 此 顺 畅 地 整 理 矩 阵 力 学 的

发展过程是 十 分 必 要 的，这 就 是 本 文 的 主 要 工 作

之一。本文以量子力学的基本对易关系为抓手介

绍了矩阵力 学 的 产 生 背 景 和 海 森 堡、狄 拉 克 创 立

量子力学的 灵 感 和 工 作，比 较 详 细 地 阐 述 了 基 本

对易关系发展 的 三 种 形 式：库 恩－托 马 斯 求 和 规

则的萌芽形 式，海 森 堡 量 子 化 条 件 的 过 渡 形 式 和

玻恩－约当、狄 拉 克 的 现 代 形 式。为 了 深 入 地 理

解量子力学，包括矩阵力学处理问题的方法，和波

动力学与矩 阵 力 学 的 内 在 联 系，本 文 还 简 要 地 介

绍了矩阵力 学 求 解 氢 原 子 的 过 程，较 详 细 地 阐 述

了波动力学与矩阵力学的等价性。玻尔氢原子理

论未能给出光 谱 的 强 度、线 宽、偏 振 等 信 息，玻 尔

让他的学生克喇默斯研究这个问题。计算光谱的

强度要用到 爱 因 斯 坦 自 发 辐 射 系 数，拉 登 堡 研 究
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色散现象时找到色散强度因子和爱因斯坦自发辐

射系数的关系，拉登堡的工作是一个关键的进展，
第一次把经典的色散现象和量子的能级跃迁联系

起来。克喇默 斯 推 广 了 拉 登 堡 的 色 散 结 果，成 功

地建立了克喇默斯色散理论。库恩和托马斯由对

应原 理 将 克 喇 默 斯 色 散 公 式 过 渡 到 经 典 的ＪＪ汤

姆逊色散公式，得到了库恩－托马斯求和规则，如

文中所述，这个求和规则是基本对易关系的萌芽。
海森堡和克 喇 默 斯 合 作，得 到 了 完 全 量 子 化 的 克

喇默斯－海森堡色散公式，该公式中出现 了 与 位

置坐标ｘ＝∑
τ
ｘτｅｉ２πτνｔ 傅里叶分量ｘτ 对应的量子

物理量ｘｋｉ，海 森 堡 研 究 清 楚 了 物 理 量ｘｋｉ的 物 理

本质就是位 置 坐 标 的 矩 阵 元，由 此 建 立 基 本 对 易

关系的过渡 形 式：海 森 堡 量 子 化 条 件。海 森 堡 量

子化条件虽 然 不 是 基 本 对 易 关 系 的 现 代 形 式，但

却是矩阵力学的开端，是量子力学概念的突破，因

为海森堡明确将矩阵引入量子力学。我们也看到

原子对光色散理论的研究直接导致了矩阵力学的

诞生。玻恩和 约 当 完 全 沿 着 海 森 堡 的 道 路，得 到

了量子力学基本对易关系的现代形式。狄拉克受

到海森堡矩 阵 力 学 文 章 的 启 发 另 辟 蹊 径，由 矩 阵

乘法的不对 易 想 到 经 典 泊 松 括 号，建 立 了 量 子 泊

松括号和经 典 泊 松 括 号 的 对 应 关 系，由 此 轻 而 易

举地得到了 基 本 对 易 关 系。有 了 基 本 对 易 关 系，
建立整个矩阵力学体系便是顺理成章的事了。
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