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摘要 : 就一种简单的非线性 Galerkin方法的构造 ,讨论了其全离散 Fourier非线性 Galerkin方法所得

逼近解的有界性及其对初值的连续依赖性.

关键词 : Navier2Stokes方程 ;全离散非线性 Galerkin方法 ;稳定性

中国图书资料分类法分类号 : O241. 82
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Galerkin Algorithm
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Abstract : The full discrete Fourier nonlinear Galerkin algorithm is applied to the two2dimensional Navier2
Stokes equations with periodic boundary conditions. Discussed are the boundedness of its approximate solution

and continuity with respect to initial value. The results attain better stability than those found from the classical

Galerkin method. Long time behavior could be better simulated in addition to the possibility of modeling turbu2
lence.
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　　非线性 Galerkin 方法 (NGM)是基于惯性流形

( IM)和近似惯性流形 (AIM)理论[1 ,2 ]设计出的一种

适用于耗散型发展方程的数值方法.与标准 Galerkin

方法 (SGM)相比 ,其空间离散位于一个非线性流形

GraphΦ上 ,而不是通常的线性空间.直观地看 ,这种

离散更合理和贴近现实.

本文针对 Navier2Stokes方程 ,就一种简单的全

离散形式 ,对该方法所得逼近解的有界性及其对初

值的连续依赖性进行了分析.这里所谓的 Fourier2
NGM是指我们将用 Fourier函数系作为基函数系来

对连续问题进行空间离散.

1　Navier2Stokes方程

考虑二维区域Ω = [ -π,π]2 上具有周期边界

条件的 Navier2Stokes方程
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5 u
5 t

- υΔu + ( u·¨) u + ¨ p = f

¨·u = 0

周期边界条件

u ( x ,0) = a ( x)

　

在Ω上

在Ω上

　

　

(1)

不失一般性[3 ] ,设 ¨·a = ∫Ωa ( x ) d x = ∫Ωfd x =

∫Ωud x = 0.其中 u、p分别代表速度和压力 , f 是体

积力 ,υ> 0是动力粘性系数 , a 是初速度场.下面给

出Ω上几个基本的周期函数空间 , Π m∈N

Hm (Ω) = { < = ∑
k∈Z

2

cke
i k·x ∶ck = c - k

∑
k∈Z

2

| k | 2 m | ck | 2 < + ∞}

H = { < ∈ H0 (Ω) ,div < = 0 ,弱意义下} ,

V = { < ∈ H1 (Ω) ,div < = 0}

ÛHm (Ω) = { < ∈ Hm (Ω) : c0 = 0} ,

ÛH = H ∩ÛH0 (Ω) , ÛV = V ∩ÛH1 (Ω)

并记 ( u , v) = ∫Ωuvd x , | u| 2 = ( u , u) .

投影算子 P : H0 (Ω) → H. Π f = ∑
k∈Z

2

cke
i k·x ∈

H0 (Ω)

Pf = ∑
k∈Z

2
, k≠0

( I -
k·kT

| k | 2 ) cke
i k·x + c0

　　Stokes 算子 A : A< = - Δ< , Π < ∈D ( A ) =

{ <∈ÛH ,Δ<∈ÛH} .我们熟知对任意的α∈R ,可定义

A 的幂 ,其定义域为 D ( A
α) = { <∈ÛH , < = ∑

k∈Z
2

<ke
i k·x , ∑

k∈Z
2
| k| 2α| <k|

2 < + ∞} .

现在将 (1)式用 P投影到 H上 ,可得如下抽象

形式

d u
d t

+υA u + B ( u , u) = Pf > f

u (0) = a

(2)

这里 B ( u , u) = P ( u·̈ ) u) .关于三线性 b ( u ; v ,

w) = ( B ( u , v) , w)的性质 ,它们是经典的 ,读者可

参看文献[3 ,4 ].下面将基于 (2)式进行讨论.

今后我们将用 ci , i ∈N 来代表特定的正常数.

2　全离散形式

给定 n , N ∈N , n < N ,引入下面有限维子空间

SN = { <∶< = ∑
- N≤k

1
, k

2
≤N

cke
i k·x} ,

VN = V ∩SN , ÛVN = ÛV ∩SN

记 PN 为 H0 (Ω)到 SN、的正交投影 ( L2 意义下) ,并

记 QN = I - PN .同理 ,对 n ∈N可定义 V n 及ÛV n , Pn

和 QNn = PN - Pn .现在定义有限维子空间对

ÛVN = ÛV n Ý ÛV n
N

其中

ÛV n = PnÛV ; ÛV n
N = QN

n
ÛV .

　　选择不同的Φ作为近似惯性流形 ,可构造不同

的NGM.从理论上讲 ,可构造一个近似惯性流形序

列[5 ]{Φi}
+ ∞
i = 0 ,随着 i 的增大 ,逼近解的精确度将不

断提高 ,但取较大的 i 所带来的计算工作量的增加

会使人觉得得不尝失.所以 ,这里我们取 i = 1 ,即Φ

( v) =Φ1 ( v) =υ- 1 A - 1 QNn{ f - B ( v , v) } .而事实上

i = 0就是 SGM.为简单起见 ,我们采用向前 Euler差

分进行时间离散 ,步长为 k ,并记 um = vm + wm .

Π m ∈ Z + ,若已知 vm ∈ÛV n ,

　　　求 ( vm +1 , wm) ∈ÛV n ×ÛV n
N 使

vm +1 - vm + kυAvm +1 +

　　　k PnB ( um , um) = k Pnf

wm = Ф( vm)

v0 = Pna

(3)

3　有界性及稳定性分析

我们将分别讨论 Fourier非线性 Galerkin逼近解

的有界性及对初值的连续依赖性.首先 ,我们给出一

个不等式

Π0≤μ≤β, <∈H
β(Ω) ,存在不依赖于 N 和 <

的常数 c1 > 0 ,使

| PN< |β ≤ c1 N
β-μ | < |μ

| QN< |μ ≤ c1 N
μ-β | < |β

(4)

　　另外 ,我们还需要两种形式的离散 Gronwall 不

等式.

Gronwall不等式 1 　令 an 是正数序列 ,α、β(α

≠β)和 h为 3个正常数并满足

Π n ≥0 ,αan +1 - βan ≤ h

则 Π n≥0 , an≤(
β
α) n ( a0 -

h
α-β

) +
h
α-β.

Gronwall不等式 2　Π n≥0 , k、B、aμ、bμ、cμ、γμ

是非负数 ,且

aμ + k∑
n

μ=0
bμ ≤ k∑

n

μ= 0

γμaμ +

k∑
n

μ= 0
Cμ + B 　　Π n ≥0
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若 kγμ< 1 ,并记σμ = (1 - kγμ) - 1 ,则

aμ + k∑
n

μ=0
bμ ≤exp{ k∑

n

μ= 0

σμγμ}

( k∑
n

μ= 0
Cμ + B) 　　Π n ≥0

　　下面以 c2表示我们所用 b的估计中仅与Ω有

关的常数 ,并记 c3 = c1 c2 .

定理 1　设 a ∈D ( A
1
2 , f ∈ÛH0 (Ω) . 令 M = | A

1
2

a | +
3| f |
γ | +
υ
6 c3

,若 n和 k满足

　　　　　24 c2
3 M2 kn ≤υ

　　　　　4 c3 Mkn2 ≤1

n ≥max{ 144 c2
3υ

2 ,24 c2
3 M2 n

1
4υ- 2 ,24 c1 c3 | f | υ- 2}

(5)

则 Π m∈N ,有| A
1
2 um | ≤M.

证　利用 ( a - b ,2 a) = | a| 2 - | b| 2 - | a - b| 2

及 b的性质 ,有

| A
1
2 vm +1 | 2 - | A

1
2 vm | 2 +| A

1
2 ( vm +1 -

vm) | 2 + 2 kυ| Avm +1 | 2 =

- 2 kb ( um ; um , Avm +1) + 2 k ( f , Avm +1) ≤

2 k | f | | Avm +1 | + 2 k | b ( um ; vm -

vm +1 , Avm +1) + b ( wm ; vm +1 , Awm +1) +

b ( vm - vm +1 ; vm +1 - vm , Avm) +

b ( vm - vm +1 ; um , Avm +1) +

b ( vm +1 ; wm , Avm +1) - b ( wm ; Avm +1 + wm) |

下面我们分别对上式右端 7项进行估计

2 k | ( f , Avm +1) | ≤ kυ
6

| Avm +1 | 2 +
6 k
υ | f | 2

2 k | b ( um ; vm - vm +1 , Avm +1) | ≤ kυ
6

Avm +1 | 2 +

　　
6 c2

3 kn
υ | A

1
2 um | 2 | A

1
2 ( vm +1 - vm) | 2

2 k | b ( wm ; vm +1 , Avm +1) | ≤

　　2 c3 n -
1
2 k | A

1
2 wm | | Avm +1 | 2

2 k | b ( vm - vm +1 ; vm +1 - vm , Avm) | ≤

　　2 c3 kn2 | A
1
2 vm | | A

1
2 ( vm +1 - vm) | 2

2 k | b ( vm - vm +1 ; um , Avm +1) | ≤ kυ
6

| Avm +1 | 2 +

　　
6 c2

3 kn
υ | A

1
2 un | 2 | A

1
2 ( vm +1 - vm) | 2

2 k | b ( vm +1 ; wm , Avm +1) | ≤

　　2 c2 k | A
1
2 wn | | Avm +1 | 2

2 k | b ( wm ; Avm +1 , wm) | ≤ kυ
6

| Avm +1 | 2 +

　　
6 c2

3 k
υ | A

1
2 wm | 4

综合以上 7个估计式 ,最终我们可得

| A
1
2 vm +1 | 2 - | A

1
2 vm | 2 + (1 -

12 c2
3 kn | A

1
2 um | + 2 c3 kvn2

υ | A
1
2 um | ) A

1
2 ( vm +1 -

vm) | 2 + kυ| Avm +1 | 2 ≤

k (
6
υ | f | 2 +

6 c2
3

υ | A
1
2 wn | 4) - (

kv
3

-

2 c3 n -
1
2 k | A

1
2 wm | 2 c2 k | A

1
2 wm | ) | Avm +1 | 2

假定对于 m∈N ,有| A
1
2 um | ≤M , | A

1
2 wm | ≤
υ

12 c3
成

立 ,则有

| A
1
2 vm +1 | 2 - | A

1
2 vm | 2 + (1 -

12 c2
3 knM2

υ -

2 c3 kn2 M) | A
1
2 ( vm +1 - vm) | 2 + kυ| Avm +1 | 2 ≤

k (
6
υ | f | 2 +

6υ3

124 c3
2
)

若 n和 k满足式 (5) ,并注意式 (4) ,有

(1 + kυ) | A
1
2 vm +1 | 2 - | A

1
2 vm | 2 ≤

6 k
υ (| f | 2 +

υ4

124 c3
2
)

利用 Gronwall不等式 1 ,我们有| A
1
2 vm + 1| 2≤

| A
1
2 v0| 2 +

6
υ2 | f | 2 +

υ2

124 c3
2
.从而

| A
1
2 vm +1 | ≤| A

1
2 a | +

6
1
2

υ | f | +
υ

144 c3

　　至于| A
1
2 wm + 1|的估计 ,利用上面结果

| A
1
2 wm +1 | ≤υ- 1 | A -

1
2 QNn{ f -

B ( vm +1 , vm +1) } | ≤
c1 | f |

nυ +
c3 M2

n
3
4υ

又由 (5)式的最后一条 ,有 | A
1
2 wm + 1 | ≤

υ
12 c3

.至于

| A
1
2 w0| ,用上面的方法可得同样的估计.现在 ,由归

纳法 ,我们事实上已证明了该命题.

证毕.

从定理 1 的结果可知 , NGM算法 (3)式的稳定

性条件 ,即其逼近解的有界性条件只与 k和 n有关 ,

而与 N 无关. 参见文 [ 6 , 7 ]中所给出的非线性

Galerkin方法的收敛性结果 ,要达到与空间离散密度
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为 N 的 SGM同样的逼近程度 , NGM只需取 n = O

( N
1
2 ) ,显然 NGM方法具有更好的数值稳定性及计

算效率.

下面着手讨论解对初值的连续依赖性.设分别

给定初值 v1
0、v

2
0 ,并设{ ( vi

m , w i
m) } m≥0 , i = 1 ,2分别是

相应的逼近解序列.为方便起见 ,记

vm = v1
m - v2

m ; wm = w1
m - w2

m ;

um = vm + wm ; ui
m = vi

m + wi
m ; i = 1 ,2

则{ ( vm , wm) } m≥0满足下面关系

vm +1 - vm + kυΑvm +1 + k PnB ( u1
m , um) +

　　k PnB ( um , u2
m = 0

υAwm + QNnB ( v1
m , vm) + QNnB ( vm , v2

m) = 0

v0 = v1
0 - v2

0

(6)

类似于定理 1 ,我们有

| A
1
2 vm +1 | 2 - | A

1
2 vm | 2 +| A

1
2 ( vm +1 - vm) | 2 + 2 kυ

| Avm +1 | 2 ≤2 k | b ( u1
m ; vm +1 - vm , Avm +1) - b ( u1

m ;

wm , Avm +1) + b ( vm +1 - vm ; u2
m , Avm +1) - b ( vm +1 ;

u2
m , Avm +1) - b ( u1

m ; vm +1 , Avm +1) - b ( wm ; u2
m ,

Avm +1) | (7)

这里我们假定| A
1
2 ui

m | ≤M , m ≥0 , i = 1 ,2 ,且 M 由

定理 1给定.由方程 (6)易知

| A
3
5 wm | 2 ≤

4 c2
3 M2

υ2 n
| A

1
2 vm | 2 ≤

1

6 n
1
4

| A
1
2 vm | 2 (8)

上式第二个不等式用到了式 (5) .从而

2 k | b ( u1
m ; wm , Avm +1) + b ( wm ; u2

m , Avm +1) | ≤

4 c2 Mk | A
3
5 wm | | Avm +1 | ≤

kυ
3

| Avm +1 | 2 +
2 c2

2 M2 k

υn
1
4

| A
1
2 vm | 2 (9)

取ε使 4 c2 Mε≤
υ
6

,则有

2 k | b ( u1
m ; vm +1 , Avm +1) + b ( vm +1 ; u2

m , Avm +1) | ≤

4 c2 Mk | A
3
4 vm +1 | | Avm +1 ≤4 c2 Mkε | Avm +1 | 2 +

4 c2 MkCε | A
1
2 vm +1 | | Avm +1 | ≤

κυ
3

| Avm +1 | 2 +

12 c2
2 M2 C2
εk
υ | A

1
2 vm +1 | 2 (10)

取 n , K使
12 C2

3 M2 nK
υ ≤1 ,则有

2 k | b ( u1
m ; vm +1 - vm , Avm +1) +

b ( vm +1 - vm ; u2
m , Avm +1 | ≤4 c3 Mn

1
2 k | A

1
2 ( vm +1 -

vm) | | Avm +1 | ≤ kυ
3

| Avm +1 | 2 +
12 c2

3 M2 nk
υ

| A
1
2 ( vm +1 - vm) | 2 ≤ kυ

3
| Avm +1 | 2 + | A

1
2 ( vm +1 -

vm) | 2 (11)

综合式 (7)～ (11) ,并记α= (1 + kυ) - 1 < 1 ,则有

| A
1
2 vm +1 | 2 - α| A

1
2 vm | 2 ≤

αkβ1 | A
1
2 vm +1 | 2 +αkβ2 | A

1
2 vm | 2 (12)

其中 :β1 =
12 c2

2 M2 C2
ε

υ ;β2 =
2 c2

2 M2

υ .利用 (12)式进行

递推 ,我们不难得到

| A
1
2 vm +1 | 2 - αm +1 | A

1
2 v0 | 2 ≤

kαm +1β2 | A
1
2 v0 | 2 + ∑

m

i =1

kαm +1- i (αβ1 +β2) | A
1
2 vi | 2 +

kαβ1 | A
1
2 vm +1 | 2 ≤k∑

m +1

i = 0

(β1 +β2)αm +1 - i | A
1
2 vi | 2取

k使得 k (β1 +β2) <
1
2

,并记σ= (1 - k (β1 +β2) ) - 1

< 2 ,则可利用 Gronwall不等式 2及等比级数求和公

式得到

| A
1
2 vm +1 | ≤eβ( m)

| A
1
2 v0 | (13)

这里

β( m) =
2 (β1 +β2) (1 - αm +2)

αυ ≤

4 c2
2 M2 (6 C2

ε + 1) (1 - αm +2)

αυ2 (14)

由式 (13) ,易得 | A
1
2 wm + 1 | ≤

2 c3 M

υn
3
4

eβ( m) | A
1
2 v0 | .由

于α< 1 ,则β( m) 存在一个上界 ,记为β,我们有

| A
1
2 um + 1| ≤2eβ| A

1
2 v0| .事实上 ,到此我们已证明了

下面定理

定理 2 　在定理 1 的条件下 ,若 v1
0、v2

0 ∈

D ( A
1
2 ) ,则

| A
1
2 um +1 | ≤2eβ( m)

| A
1
2 v0 |

其中　Π m≥0 ,β( m)由 (14)给出.

从定理 2的结果来看 ,β( m)是敏感依赖于动力

粘性系数υ的 ,随着υ的减小 ,解对初值的连续依

赖性很可能在很快地变坏 ,这也是合乎物理现实的.

另外 ,对一定的υ ,由于α一般来说非常接近于

(下转第 101页)
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定条件 ( Ⅱ)上的一个应用.

对于 T = { 99 , 99 , 9 , 11} , n = 3 ,求 NSOTA的最

优解.其最优解显然为 p1 处理问题 t1 , p2 处理问题

t2 , p3处理问题 t3和 t4 ,完成 T所用时间为 102.应

用算法 1 ,产生的分配方案是 p1 处理问题 t1 和 t2 ,

p2处理问题 t3 , p3处理问题 t4 ,完成 T所用时间为

198.算法 1产生结果的近似比为 198/ 102.

考虑用反迭代法并行求解 m ×m 对称三对角

矩阵 T的特征向量 ,这里假定特征值已经求出. T

有如下形式

T =

d1 e2

e2 d2 ω

ω ω em - 1

em dm

(10)

进一步假设已有在 n 个处理器上求解 m 阶问题的

并行计算方法 t .根据求此问题的特点 ,如果 T的某

个非对角线元素是 0 ,则此 m 阶问题可化成两个小

规模问题来求解.这样做既可以减少计算时间又可

以得到准确的特征向量[10 ] .因此 ,如果有多个非对

角线元素是 0 ,我们就可以得到一系列的子问题.为

了减少在进行正交化过程中的计算和通讯开销 ,我

们就要对子问题的任务分配进行合理的安排 ,这就

是本文所考虑的限制条件Ⅱ的问题 ,利用此方法已

在求解特征值问题中得到了很好的应用.
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1 ,事实上 1 -α～O (kυ) ,又由式 (5) ,我们可断定在

不太长的时间内 ,β(m)～O( 1
n

) .
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