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 回顾:傅里叶级数的定义
 傅里叶级数的性质

 回顾:傅里叶变换的定义
 傅里叶变换的物理含义
 傅里叶变换的性质

内容提要

傅里叶变换的性质与傅里叶变换对列表

(掌握)



傅里叶级数回顾

   





k

tTjk
k eatx 2综合公式

分析公式     
T

tTjk
k dtetx

T
a /21 



Properties of Continuous-Time Fourier Series

连续时间傅里叶级数的性质

学习这些性质，有助于对概念的理解和对信号进行

级数展开。

一. 线性：

若 和 都是以 为周期的信号，且

( ) F
kx t a ( ) F

ky t b

( )x t ( )y t T

则 ( ) ( ) F
k kAx t By t Aa Bb  



二.时移:

三.反转:

0 0
0( ) jk tF

kx t t a e  ( ) F
kx t a

若 是以 为周期的信号，且( )x t T

则 0
2
T
 

若 是以 为周期的信号，且( )x t T

( ) F
kx t a 则 ( ) F

kx t a 

四.尺度变换: 若 是以 为周期的信号，且( )x t T

( ) F
kx t a 则 以 为周期，于是( )x at /T a

0

/
( ) ( ) jka tF

k T a

ax at b x at e dt
T

  
0a  正实数



令 ，当 在 变化时， 从 变化，at  t 0~ /T a  0~T

于是有： 0
1 ( ) jk

k kT
b x e d a

T
   

( ) F
k kx at b a  

五. 相乘: 若 和 都是以 为周期的信号，且

( ) F
kx t a ( ) F

ky t b

( )x t ( )y t T

则 0
1( ) ( ) ( ) ( ) jk tF

k T
x t y t C x t y t e dt

T
  

0 0
1 ( )jl t jk t

k lT
l

C a e y t e dt
T

 






  也即

频谱
一模一样？



0( )1 ( ) j k l t
k l l k lT

l l

C a y t e dt a b
T


 

 


 

  

六.共轭对称性:

若 是以 为周期的信号，且( )x t T ( ) F
kx t a

则 


  katx )(

由此可推得，对实信号有： 或k ka a
 k ka a



kj
k ka A e  时有： k k k kA A     当

( ) ( ) F
l k l k k

l

x t y t a b a b





   



七.Parseval 定理：







k

k
T

adttx
T

22
)(1

表明：一个周期信号的平均功率就等于它所有谐波

分量的平均功率之和.

*  掌握表3.1

对实信号，当 时，( ) ( )x t x t  k ka a （实偶函数）

当 时，( ) ( )x t x t   k ka a  （虚奇函数）

k k ka B jC  时有： k k k kB B C C   当



学而不思则惘

傅里叶级数的尺度变换与
反转变换为什么要拆成两
条描述？

( ) F
kx t a

( ) F
kx t a 

( ) F
k kx at b a 

0a  正实数



思考题
证明连续时间傅里叶级数
的微分积分性质。

0
( ) F

k
dx t jk a

dt


0
2
T
 

0

( )
t F kax t dt

jk


仅当 才为有限值且为
周期的)。

0 0a 



例1： 





k

kTttx )()( 

-T

(1)

tT0

)(tx

… …

0
/ 2

/ 2

1 1( )
T jk t

k T
a t e dt

T T
 


 

0
1( ) jk t

k

x t e
T






   0
2
T
 

)(tg
1

0

… …

1T 1T-T
． ．

T t例3.8：周期性矩形脉冲

1 1( ) ( ) ( )g t x t T x t T    

将其微分后，可利用例1表示为 1
0 1

0

2 Sa( )k
Ta k T

T




设 ( ) ( )F F
k kg t c g t b  由时域微分性质有

0k kb jk c 根据时移特性，有

0 1 0 1
0 12 sinjk T jk T

k k kb a e e ja k T      

由例1知 1/ka T 0 2 /T 

0 1 0 11

0 0 0 1

2sin sin2k
k

b k T k TTc
jk k T T k T

 
  

   

( )g t
（1）

t0

… …
1T

1T 1T T
1T T 

c0??



傅里叶变换的性质

讨论傅里叶变换的性质，旨在通过这些性质揭示

信号的时域特性与频域特性之间的关系，同时掌握

和运用这些性质可以简化傅里叶变换对的求取。



内容提要
• 回顾:傅里叶变换的定义

• 傅里叶变换的性质
– 线性性质

– 时移性质

– 共轭及共轭对称性

– 微分与积分

– 时域与频域尺度变换

– 对偶性

– 帕斯瓦尔定理

– 卷积定理

– 相乘定理

性质的一致性
（周期信号）
傅里叶级数和
傅里叶变换



傅里叶变换回顾
• 傅里叶变换的数学定义 :

   



 


 dejXtx tj

2
1

傅里叶变换

傅里叶反变换

   




 dtetxjX tj

时域信号 频域表示
 tx  jX

傅里叶变换

傅里叶反变换



傅里叶变换的物理含义

 

 

 

 

 









































tj
N

tj

tj

tj

NejX

ejX

ejX

ejX

tx

















3

2

1

3

2

1

  ,, iN 

   



 


 dejXtx tj

2
1



复正弦信号 ：代表一个频率

傅里叶变换的物理含义

 

 

 

 

 





























tj
N

tj

tj

tj

NejX

ejX

ejX

ejX

tx



















3

2

1

3

2

1

  ,, iN 

tjt

tjt

tjt

tjt

NN 







sincos

sincos

sincos

sincos

33

22

11













tj ie 

 jX

对应复正弦
信号的系数！复正弦信

号之和！

可能为复数:
1. 幅度：强度
2. 相位：正弦
波一个周期内
的位置



线性性质

   jXtx F

   jYty F

        jbYjaXtbytax F 

线性性质对应的物理含义？



线性性质

 

 

 

 

 





























tj
N

tj

tj

tj

NejX

ejX

ejX

ejX

tx



















3

2

1

3

2

1

  ,, iN 

复正弦信
号之和！

 

 

 

 

 





























tj
N

tj

tj

tj

NejY

ejY

ejY

ejY

ty



















3

2

1

3

2

1

   

    

    

    

    


































tj
NN

tj

tj

tj

NejYjX

ejYjX

ejYjX

ejYjX

tytx



















3

2

1

33

22

11

复正弦信号 ：代表一个频率tj ie 



时移性质

   jXtx F

    jXettx tjF 0
0



     

   



jXedueuxe

dueuxdtettx

tjujtj

tuj
ttu

tj

00

0
0

0

























证明：



时移性质

• 时移对信号的影响：
– 延迟不改变任何频率的幅度
– 延迟仅改变频谱的相位特性
因此，可以由相位特性来表征某给定频率的延迟

– 所有复正弦信号所经历延迟均相同

   jXtx F

    jXettx tjF 0
0





共轭

   jXtx F

   jXtx F  **

        jXduetxdtetx tjtj 




 









 *
*

*

证明：



 tx若 为实函数，则其傅里叶变换满足

    jXjX *

   Fx t X j

   jXtx F  **

实信号的共轭对称性



共轭及共轭对称性

 tx若 为实偶函数，则其傅里叶
变换一定是实偶函数

若 为实奇函数，则其傅里叶
变换一定是虚奇函数

 tx

用途：
        1 Re{ }

2
FEv x t x t x t X j     

        1 Im{ }
2

FOd x t x t x t j X j     



例:         的频谱:( )u t

( ) ( ) ( )e ou t u t u t 

1( )
2eu t 

1

0

( )u t

t

1/2

0

( )eu t

t

-1/2

1/2

0

( )ou t

t

将 分解为偶部和奇部有( )u t

1( ) Sgn( )
2ou t t

Sgn( )t  1,

1, 0t 

0t 

实信号的共轭对称性



( ) ( )eu t  

2 20

2 2lim
a

j
a j


 


 



1( ) ( )u t
j

 


 

0
Sgn( ) lim[ ( ) ( )]at at

a
t e u t e u t


  

0

1 1lim[ ]
a a j a j 

 
 

[Sgn( )]t

1
j


1( ) Sgn( )
2ou t t 

1

1

t

Sgn( )t

ate 

ate

单位阶跃函数的频谱



时域微分与积分
Differentiation and Integration

(可将微分运算转变为代数运算)

(将 1( ) ( )
2

j tx t X j e d 





  两边对 微分即得该性质)t

由时域积分特性从 ( ) 1t 

也可得到: 1( ) ( )u t
j

 


 

1( ) ( ) (0) ( )
t

x d X j X
j

     


  （时域积分特性）

( ) ( )x t X j

则
( ) ( )dx t j X j

dt
 

若

积分所产
生的直流
或平均值

微分？



微分

   jXtx F

    jXj
dt

tdx F

用途：微分方程描述LTI系统



微分在图像处理中的应用

原始图 微分后



积分

   jXtx F

       1 0
t Fx d X j X

j
     


 

别忽略直
流分量！



时间与频率的尺度变换

   jXtx F

  







a
jX

a
atx F 1

时域压缩 频域展宽

时域展宽 频域压缩

1a

1a

　10 　5 5 10

　1.0

　0.5

0.5

1.0

　10 　5 5 10

　1.0

　0.5

0.5

1.0

　10 　5 5 10

　1.0

　0.5

0.5

1.0

a为实数



时间与频率的尺度变换

　3 　2 　1 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

　4 　2 2 4

0.5

1.0

1.5

2.0

　3 　2 　1 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

　4 　2 2 4

1

2

3

4

1
 tx

 tx 2

 jX









22
1 jX

-2 2

-1 1

4

2
1

-/2 /2

 



对偶性
   jXtx F

     xjtX F 2

2 ( ) ( ) j tx X jt e dt 



 

2 ( ) ( ) j tx X jt e dt 
 


  

( ) 2 ( )X jt x   

1( ) ( )
2

j tx t X j e d 





 证明：



   



 


 dejXtx tj

2
1

傅里叶变换

傅里叶反变换

   




 dtetxjX tj

   jXtx F

     xjtX F 2

对偶性



( )x t

t
1T1T

1

0

( )X j


W W

1

0

( )X j

0

1T


12T

( )x t

t

( / )W 

0

W


对偶性



对偶性也可由 ( ) ( ) j tX j x t e dt
 


  得到证明。

1( ) ( ) 2 ( )
2

j t j tX jt x e d x e d     


 

 
   

根据 ( ) ( )x t X j   得

0
0( ) [ ( )]j tx t e X j    这就是移频特性

例如: 由 有对偶关系

利用时移特性有

再次对偶有

( ) ( )x t X j ( ) 2 ( )X jt x  

0
0[ ( )] 2 ( ) j tX j t t x e     

0
02 ( ) 2 [ ( )]j tx t e X j      

由对偶性可以方便地将时域的某些特性对偶到频域

对偶性--->频移特性



由 ( ) ( ) j tX j x t e dt
 


  得

( ) ( ) j td X j jtx t e dt
d




 


 

所以 ( ) ( )djtx t X j
d




 

频域微分特性(1/2)



( ) ( )djtx t X j
d




 

由 ( ) ( )x t X j   有

( ) 2 ( )d X jt j x
dt

   利用时域微分特性有

2 ( ) 2 ( )
( )
djtx t X j

d
  


  


再次对偶得

频域微分特性

频域微分特性(2/2)

该特性也可由对偶性从时域微分特性得出:
( ) ( )x t X j ( ) 2 ( )X jt x  

    jXj
dt

tdx F



由时域积分特性，可对偶出频域积分特性

( ) ( )x t X j ( ) 2 ( )X jt x  

22 ( )( ) [ 2 (0) ( )]
t xX j d x

j
     




 

利用时域积分特性

( )2 [ (0) ( )] 2 ( )x t x t X j d
jt


     






  再次对偶

( ) (0) ( ) ( )x t x t X j d
jt


   


 

 
( ) ( )x t X j  由 有

频域积分特性

对偶性--->频域积分特性

       1 0
t Fx d X j X

j
     


 



若 ( ) ( )x t X j 则

2 21( ) ( )
2

x t dt X j d 


 

 
 

这表明：信号的能量既可以在时域求得，也可

以在频域求得。由于 表示了信号能量在

频域的分布，因而称其为“能量谱密度”函数。

2( )X j

帕斯瓦尔定理

频谱
密度？









k

k
T

adttx
T

22
)(1

表明：一个周期信号的平均功率就等于它所有谐波

分量的平均功率之和.

周期信号的帕斯瓦尔定理

频谱图其实就是将 随频率的分布表示出来，

即 的关系。由于信号的频谱完全代表了信

号，研究它的频谱就等于研究信号本身。因此，

这种表示信号的方法称为频域表示法。

ka
~ka 

频谱的概念



2 21( ) ( )
2

x t dt X j d 


 

 
 

2 21 ( ) k
kT

x t dt a
T





 

帕斯瓦尔定理

系数？



   



 


 dejXtx tj

2
1

傅里叶变换

傅里叶反变换

   




 dtetxjX tj

频率f

回顾：傅里叶变换对的定义

由于 具有频谱随频率分

布的物理含义，因而称 为频谱密度函数。
0 0 0

0 , 0
0

( ) lim lim k
kT T f

aX j Ta
f


  

 

( )X j

从傅里叶级数到傅里叶变换

    22 j ftx t X j f e df



 



2 21( ) ( )
2

x t dt X j d 


 

 
 
2 21 ( ) k

kT

x t dt a
T





 

帕斯瓦尔定理



卷积定理

   Fy t Y j

            jXjYjZtxtytz F  *

           dxtytxtytz 



 *

   jXtx F



卷积定理

 

 

 

 

 
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
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


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  ,, iN 

复正弦信
号之和！
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复正弦信号 ：代表一个频率tj ie 



相乘定理

   Fs t S j

            


 jPjSjRtptstr F *
2
1



   Fp t P j



傅里叶变换/级数的性质
– 线性性质

– 时频移性质

– 共轭及共轭对称性

– 时频域微分与积分

– 时域与频域尺度变换

– 对偶性

– 帕斯瓦尔定理

– 卷积定理

– 相乘定理

强调：
理解记忆
对偶性

帕斯瓦尔定理
物理含义

对系统的研
究非常重要



 周期信号的傅里叶级数表示
连续时间傅里叶变换
傅里叶级数与傅里叶变换的关系

 常用周期信号的傅里叶级数
常用信号的傅里叶变换

 傅里叶级数、傅里叶变换的性质

 系统的频率响应及系统的频域分析

内容提要
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