
第三章 二阶系统
二阶自治系统：
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是方程的解，初始状态为
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对于所有t≥0，x(t)的解在x1-x2平面的轨线是一条通过x0点的曲线，该
曲线称为状态方程始于x0点的轨线或轨道。

x1-x2平面称为状态平面或相平面。

（3.1）

（3.2）
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方程（3.1）（3.2）的右边表示曲线的切向量：

f(x)可以看成是状态平面的向量场
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无摩擦单摆系统：
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3.1 线性系统的特性

x Ax线性系统：

所有轨线或解的曲线称为系统的相图。
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若A的特征值为 ，可以得到方程的一般解1 2 ， 1 2( ) ( ( ), ( ))t x t x tx

例1：二阶线性系统自由运动的微分方程为

取 ， ，则式对应的状态方程为
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合并以上两式，可得
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从式解得的关系式就是二阶线性系统的相轨迹方程。

特征方程为 2 22 0n ns s   

其特征根为 12

2,1   nn

二阶线性系统相轨迹的形状和奇点的性质，与特征根在
复平面上的位置有关。

（一）两个特征值都为实数，
1 2 0  

线性坐标变换：
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rJ 是A的约当型

2 11. 0   时

称为稳定结点x 0

、 为两个负实根，系统处于过阻尼状态。
其零输入响应呈指数衰减状态。对应的相轨迹是一簇趋

向相平面原点的抛物线。相平面原点为奇点。

1 2

2 12. 0   时

x 0 称为非稳定结点

（a）
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、 为两个正实根，系统的零输入响应为非周期发散的。
对应的相轨迹是由原点出发的发散的抛物线簇。相应的

奇点称为不稳定的结点。

1 2

（b）不稳定的结点

2 13. 0   时

x 0 称为鞍点

、 为两个符号相反的实根，此时系统的零输入响应是非周
期发散的。这时奇点称为鞍点，是不稳定的平衡状态。

1 2

（c）鞍点
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（二）特征值为复数， 1,2 j   

1 1 2

2 1 2

z z z

z z z

 

 

 

 

1 1

2 2

z z

z z

 

 

    
    
    

1. 0  时

x 0 称为稳定焦点

、 为一对具有负实部的共轭复根，系统处于欠阻尼状态。其
零输入响应为衰减振荡，收敛于零。对应的相轨迹是一簇对数
螺旋线，收敛于相平面原点。这时原点对应的奇点称为稳定的
焦点。

1 2

（d）稳定的焦点

2. 0  时

x 0 称为非稳定焦点

（e）不稳定的焦点
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、 为一对具有正实部的共轭复根，系统的零输入响应是振荡发
散的。对应的相轨迹是发散的对数螺旋线。这时奇点称为不稳定
的焦点。

1 2

3. 0   时

、 为一对共轭纯虚根，系统处于无阻尼运动状态。1 2
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02 2  xxx nn  对于系统

系统的相轨迹是一簇同心椭圆，这种奇点称为中心点。每
个椭圆对应一定频率下的等幅振荡过程，线性系统的等幅振荡
实际上是不能持续的。

（f）中心点



3.2  平衡点附近的特性
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非线性系统：

设p=(p1,p2)是非线性系统的平衡点，并假设f1,f2连续可微。

在(p1,p2)处按泰勒级数展开：
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定义：

状态方程改写为：
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忽略高阶项：
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向量形式表示：

其中：

雅可比矩阵在p点的
计算值

称为f(x)的雅可
比矩阵

若：
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得出奇点处的线性化方程为 ，特征方程为 ，
特征根为
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例2 求方程 的奇点，并确定其奇点类型。

解: 令 得系统奇点为

在 处将 展开为泰勒级数，保留一次
项，有

奇点 为不稳定的焦点。
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3.3  极限环

奇点的类型完全确定了线性系统的性质，而对非线性系统
只能决定系统在奇点附近的性质（行为），而不能确定整个相平
面上的运动上的运动状态。所以，还要研究离平衡点较远处的
相平面图，其中极限环具有重要的意义。

我们知道非线性系统存在自振现象.在相平面上表现为一
个极限环.极限环是一条封闭的相轨迹,它附近的运动最终全部
趋向于它.对应系统的一种稳定的周期运动，即自振。

分为三种:稳定极限环、不稳定极限环和半稳定极限环

(1)稳定极限环

如果由极限环外部和内部起始的相轨迹都渐近地趋向这个
极限环，任何较小的扰动使系统运动离开极限环后，最后仍能
回到极限环上。这样的极限环称为稳定极限环，对应系统的自
振，如图1所示。
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图1  稳定极限环 图2  不稳定极限环

(2)不稳定极限环

如果由极限环外部和内部起始的相轨迹都从极限环发散出去
，任何较小的扰动使系统运动离开极限环后，系统状态将远离极
限环或趋向平衡点，这样的极限环称为不稳定极限环。

相应系统的平衡状态在小范围内稳定而在大范围内不稳定，
如图2所示。

(3)半稳定极限环

如果由极限环外部起始的相轨迹渐近地趋向于极限环，由内
部起始的相轨迹逐渐离开极限环；或者由外部起始的相轨迹从
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极限环发散出去，由内部起始的相轨迹渐近地趋向于极限环，
这样的极限环称为半稳定极限环。具有这种极限环的系统不会
产生自振。

系统的运动最终会趋向于极限环内的奇点，或远离极限环(
见图3)。

非线性控制系统可能没有极限环，也可能有一个或多个极限环

图3  半稳定极限环



3.4 多重平衡点
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如果线性化后状态方程的原点对于不同的特征值是一个稳定（或非
稳定）结点、一个稳定（或非稳定）焦点或一个鞍点，那么在平衡点的一
个小邻域内，非线性状态方程的轨线就会具有一个稳定（或非稳定）结点、
一个稳定（或非稳定）焦点或一个鞍点的特性。

例3  单摆
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0.5 3.12j 特征值：

3.7, 2.7特征值： 鞍点

稳定焦点

得到两个雅可比矩阵：
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