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第七章 非线性系统的反馈线性化

反馈线性化方法的基本思想是用反馈的方法，将非线性被

控对象补偿成为一个具有线性特性的系统，然后利用线性系统

理论进行控制系统设计。

基于微分几何的反馈线性化方法是一种精确线性化方法。

7.1 反馈线性化基本概念

反馈线性化设计步骤是：

（1）通过反馈的方法将非线性系统转化为线性系统，这个过
程可以微分几何方法；

（2）经过线性化处理后的系统进行设计。

与泰勒级数展开的近视线性化方法不同，它是建立在系统状

态变换与非线性反馈基础上的一种精确方法。

它是大范围有效的，而不是仅仅局限于工作点附近。
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例1 考察控制一个水槽的高度h到特定高度hd, 控制输入u，初始

高度为h0.

水槽的系统模型为
0

( ) ( ) 2
hd

A h dh u t a gh
dt
   
  

A(h)是水槽的横截面，a为出水管横截面，则h的控制是一个非
线性控制问题。

( ) ( ) 2A t h u t a gh 

如果选取u(t)为 ( ) 2 ( )u t a gh A t v 

v为等价输入，则得到的系统是线性的 h v
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选取v为 v ah 

其中， ( ) dh h t h  为液面高度误差，所得闭环系统为

0h ah  系统是稳定的

实际输入流量由非线性控制律获得

( ) 2 ( )u t a gh A t h 

控制律第1项提供输出流量，第2项用来根据线性动态提供

的液面高度控制。

如果
dh 随时间变化，则可选择v(t)为

dv h ah 

仍保证闭环是系统是稳定的。
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( )f B x x u

考虑如下系统

x是系统状态，f(x)是光滑向量场，u是控制输入，B是输入
矩阵且可逆。设跟踪轨迹为xd。

= de x x

定义跟踪误差

= f( ) Bde x x u 

主要思路是设计如下的补偿控制算法
1= ( f( ) )du B x x ke  

= -e ke补偿后的误差动态方程为 稳定

例2 两关节机械手

11 12 1 2 1 2 1 1 1

21 22 2 1 2 2 20

H H q hq hq hq q g

H H q hq q g





             
             

           

（7.1）
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其中，  1 2,
T

q qq 为关节角，  1 2,
T

 τ 为关节输入。

1 2 2

2

2 2

2

1 2

2

2 2 2

11 1 1 2 1 1 2 2

2

22 2 2

21 21 2 1 2 2 2

2 1 2

1 1 1 2 2 1 2 2 1

2 2 1 2

2 cos

cos

sin

cos cos( ) cos

cos( )

c c c

c

c c

c

c c

c

H m l I m l l l l q I

H m l I

H H m l l q m l I

h m l l q

g m l g q m g l q q l q

g m l g q q

       

 

   



     

 

表示成向量形式

( ) ( , ) ( )H q q C q q q g q   

两边同乘以 1H  ，可变成仿射非线性系统（7.1）。
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为了达到跟踪控制，可以采用下面的控制规律

1 11 12 1 2 1 2 1 1

2 21 22 2 1 2 20

H H hq hq hq q g

H H hq q g

 

 

             
             

           

22d    v q q q
这里

d q q q跟踪误差为

跟踪误差方程为

22 0   q q q

（7.2）

因此跟踪误差可保证收敛到0，式（7.2）称为机器人力矩控制。
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(1)如果控制输入与非线性特性是相加的关系，则可通过相

减法；

（2）如果控制输入与非线性特性是相乘的关系，则可通过相

除法，这时如果矩阵非奇异，则可采用逆矩阵消去非线性项。

对于一般结构，须用微分几何方法

例3
2

2sin

u
x ax

b c t
 



2 2[ sin ]( )u b c t ax kx   

反馈线性化控制器取为

得到的闭环系统方程为 x kx 

反馈线性化的目的是通过反馈消去系统的非线性项.对于具

有特殊结构的系统，可采用简单方法：
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7.2 微分几何知识

为了分析非线性系统，把状态变量空间视为微分流形，认

为系统状态方程右端各向量是定义在流形上的向量场集合，这

种应用流形上的向量场来研究非线性动力学方法，被称为微分

几何方法。

微分几何学以光滑曲线(曲面)作为研究对象，由曲线的弧

线长、曲线上一点的切线等概念展开的。在微分几何中，对

任意曲线的“小范围”性质的研究，还可以用拓扑变换把这

条曲线“转化”成初等曲线进行研究。

在微分几何中，由于运用数学分析的理论，就可以在无

限小的范围内略去高阶无穷小，一些复杂的依赖关系可以变

成线性的，不均匀的过程也可以变成均匀的，这些都是微分

几何特有的研究方法。

微分几何知识已成为非线性控制的重要工具。

http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=1966327
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=55786011
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=64325138
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=506722
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=265725
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=16948
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=265725
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=10704450
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=265725
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=305909
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=54513153
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=157723
http://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=7934956
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1.仿射非线性系统

在仿射非线性系统中，系统的状态空间表现为非线性，

而控制输入为线性的，有以下形式：

( ) ( )

( )

f g

h

 



x x x u

y x
（7.3）

对于非线性系统，我们可以构造一个变换 ，将

反馈化后的系统状态方程从x坐标系变换到z坐标系，使变换后

的状态方程具有可线性化的结构。

( )z T x

2. 同胚变换

上述变换 必须是可逆的，由于x和z的导数是连续的，

因此要求 和 必须是连续可微的。于是我们称具有连续

可微逆变换的连续可微变换 为同胚变换。

( )T 

( )T 

1( )T  ( )T 
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对于非线性系统 ，如果f在定义域 上足够

光滑，则称映射 为D上的向量场。

nD R

nD R:f

流形是数学中的微分几何重要概念，n维流形可以理解为

多个同为n维的曲面拼接所得的曲面。微分流形也称为光滑流

形，可理解为拼接光滑的流形。

按微分几何的思想，状态空间可视为n维微分流形N，状态x

视为流形中的一点，右端f(x)视为定义在流形上的一个向量场。

( )x f x

3.李导数算子

研究向量场必须借助于数学工具，这里是李代数，一个重
要概念是函数的李导数。
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       
def

f g

h
y f x g x u L h x L h x u

x


     

为了在u和y之间建立关系，定义函数李导数

( ) ( )

( ) ( )

f

g

h
L h x f x

x

h
L h x g x

x









称为李导数，或李导数算子。

式中

1
( ) ( ) ( )

           =< , ( )

n

f ii
i

h h
L h x f x f x

x x

h
f x

x



 
 
 








若h 标量函数,则有

Lfh(x) 被称为函数 h(x) 沿向量场 f 的李导数。

( )h x实际上是函数 的梯度向量与 f(x）的标量积。
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2

1

( )
( ( )) ( ) ( )

    

( ( ))
( ) ( )

f

f f f

k

fk

f

L h x
L L h x L h x f x

x

L h x
L h x f x

x




 








( )
( ) ( ( )) ( )

f

g f g f

L h x
L L h x L L h x g x

x


 



高阶的李导数可表示为

7.3 反馈线性化设计方法

基于微分几何理论的方法，利用李导数构造一个同胚变换，
将非线性特性映射到等价的线性空间。于是非线性问题就转换
为线性问题求解，而动力系统的拓扑结构不变。

7.3.1 输入—输出线性化

利用李导数可以构造同胚变换，将非线性函数变换到线性
空间。即指y和新输入v之间成为线性关系。

如果选择状态反馈控制
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 r
y v

非线性系统变换为简单的线性系统。

 
 

1

1 r

fr

g f

u L h x v
L L h x

    

则把非线性系统变换为线性系统

 
 

1
f

g

u L h x v
L h x

    

y v

类似地，如果选择状态反馈控制

则建立了如下的线性关系

上述过程中，阶数r决定了线性化时输入变换的具体形式

及最终的线性系统的阶数。

( ) 1( ) ( )r r r

f g fy L h x L L h x u 代入到 （7.4）

( ) ( )

( )

f g

h

 



x x x u

y x
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定义1（相对阶） 对于系统（7.1)，对于 0x Q ，如果存在x0

的领域U和正整数r, 使得

（1）对于 i

f,0 1, ( ) 0;gx U i r L L h x     

（2） -1

f 0( ) 0;r

gL L h x 

则称系统在x0点具有相对阶 r.

下面举例说明线性化设计过程。

例4

2

3

2

2

2

1

)(

1

0

1

xxhy

u
xx

x

x

x




































1)( xhLg

3

12)( xxxhLf 

vy

vxxvxhL
xhL

u f

g







3

12))((
)(

1

解:
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-1

1

1

=

( ) ( )

( , )

r r

r r

r f g fL h x L L h x u

p

y

 



  



 





可通过求解如下约束得到 g ( ) 0L x 

7.3.2 非线性系统的标准型变换

定理1 对于系统（7.1)，如果其在x0点的相对阶 r≤n，则通过

如下的非奇异坐标坐标变换

z ( ) ( )  T Tx x      

其中    1

1 r 1 2( )= = ( )  ( )  ( ) ,      
TT r

f f n rx h x L h x L h x      


   

可将原来的系统变成如下系统

1 2= 

因此通过坐标变换式（7.5a）可将非线性系统局部线性化。

（7.5b）

（7.5a）
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其中，(A,B)为可控的，则称非线性系统是输入-状态线性化。

7.3.3 输入-状态线性化条件

对于仿射非线性系统

uxgxfx )()( 

vxxu )()(  

非线性函数f、g在定义域内足够光滑,没有定义输出。如果

通过反馈 ,存在一个同胚变换,状态变换

将非线性系统转化为形如

( )z T x

z z A Bv

引理1   对于系统（7.6）状态精确线性化有解的充分必要条件是：

存在合适输出函数y=h(x),使得

（7.6）

( ) ( )

( )

f g

h

 



x x x u

y x

在x0点的相对阶为n.
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引理1   对于系统（7.6), 在x0点附近处可状态精确线性化的充分

必要条件是：

（1）矩阵 1

0 0 0g( )  ( )  ( )n

f fx ad g x ad g x   秩为n:

（2）分布 2g    n

f fD span ad g ad g    在x0的一个邻域内是对

合分布。

上述条件需要寻找输出函数y=h(x)，下面给出一种简化条件：

若 与 为 上的两个向量场,李括号运算定义为:

gad f
表示李括号，定义为

)(xf )(xg nR

gffgg
x

f
f

x

g
xgf 









)](,[gad f =

说明：

具体线性化算法：

（1）构造向量场
1g, ,   , n

f fad g ad g ；

1 2 D  ，即对任意 ，李括号运算 1 2
D  ， 。
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（2）检验是否满足对合条件和满秩条件；

（3）根据下列条件获得输出函数y=h(x)

2

1

[ ( )     ] 0

0

n

f f

n

f

h
g x ad g ad g

x

h
ad g

x















（4）计算状态变换
1z(x)= ( )  ( )  ( )

T
n

f fh x L h x L h x  

输入变换

vxxu )()(  

1

( )
( )

( )

n

f

n

g f

L h x
x

L L h x



  1

1
( )

( )n

g f

x
L L h x






例5  求解如下非线性系统在原点处的精确状态线性化问题

( ) ( )f g x x x u

其中， 3

1 2 3[ , , ] RTx x x X 为系统的状态，而向量场f(x)和g(x)定义
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如下 3 2

2 2

2 1 3

(1 ) 0

( )   ( ) 1

(1 )

x x

f x x g x x

x x x

   
   

  
   
       

，

解：先判断该系统能否实现精确线性化，先计算如下的向量场

3 2 3 2

2 2

2 1 2 1 3

2

1 2

0 0 0 (1 ) 0 1+ 0

( ) = 0 1 0 . - 1 0 0 . 1

0 0 -1 (1 ) 1 0

0

       =

(1 (1 2

f

x x x x
g f

ad g x f g x x
x x

x x x x x

x

x x

       
         

    
        
                

 
 
 
    ） ）

3 2

2

f 1

2 1 2 1

3 2 1 2 2 1 3

1 3 2

2 1 1 2 3 2

0 0 0 (1 )
( )

( ) , = = 1 0 0 .

1 2 2 2 0 (1 )

0 1 0 (1 )(1 )(1 2 )

- 1 0 0 .   = (1 )

1 0 (1 )(1 2 ) (1 )

f

f f

x x
ad g f

ad g x f ad g f ad g x
x x

x x x x

x x x x x x x

x x x

x x x x x x

   
               

          

       
   


   
            2 1 3(1 2 ) 3 (1 )x x x

 
 
 
    
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对于原点 0 0x  ，矩阵

2

0 0 0

0 0 1

g( )  ( )  ( ) = 1 0 0

0 -1 0

f fx ad g x ad g x

 
     
  

以上的秩为3，满足引理1的条件（1）。对于条件（2）进行判断

  2 1

3 1 2

0 0

=span g    =span 1+   

(1 )(1 2 )

fD ad g x x

x x x

    
            
           

的对合性。

2 1

2 1 3 1 2

1

1 2

0 0 0 0 0 0 0 0

( )  ( ) = 1 0 0  1+  0 1 0  

(1 2 ) 2(1 ) 0 0 0 -1 (1 )(1 2 )

0

     

(1 )(3 4 )

fg x ad g x x x

x x x x x

x D

x x

       
                  
                    

 
 

  
 
    

因此，分布D为对合分布，满足条件（2）。

为了确定输出函数y=h(x), 需要求解一下得到微分方程
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2 1

3 3 2

0 0

1 =0
x

(1 )(1 2 )

h
x x

x x x

 
  


 
     

展开后得

2 3

1 1 2

+ 0

(1 )(1 2 ) 0

h h
x x

h h
x x x

 
   


     

  

2 3

2 3

（1 ）
x x

x x

显然，h(x)=x1是微分方程组的一个解，因此y=x1。

 
3 2

2 3 2

2 1

(1 )

( = 1 0 0 = (1 )

(1 )

f

x x

L h x x x x

x x

 
 


 
  

）

 
3 2

2

3 2 2 1 3 2 1 2

2 1

(1 )

( = 0 1+ = (1 )(1 )

(1 )

f

x x

L h x x x x x x x x x

x x

 
 

  
 
  

）
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定义如下的非线性变换

2

T

1 3 2 1 3 2 1 2

z(x)= (x)= ( )  ( )  ( )

     [ (1 ) (1 )(1 )]

T

f fh x L h x L h x

x x x x x x x x

   

    

该变换的雅克比矩阵为

3 2

3 2 2 1 2 1

1 0 0

= 0 1

(1 ) (1 )(1 2 )

x x

x x x x x x

 
 

 
 
     

因为 det( ) 0  ，因此上述非线性坐标变换为微分同胚映射。

定义输入变换
vxxu )()(  

3

2

( )
( )

( )

f

g f

L h x
x

L L h x
   2

1
( )

( )g f

x
L L h x

 

则可将原来的非线性系统转化为可控线性系统
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0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

z z

   
   

 
   
      

v

知识点：

1.反馈线性化基本思路；

2.利用微分几何的李代数方法，对仿射非线性系统进行精

确线性化的条件及算法。


