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非定常流场降阶模型及其应用研究进展与展望 ∗
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摘 要 非定常流场模型降阶技术的出现, 为 CFD/CSD 耦合数值模拟方法在工程设计中的广泛应用提供了

新机遇. 在对非线性系统模型降阶理论与方法进行概述的基础上, 全面系统地介绍了非定常流场降阶模型的

国内外研究进展. 按基于系统辨识的降阶模型和基于流场特征结构的降阶模型两大类进行评述, 比较了各种降

阶模型的优缺点并指出了进一步改进的思路. 最后对非定常流场降阶模型的发展趋势和应用前景进行了展望,

并指出自适应鲁棒降阶模型是下一代模型降阶技术的发展方向.
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1 引 言

流固耦合系统是流体与结构相互作用的复杂

非线性动态系统. 随着计算流体力学 (computa-

tional fluid dynamics, CFD) 和计算结构力学 (com-

putational structure dynamics, CSD) 以及高性能计

算机的发展,基于高精度物理模型的 CFD/CSD耦

合数值模拟方法成为当前进行非线性气动弹性分

析可信度最高的方法 [1-3]. 在 CFD/CSD耦合数值

模拟方法中, 气动模型采用欧拉方程或 N–S 方程,

结构模型则采用有限元直接离散. 由于采用的模

型比传统方法能更准确描述系统的物理本质, 因

而能更精确模拟气动非线性和结构非线性耦合导

致的非线性气动弹性现象. CFD/CSD 耦合模拟近

年来在跨音速静气动弹性、颤振特性和阵风响应

分析中得到了广泛的应用 [2-4]. 以 CFD/CSD 耦

合数值模拟方法为主要代表的计算气动弹性力学

(computational aeroelasticity)也成为气动弹性力学

领域近十年来重大进展之一 [5].

尽管表征复杂流固耦合系统的偏微分方程可

以通过 CFD/CSD 耦合方法直接进行高精度的数

值模拟, 从而可以提供离散化流场变量的详尽时

空信息. 但是如果缺乏其他辅助工具和分析方法,

单靠数值模拟提供的高阶模型和海量数据自身并

不足以让人们深入解释和描述系统的复杂动力学

行为. 更重要的是大型复杂系统数值模拟计算耗

费巨大, 针对单点状态的数值模拟方法很难直接

应用于控制模型综合、多变量优化、稳定性预测

和实时仿真等多学科设计领域. 可见, 在面向单点

的高精度高可信度数值分析和面向多点的多学科

分析与设计需求之间存在很大的鸿沟. 因此在 20

世纪 90 年代中期, 为了解决 CFD/CSD 耦合数值

模拟方法用于飞行器气动弹性分析计算耗费太大

的缺点, 在 NASA 和美国空军的资助下, 以杜克大

学 Dowell[6]、NASA 的 Silva[7] 等为代表的气动弹

性领域的学者们提出基于 CFD 数值模型构造非

定常流场降阶模型 (reduced-order model, ROM) 的

思想.

构造 ROM的目标主要有两点：一是以远少于

原数值模型的阶数和计算耗费提供系统主要动力

学特征较精确的数学描述; 二是为研究者解释系

统动力学特征提供工具. ROM是由流场全阶 CFD

模型 (通常在几十万、几百万阶或更高) 的近似投

影获得的低阶数学模型. 它能以相对较少的自由

度 (通常在几十阶或几百阶)来描述原系统的主要

动力学特性, 在保留全阶高精度 CFD 模型的可信

度和高保真度的同时, 计算量又不太大 (几乎可以

近实时获得结果), 且能够方便地与其他学科模型
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进行耦合用于多学科耦合分析与优化设计. 这样,

通过 ROM就在单点仿真的高可信度 CFD数值模

型和复杂多学科耦合系统仿真与设计之间架起了

一座桥梁 [8]. ROM的思想提出后立刻就得到了学

术界和工程界的广泛关注, 成为计算气动弹性领

域的一个研究热点, 被认为是近年来气动弹性领

域的又一个重大突破 [5,9].

2 复杂系统模型降阶理论及应用

2.1 降阶模型的数学基础

模型降阶技术很早就在自动控制和电路系统

领域得到应用, 也一直是超大规模电路设计自动

化软件的理论基础之一. 但这一基本而又朴素的

思想, 作为一类具有理论依据较为系统的数学方

法还是近些年的事情 [10-12]. 如何将大规模复杂

系统在一定条件下转化为较小规模近似降阶系统,

并满足降阶系统与原系统误差足够小, 尽可能保

持原系统稳定性、无源性和结构特性等主要性能,

同时降阶算法稳定高效等, 也是当前计算数学的

前沿研究课题. 到目前为止, 众多具有较为严格数

学理论基础的模型降阶方法基本上是关于线性系

统的. 从数学上来看, 最主要的降阶模型方法包

括 Krylov 子空间法、平衡截断法和正交分解法 3

种 [11-12].

最基本和最重要的模型降阶方法是 Krylov子

空间方法, 其核心思想是采用标准正交列向量基

对系统进行模型降阶, 使得降阶系统的传递函数

对于原始线性系统的传递函数在指定频率区域内

有很好的近似. Krylov 子空间方法在数学理论上

相当完善,其优点是算法稳定、简单高效且能保持

系统的基本特性 [13-15]. 典型的 Krylov 方法包括

Arnoldi 降阶算法及其改进 [12,16]; Lanczos 降阶算

法及其改进 [17-18]; PRIMA 算法及多重 Krylov 子

空间算法等 [19-20].

与 Krylov 子空间法不同, Moor 提出的平衡

截断法及其系列改进方法 [21-24] 通过选择适当的

映射子空间来获得高性能降阶模型. 平衡截断法

能直接给出降阶系统与原始系统之间的误差关系,

并能够保持原始系统的稳定性. 其主要缺点在于

降阶过程需要求解两个 Lyapunov 方程, 计算量比

较大 [10-11]. 因此对于百万阶以上超大规模系统,

平衡截断法降阶过程的巨大计算耗费会使得降阶

模型的高效性失去实际意义.

基于函数正交分解的函数逼近论降阶模型方

法目前主要发展了两类. 一类是对系统的状态变

量或传递函数在已知正交函数基下进行展开, 然

后再对系统进行降阶 [25-27]. 其优点是简单明了,

但计算过程不稳定, 系统稳定性和无源性难以保

证. 另一类是由系统的近似样本数据集通过构造

一组基向量来对系统进行降阶, 即本征正交分解

法 (proper orthogonal decomposition, POD),可有效

地对非线性系统进行降阶 [28-30], 在数据处理中得

到广泛应用, 成为当前最受关注的降阶方法之一.

总的说来, 非线性系统模型降阶方法因其机

理复杂, 发展较为缓慢, 其理论还很不成熟, 许多

问题目前也正在进一步研究探索中. 对于自身结

构特别复杂的超大规模非线性系统来说, 针对线

性系统发展起来的模型降阶方法一般并不能直接

应用. 通常的做法是先对非线性函数进行线性化

或预处理, 以便获得相对简单的系统, 然后再利用

线性系统或特殊系统的模型降阶理论来研究非线

性系统问题. 因此, 在非线性系统的降阶方法中,

线性化是最基本的过程. 基本的思路有以下几种：

通过线性化手段与 Krylov 子空间技术结合; 利用

Taylor级数展开思想来形成系统的矩空间;对非线

性系统先进行双线性化或参数化后再进行降阶等.

近年来在二次化方法基础上发展起来的多点拟合

模型降阶方法, 包括多点线性化和多点二次化方

法等非线性系统降阶模型方法 [31-33] 取得了较好

的整体逼近效果, 但计算量仍然比较大. 非线性系

统降阶模型理论与方法的完善还有赖于计算数学

的进一步发展.

2.2 非定常流场降阶模型技术

目前应用于流固耦合系统中非定常流场的

ROM主要有两类：一类是基于数据驱动或是信号

的方法, 另一类是基于流场特征模态的方法. 基

于信号的降阶方法是利用流体系统的输入和输出

之间关系来建立系统的一个低阶传递函数或状态

空间模型代替原始的满阶模型. 从本质上讲它是

一种系统辨识 (system identification) 方法. 主要以

NASA的 Silva WA发展的 Volterra级数模型 [7] 和

Gupta 等提出的 ARMA 模型 [34] 为代表. 此外, 各

种非线性气动载荷的代理模型均可归入此类. 而

基于流场特征模态的降阶模型就是用一组低维流

场变量的特征模态来描述总的流场运动, 再将整

个 CFD 模型通过 Galerkin 方法或 Krylov 方法投

影到特征模态空间. 各种特征模态方法包括子空

间投影法和 POD 方法, 主要区别在于特征向量的
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选择和求取方法的不同.

非定常流场 ROM 和结构模型可以很方便进

行耦合而得到整个气动弹性系统 ROM, 因此被广

泛用于气动弹性领域的颤振分析 [35-37]、极限环预

测 [38-39]、阵风响应 [40-41] 和颤振主动控制 [42-43],

获得了同 CFD/CSD耦合计算相近的精度,而计算

效率却提高了一到两个量级. 更进一步, ROM 在

流动主动控制 [44-45]、气动外形优化 [46-47] 和飞行

仿真 [48-49] 等模型或数据驱动的多点仿真领域开

始得到初步应用. ROM 起源于美国, 目前在欧洲

(主要是英国、德国和法国) 和亚洲 (主要是中国、

新加坡、韩国) 也开始流行起来. 近几年, 越来越

多的国内学者也开始关注 ROM,在颤振特性预测、

气动弹性主动控制以及阵风响应分析等方面的应

用也进行了卓有成效的研究.

3 基于系统辨识的降阶模型研究进展

3.1 Volterra/ROM

Volterra 级数由意大利数学家 Volterra[50] 在

1880 年作为 Taylor 级数的推广而提出来的. 它是

一种范函级数, 描述了非线性时不变系统的输入

输出关系, 可以任意精度逼近紧集上的连续函数.

但直到 1942 年, 美国著名科学家、控制论的奠基

人Wiener[51] 才首先将 Volterra级数用于非线性系

统分析. 对于任意输入 u[n], 离散非线性系统的响

应 y[n] 可以通过多维卷积得到

y[n] = h0 +

n∑
k=0

h1[n− k]u[k] +

n∑
k1=0

n∑
k2=0

h2[n− k1, n− k2]u[k1]u[k2] + · · ·+

n∑
k1=0

n∑
k2=0

· · ·
n∑
km

hm[n− k1, n− k2, · · · , n− km] ·

u[k1]u[k2] · · ·u[km] + · · · (1)

其中, n = 0, 1, 2, · · · 是离散时间变量, h0 是定常

状态的响应, hm[n− k1, n − k2, · · · , n − km] 是系统

的 m 阶 Volterra 核. 从式 (1) 可以看出, 一旦所有

Volterra 核求出, 该系统对于任意输入 u[n] 的时间

响应就可以立刻得出. 式 (1) 是无穷级数, 不便于

应用, 但真实物理系统往往只需要前几阶核就可

以较准确描述非线性系统的主要动态特性. 特别

是对于弱非线性系统, 往往只需要用到二阶核甚

至是一阶核就可以. 例如, 非线性电路、机电系

统、电子噪声传感器、流固耦合系统, 以及一些生

物系统等.

由于 Volterra 核的辨识存在较大困难, 在

Wiener 将 Volterra 级数引入非线性系统辨识

后 [52], Volterra 级数在实际非线性物理系统包

括非定常流场建模中的应用进展仍然十分缓慢.

但是人们并没有放弃努力, 陆续提出了多种可以

应用于连续及离散系统的时域和频域较实用的

Volterra核辨识方法. Stalford等 [53] 提出了一种从

已知非线性函数中求取 Volterra核的解析方法,并

通过建立非线性气动力的 Volterra 模型来模拟机

翼－颤振简化模型的极限环现象; Tromp等 [54] 应

用 CFD 方法计算阶跃响应辨识了俯仰–颤振翼型

的一阶 Volterra核; Rodriguez[55] 应用离散 Volterra

核实现了气动力状态变换, 并用于气动弹性分析.

非定常流场 Volterra 降阶模型在 1993 年取

得了突破性进展. 为了考虑系统高频响应, Silva[56]

提出了离散气动力脉冲响应的概念, 发展了基于

CFD 模型求取 Volerra 核的辨识方法, 并成功用

于亚声速和跨声速直机翼气动分析. Silva 的研

究 [57-60] 表明气动弹性系统可近似看做一种弱非

线性系统, 其非定常气动力用前二阶核就能较好

描述, 并将这一方法推广到任意输入频率下非定

常气动力预测. 与此同时, Raveh 等 [61-63] 发现用

CFD求解器辨识结构脉冲产生的非定常气动力有

时很不稳定,而采用阶跃响应计算 Volterra核比用

脉冲响应数值计算的稳定性有很大提高; 并且一

阶核就能描述大部分气动非线性, 增加高阶核对

提高精度效果并不是特别明显. 接着 Silva等 [64-65]

以 NASA 的 rigid semispan model (RSM) 和 bench-

mark supercritical wing (BSCW)两个风洞模型实验

数据为例, 表明 Volterra/ROM也可以不依赖 CFD

求解器而仅利用实验数据得到的脉冲响应来建立,

大大丰富了 Volterra/ROM 的构建手段. Silva 和

Raveh等 [66-67] 合作,采用特征实现算法 (REA)发

展了基于 Volterra 降阶模型的气动弹性系统状态

空间模型, 有效解决了以往建立气弹系统状态空

间模型所需的非定常气动力在频域和时域间的复

杂变换. 在 NASA 的 CFL3DV6 软件中的应用, 正

式标志着 Volterra/ROM理论与方法的成熟 [68-69].

伴随建模方法研究的同时, Volterra/ROM 的应用

研究也越来越多, 被广泛应用于各种翼型、机翼

和全机气动弹性和气动伺服弹性分析. Marzocca

等 [70-72] 利用 Volterra/ROM分析了后略机翼和超

音速机翼的气动弹性响应; Prazenica等 [73] 则探讨
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了 Volterra级数的二阶核的辨识技术,将其应用于

AAW 机翼气动弹性建模; Munteanu 等 [74-75] 将阶

跃响应辨识 Volterra 核应用于 AGARD445.6 机翼

的气弹分析中.

目前, 随着在实际飞行器中的应用越来越广

泛, 围绕着 Volterra/ROM 建模效率及非线性描述

能力进一步提升的研究仍然在继续. 针对以往脉

冲响应或阶跃响应一次只能辨识一个结构模态运

动下的 Volerra 核, Silva[76-78] 最近又提出了多输

入多输出的 Volterra 核辨识方法, 只需运行一次

CFD 求解器便能求出全部模态的 Volterra 核, 大

大提高了需要考虑十几阶或更多阶结构模态复杂

飞行器的 ROM 建模效率, 并且可以考虑静气弹

效应. Marzocca 等 [79] 提出了一种非线性气动弹

性系统的连续时间脉冲响应计算方法; Balajewicz

等 [80-83] 提出了基于 Pruned Volterra 级数方法的

高阶核快速辨识方法, 并应用于 NACA0012 翼型

气弹系统的颤振和极限环预测, 取得了很好的效

果.

国内在 Volterra/ROM方面的研究也取得了一

定进展. 徐敏和陈刚等系统研究了基于 CFD/CSD

耦合求解器的 Volterra/ROM建模方法 [84-89],发展

了基于 Volterra/ROM的气动弹性主动控制律设计

方法,并将其用于翼型、机翼和全机气动弹性主动

控制律设计 [90-91]. 杨超和吴志刚等 [92-94] 提出了

基于小波的 Volterra核快速辨识方法,并将其应用

于气弹系统非线性气动力预测, 取得了不错的效

果.

3.2 时间序列模型

在 Volterra/ROM 蓬勃发展的同时, 受其启发

各种系统辨识方法也开始用于建立非定常流场的

降阶模型. Gupta 和 Cowan 等 [34,95-96] 首先研究

了基于时间序列 ARMA(linear autoregressive mov-

ing average) 模型的非定常气动力降阶模型, 建立

了气动弹性系统状态空间模型,并成功用于 Agard

机翼、BACT 气弹模型和 X-43A 的稳定性预测和

控制律设计. Rodrigues[97] 也发展了一种基于跨音

速小扰动势流的非定常气动力状态空间辨识模型;

Hiroshi 等 [98] 利用 ARMA 模型预测的翼型颤振

边界与风洞试验数据较为吻合; Raveh[40]、杨国伟

等 [41] 和张伟伟等 [99] 用 ARMA 降阶模型研究了

翼型和机翼阵风响应问题.

时间序列模型方法的核心在于输入信号的剪

裁, 需要反复试验和调整输入信号频率, 以保证输

入信号覆盖系统频率范围. 该方法基于流场的小

扰动假设, 认为非定常气动力在时间上为线性, 同

Volterra/ROM相比,计算效率相对要低,描述非线

性的能力也相对较弱. 为此 Attar等 [100] 研究了能

描述一定非线性的 ARMA 降阶模型. 为了进一步

提高建模效率, Raveh[101] 采用 Gaussian 噪声模型

作为输入并应用不同滤波技术来求得非定常气动

力的 ARMA模型和状态空间模型. Kim等 [102-103]

则对每一个结构模态同时采用阶梯状阶跃响应作

为输入信号, 然后从系统响应中辨识出每个模态

的响应.

3.3 代理模型

随着 ROM 技术研究和应用的深入发展, 各

种代理模型技术也开始用于对非定常流场降阶

模型构建, 典型的有神经网络和各种响应面技

术. Marques[104] 运用多层人工神经网络辨识了

跨音速翼型的非定常气动力; Pesonen 等 [105] 运

用神经网络预测了机翼的静气弹变形; Johnsonand

等 [106] 发展了一种预测极限环的动态神经网

络方法,计算精度较静态神经网络相比有所提高;

Voitcu等 [107]利用二层前馈 ANN 网络成功预测

了翼型 LCO 现象; Lai 等 [108] 利用非线性神经

网络建立流体耦合系统响应的降阶模型, 预测了

AGARD445.6 机翼的颤振; 王博斌等 [109] 采用输

入反馈 ANN 网络建立了 NACA64a010 翼型的非

定常气动力模型.

在响应面 ROM 方面, Trizila 等 [110-111] 针对

扑翼飞行器大变形运动下的非线性非定常气动力,

基于面心立方设计和拉丁超方采样试验设计技术,

利用 Kriging方法、RBF神经网络、权重平均代理

模型和全局灵敏度分析等建立了各种非线性气动

力的代理降阶模型,获得了良好的预测结果. Bryan

和 Liu 等 [112-113] 基于 Kriging 代理模型发展了计

及非定常时间历程效应的非线性流场降阶模型建

模方法, 并用于二维翼型非线性气动力预测, 可用

于描述旋转机翼非定常流场. Patrick 等 [114] 对各

种代理模型方法建立的非定常流场 ROM 精度进

行了比较, 用于支持气动弹性飞行试验设计仿真.

3.4 小结

基于系统辨识的 ROM 仅需利用非定常 CFD

程序求解给定状态下流场的输入输出特性来构造,

无需对程序进行大的改动, 所以比较方便工程人

员使用. 因此从建模方法、求解器开发到应用都

有了较深入和系统的研究, 在理论和方法体系上

都已经成熟. 但是随着应用领域不断拓宽, 基于系
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统辨识的 ROM 方法因其简单而遇到了固有的困

难. Volterra/ROM 在模拟较强非线性的气动弹性

现象时会遇到模型维数灾难的问题, 如何继续提

高建模效率是其当前主要任务;而 ARMA/ROM是

线性系统辨识模型, 存在难以对强非线性特性进

行建模的理论限制, 且需要反复调制输入信号来

确定激励特征频率范围; 以神经网络等为代表的

响应面模型则难以建立传递函数或是状态空间模

型, 并容易出现过学习或欠学习的困难, 限制了其

应用范围.因此系统辨识 ROM一般只用于小变形

的情况, 对大变形如非线性极限环的预测通常显

得无能为力. 更为重要的是基于系统辨识的 ROM

只能反映流场非定常气动力的输入输出特性, 无

法反映流场内部信息, 难以用于高精度流动控制

或气动外形反设计.

4 基于流场特征结构的降阶模型研究进展

4.1 POD/ROM

4.1.1 POD 理论

POD方法,有时也称为 K–L变换 [115],利用 n

维空间中的一组数据集合
{
xk

}
(称之为快照, snap-

shot)来寻找一个 m(m << n)维正交子空间 Ψ , 使

得
{
xk

}
到 Ψ 的映射误差最小, 即

G = min
Φ

m∑
k=1

∥∥xk −ΦΦHxk
∥∥ =

m∑
k=1

∥∥xk − ΨΨHxk
∥∥ ,ΦHΦ = I (2)

式 (2) 的最小值问题可以转化为如下的一个最大

值问题

Ψ = max
Φ

m∑
k=1

⟨(
xk,Φ

)2⟩
∥Φ∥2

=

m∑
k=1

⟨(
xk,Ψ

)2⟩
∥Ψ∥2

,ΦHΦ = I (3)

其中: (·, ·) 表示内积; ⟨·⟩ 为平均操作符, 如果快照

是由数值仿真得到的,那么该符号可以从式 (3)中

去掉. 对于式 (3) 这个有约束优化问题, 可以通过

标准优化技术得到如下拉格朗日方程

J (Φ) =
m∑

k=1

(
xk,Φ

)2 − λ (∥Φ∥ − 1) (4)

式中 λ 为拉格朗日乘子. 将目标函数 J (Φ) 对 Φ

求偏导数得

d

dΦ
J (Φ) = 2XXHΦ− 2λΦ (5)

其中矩阵 X =
{
x1, x2, · · · , xm

}
, 它是快照点的集

合, 称为快照矩阵. 令方程 (5) 为零, 就能得到式

(3) 的最优解(
XXH − λI

)
Ψ = 0 (6)

式 (6) 是一个实对称矩阵特征值问题. 由于 X 是

一个 n×m阶的大型矩阵,那么 POD核R =XXH

为 n×n的矩阵, 求解这样一个大型矩阵的特征值

和特征向量在计算上会遇到许多困难. 由于矩阵

R 的秩 rank(R) = m, 式 (6) 可以简化为一个 m 维

的特征值问题进行求解

XHXV = V Λ

Ψ =XV Λ−1/2
(7)

矩阵 Ψ 中的每一个列向量 ψi 都对应于一个实特

征 λi. λi 表征的物理意义是向量 ψi 对快照矩阵

的贡献, 它的值越大表明 ψi 的贡献越大. 于是将

特征值 λi 从大到小排列, λ1 > λ2 > · · · > λm. 取

前 r 个特征值和它对应的特征矩阵 Ψr 来代替 Ψ ,

把满阶向量 xn×1 映射到 Ψr 上就能使模型的阶数

降低

xn×1 = Ψrξ
r×1 (8)

4.1.2 动力学线性化 POD 降阶模型

基于有限体积离散的无量纲化非定常欧拉或

N–S 方程可以写为

dA (u, u̇)w

dt
+R (w,u, u̇) = 0 (9)

w = [ρ, ρu, ρv, ρw, ρE] 是流场变量, R 控制体数值

通量, A是控制体体积, u网格位移, u̇是网格速度.

在指定参考状态下, 可以得到稳态解 (w0,u0, u̇0).

为了求取 POD 正交基, 需将非线性系统式 (9) 进

行动力学线性化. 将式 (9)进行泰勒级数展开并保

留一阶项得到全阶动力学线性化方程 [116]

A0w,t +Hw + (E + C)u+Gv = 0 (10)

H =
∂F

∂w
(w0, u0, v0) , G =

∂F

∂u
(w0, u0, v0) ,

E =
∂A

∂u
w0, C =

∂F

∂v
(w0, u0, v0)
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线性化的流体动力学模型 (10)可以写成一个

线性系统状态空间方程的形式

ẇ = Aw +By

F = Pw
(11)

其中, A = −A−1
0 H, B = −A−1

0 (E +CG), y =

[v u]
T
. POD 快照可以由方程 (11) 求时域和频域

响应得到. 设 CFD系统快照矩阵为W ,由于W 为

实矩阵, 则 POD 核为 R = WWT. 采用前面描述

的方法求得一个 r (r << n)维的正交子空间 Ψr 作

为流场的模态. 那么将方程 (11) 通过 Galerkin 投

影法投影到正交基 Ψr 上便得到了流体系统的降

阶模型

ẇr = ΨT
r AΨrwr + Ψ

T
r y

F = PΨrwr

(12)

4.1.3 研究进展

POD方法很早就被用于从湍流测量数据重构

流场结构, 但是在广泛用于非定常流场降阶模型

之前, 人们做了大量的探索工作. Hall 和 Dowellt

等 [117-122] 提出了利用流场特征结构模态建立

ROM 的想法, 并基于势流方程和欧拉方程通过求

解矩阵特征值发展了特征模态 ROM建模方法,成

功用于模拟翼型、叶轮机械叶片的非定常流场. 该

方法尽管在分析三维问题时会遇到求解大型矩阵

特征值的困难, 计算效率下降, 但却为基于流场特

征结构 ROM 构建方法指明了一条道路. Hall 和

Dowell 的早期工作使人们认识到流体也可以像固

体利用结构模态描述一样通过流场特征模态进行

描述,对如今非定常流场 ROM研究蓬勃发展的局

面具有启蒙作用.

此后的研究主要围绕如何提高寻求流场特征

模态和提高 POD/ROM 构造效率展开. 1996 年,

Romanowski[123] 将 K–L 变换引入非定常流场降阶

模型构建. 他基于时域欧拉方程, 以 NACA0012

翼型为例, 利用 K–L 变换寻找经验模态作为流场

特征结构, 第一次将 POD 方法用于气动弹性降阶

模型的构造, 获得了极大的成功. 为了进一步提

高 ROM 建模效率, Kim [124] 提出了频域 K–L 变

换方法. Hall 等 [125-126] 很快也发展了基于频域

POD/ROM 建模方法, 大大提高了 POD 基的求解

效率.其后 Thomas等 [127] 将该方法推广到三维跨

音速流场建模, 并以 Agard 445.6 机翼为例展示了

POD/ROM 的良好性能. 至此, POD/ROM 建模理

论框架基本形成, 人们开始将 POD/ROM 广泛应

用于非线性流固耦合系统分析. Beran和 Dowell等

将 POD/ROM 用于分析机翼颤振特性 [128-129] 和

结构非线性导致的极限环预测 [130-132]; Fahart[9]和

Lai 等 [133] 将 POD/ROM 用于全机颤振特性分析;

Badcock 等 [134] 将其用于各种翼型、机翼和全机

的颤振边界分析.

除了不断寻求更高效率的 POD 基求解算法,

如何利用 POD 基来对欧拉或 N–S 方程进行降

阶也是提高 POD/ROM 性能的关键之一, 特别是

在构造非线性 POD/ROM 时更是如此. Lucia 和

Beran[135] 研究了 Galerkin 投影法和直接投影法

对流场主控方程降阶的方法, 得到和 POD 基阶

数相同的常微分方程, 该方法适合线性和非线性

POD/ROM 的构造. Lucia 等 [136] 采用基于区域

分解的 POD 方法来提高 POD/ROM 描述含激

波振荡流场时的鲁棒性. 当前前沿研究是如何

结合投影法和 POD 基的构成来进一步提高构造

POD/ROM 的计算效率和鲁棒性 [137-139].

国内学者在 POD/ROM方面的研究较系统辨

识 ROM 相对较晚, 但进展很快. 陈刚等 [140] 将

平衡截断方法应用于传统时域 POD/ROM, 使得

时域 POD/ROM 取得了和频域 POD/ROM 相近

的性能, 并提出了基于 POD/ROM 的气动弹性主

动控制律设计方法 [141-142]; 杨超等 [143] 提出一种

POD-observer 的非定常流场 ROM 混合建模方法,

并应用于翼型非定常气动力预测; 姚伟刚等 [144]

将 POD 方法用于翼型和 Agard 445.6 机翼颤振特

性预测;赵松原等 [47] 将 POD/ROM作为非定常气

动力的代理模型用于翼型设计; Fu Song 等 [145] 结

合直接数值模拟将 POD 方法用于分析超音速平

板混合流; Ding Peng 等 [146] 基于 POD 模型发展

了一种不可压流动与传热问题的快速计算方法.

4.2 高阶谐波平衡模型

4.2.1 HB/ROM

在 POD/ROM 提出并迅速发展起来后, 人们

对 ROM 的期望值越来越高, 应用领域越来越广.

但是从非线性系统建模方法的数学理论来看, 广

泛流行的 POD/ROM 是整体动力学线性化模型,

描述具有大扰动的非定常流场效果并不好. 例如

POD/ROM 难以扑捉激波振荡诱导的非线性极限

环. 由于动力学线性化 POD 降阶模型方法采用泰

勒级数一阶展开, 属于全局动力学线性化处理方

法, 比较适合于系统扰动离平衡状态不远的情况.
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对于极限环周期振荡等扰动相对较大的非线性动

力学行为, 需要发展能扑捉更多非线性信息的方

法.

谐波平衡 (harmonic balance, HB) 方法就是

一种能够扑捉系统更多的非线性信息的当地动

力学线性化方法, 很自然人们想到采用 HB/POD

方法建立 ROM 来预测气动非线性导致的极限

环. Thomas 和 Dowell[147] 首先将基于欧拉方程

的 HB 求解器和线性结构模型耦合, 成功预测了

NACA64A01A 翼型气弹系统的 LCO 问题; 随后

研究了考虑黏性作用构建的 HB/POD 模型预测

NLR7301 翼型跨音速流动中的 LCO 现象 [148]; 进

一步发展了基于非线性频域 HB 求解器构建了能

预测 F-16机翼 LCO的降阶模型,与飞行试验数据

取得了较为一致的结果 [149-150].

4.2.2 HOHB

为了更精确模拟气动强非线性和提高 ROM

稳定性, 当前 HB/ROM 的发展方向是高阶化.

高阶谐波平衡方法 (high-order harmonic balance,

HOHB)是近些年发展起来的能有效模拟强非线性

动力学特性的一种当地线性化方法 [151],可直接模

拟出系统周期性非线性振荡现象, 而无需耗费巨

大的非定常迭代. 其核心思想是对系统状态变量

采用傅里叶级数展开, 将非定常系统变换为一系

列与时–频导数算子相关的定常问题求解.

考虑自由非线性动力学系统 [151]

ẋ = f (x, t,w) (13)

其中, x (t) 是 m× 1 阶系统状态向量, t 是时间, w

是 p × 1 阶系统参数, f 是 m × 1 阶非线性函数.

HOHB 方法的目标是利用傅里叶级数逼近系统的

强迫或自激振荡周期响应. 将系统响应用傅里叶

级数表示为

x = X0 +
N∑

k=1

(Xk1 sin kωt+Xk2 cos kωt) (14)

式中, ω 是系统响应基频, X0, Xk1, Xk2 为待求系

数, N 是傅里叶级数的阶数. 若 N = 1则是传统一

阶 HB 方法; N > 1 则是高阶 HB 方法. 将式 (14)

代入式 (13) 并作整理可以得到

N∑
k=1

(kωXk1 sin kωt− kωXk2 cos kωt) =

F0 +
N∑

k=1

(kωFk1 sin kωt+ kωFk2 cos kωt)

(15)

其中 F0, Fk1, Fk2 是 ω,w,X0, Xk1, Xk2 的函数,其值

在 2N + 1 个频率点可直接求解, 即

F0 =
1

2N + 1

2N∑
r=0

f (xr)

Fk1 =
2

2N + 1

2N∑
r=0

f (xr) sin kωtr

Fk1 =
2

2N + 1

2N∑
r=0

f (xr) cos kωtr

tr = 0, 2π/ω (2N + 1) , · · · , 4πN/ω (2N + 1)

(16)

为了使等式 (16)恒成立,可得如下m(2N+1)个非线

性代数方程

F0 = 0

kωXk2 + Fk1 = 0

−kωXk1 + Fk2 = 0

k = 1, 2, · · · , N

(17)

改写为

g (X0, Xk1, Xk2, ω, w) = 0 (18)

方程 (18) 的解向量为 a =
(
X0, Xk1, Xk2, ω

)
, 通过

Newton–Raphson 或其改进算法可迭代求解. 将不

同频率下的 a代入式 (14)即可获得非线性系统的

响应或降阶模型所需的系统快照.

上面是在频域内求解非线性系统响应的方法,

计算效率相对较低. 为了进一步提高计算效率,

Cameron 等 [152] 基于离散系统的快速傅里叶变

换提出了一种在时域进行求解的交替时–频域方

法 (alternating frequency and time domain method,

AFT). 后来, Hall 等 [153-154] 提出了特别适合非

定常流场和非线性气动力模拟的类似的时间域求

解 HDHB(high-dimensional harmonic balance)方法.

Gopinath等 [155]进一步改进了 Hall的 HDHB方法,

提出了一种称为 TSM (time spectral method) 的更

适合并行计算的方法. 利用上述 HOHB 方法求出

系统响应获得系统快照后, 就可以采用前述 POD

方法构造非线性系统降阶模型了.
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在具体应用方面, Liu 等 [156-157] 发展了一

种 HDHB 方法, 分析了高阶谐波项对翼型模拟和

Duffing 振子的影响. Dimitriadis 发展了时域高阶

HB 降阶技术, 更精确预测了 BAH 机翼的 LCO 问

题 [158], 进一步提出了模拟气动弹性系统 HOHB

方法的理论框架并应用于 GTA 飞机 [40]. Bruno

等 [159] 提出了一种基于 HB 和数值延拓相结合

的 HOHB 方法. Woodgate 和 Badcock[160] 的研究

则进一步揭示在物面有激波振荡时, 为了精确模

拟当地压力非定常效应, 更多高阶谐波是必需的.

当前高阶 HB/ROM 的有效性已经得到了证实, 并

正被作为几种著名 CFD 程序例如 Overflow 2[161],

PUMA[135] 和 ELSA[162] 的 ROM 求解器进行开发.

4.3 非线性动力学模型

与完全基于数据驱动或系统辨识 ROM 方法

不同, 基于流场特征结构的 ROM 期望能描述更

多的非线性特性. 各种非线性动力学方法也被用

于非线性气动弹性响应快速分析, 包括 Hopf 分

岔 [163]、包元映射 [164]、中心流型 [165]、数值延

拓 [166] 等. 但是如何基于非线性动力学分析方法

来建立 ROM 进行系统非线性响应的快速预测目

前却还很少见. Woodgate和 Badcock[167] 发展了一

种基于分叉理论的非定常流场降阶模型, 以二维

翼型为例, 利用中心流型方法求解系统 Jacobian

矩阵的特征谱来预测系统稳定性和动态响应. 目

前已应用于预测三维机翼与全机系统气动非线性

诱导的 LCO[168-169]. 进一步的发展将用于具有大

变形运动、大攻角失速等气动强非线性下的非定

常流场建模与气动弹性响应分析.

4.4 小结

基于流场特征模态的 ROM 方法需要将原始

的全阶 CFD 系统映射到流场特征模态或正交模

态基 (reduced-order basis, ROB) 上来得到系统的

降阶模型, 因此能较好模拟流场运动细节和较强

的非线性. 既可以用于流固耦合系统分析, 也可以

直接进行流动预测与控制. 因此, POD/ROM 及其

各种改进模型潜在的应用范围更广, 成为当前最

受关注和最有前途的降阶模型方法. 当然, 由于

基于流场特征结构的 ROM 理论相对而言比较复

杂, 程序实现也远比系统辨识 ROM 困难, 需要对

CFD/CSD 耦合数值模拟求解器比较熟悉, 目前在

应用中的普及程度远不及系统辨识 ROM. 限于非

线性系统降阶模型数学理论的不完善, 当前还有

很多理论工作特别是计算效率和非线性效应模拟

需要进一步研究.

5 降阶模型技术发展趋势与展望

5.1 多学科设计对降阶模型提出挑战

由于 ROM 技术提供了比原系统自由度低得

多的降阶模型,使得 ROM能够得到计算机近乎实

时的处理,同时 ROM拥有足够的精度, ROM自然

被寄予厚望用来进行与流场相关的多学科优化与

设计. 然而不幸的是目前几乎所有 ROM 方法, 包

括系统辨识方法和特征模态方法都是数据驱动的

经验模型,模型的精度强烈依赖构建 ROM时流场

的状态,例如,雷诺数、初始条件和边界条件,对流

场参数变化非常敏感, 缺乏足够的鲁棒性. 当参数

发生哪怕是微小变化时 ROM 的精度就会大大降

低,不满足 ROM在气动弹性设计与控制等多学科

领域设计与仿真应用中的要求.

前面曾提到 ROM 以其高精度和高效率在气

动动弹性领域的颤振分析 [34,36-37,138,143]、极限环

预测 [82,133,148-149]、阵风响应 [99,101] 和颤振主动控

制 [86,90,142] 等方面得到了广泛的应用. 但是仔细

分析这些文献不难发现, 这些应用都不存在流动

参数变化或模型摄动; 或者即使存在也没有考虑.

对流动主动控制 [170-171] 的研究往往针对的是二

维不可压流进行, 参数变化范围非常小, ROM 对

参数变化的敏感性远远小于跨音速流场时的情况.

气动外形优化 [47,172] 目前主要是针对单点研究居

多, 对于多点优化或不确定性优化则流场参数变

化对 ROM 的影响不可忽略 [173]. Dowell 虽然提出

了虚拟颤振飞行试验仿真的概念, 但却是利用频

域 POD/ROM直接对飞行轨迹上所取关键点集的

极限环进行离线计算而得到颤振飞行试验性能的

评价 [174],还不是真正意义上近实时的在线飞行仿

真 [9,175].

当然,可以针对每一个工况构造一个 ROM,但

这并不能解决设计中 ROM 的鲁棒性问题. 而且,

尽管 ROM 使用效率很高, 但重新构造 ROM 本身

的花费却也并不低, 仍然无法满足近实时仿真与

分析的需求. 构造 ROM 和使用 ROM 运行时间

的巨大差异自然使人有这样的想法：如果系统参

数变化时,尽量不要重新生成或尽量少生成 ROM,

或是尽量充分利用原有的 ROM进行 ROM快速重

构, 就能够较好的解决上述应用遇到的问题. 尽量
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不要重新生成或少生成 ROM意味尽量提高 ROM

的鲁棒性;而尽量充分利用原有的 ROM进行新参

数下的 ROM 快速重构意味着赋予 POD/ROM 一

定的自适应性. 因此, 我们认为自适应鲁棒降阶模

型是下一代 ROM 的重要发展方向, 是 ROM 技术

在非线性气动弹性系统分析与设计中需要着重解

决的关键问题.

5.2 自适应降阶模型研究现状

由于传统 POD/ROM 的出现也不过是近 10

年的事情, 而且对它在无流场参数变化系统中的

应用仍然是当前计算气动弹性力学的研究热点,

因此很少有人关注 ROM 对流场参数变化敏感的

问题. 从目前能查到的文献来看, 最早关注这个问

题的可能是美国 Syracuse 大学的 Glauser 教授. 他

在研究微型飞行器时为了对风洞实验在不同马赫

数和不同迎角下得到的流场数据利用 POD 方法

进行建模, 以便预测柔性机翼在任意飞行状态下

的表面流场,于 2004年提出了 GPOD方法 [176]. 其

主要思想是将参数空间多个点, 如多个马赫数和

迎角下的流场解都包括在内构成一个更大的 snap-

shot 矩阵, 然后再生成 POD 基. 该方法在极低马

赫数 0.04 ∼ 0.05 和 0◦ ∼ 20◦ 攻角之间变化获得了

较好的效果. 但是目前框架内的 GPOD 方法有两

个主要的缺点. 一是 snapshot 假定为非线性定常

流场的线性扰动, 因此难以包括不同定常条件下

的非线性流场解, 会导致 snapshot 矩阵的不一致

性. 二是包括不同参数空间的 snapshot 矩阵会大

大降低 POD 基的收敛性, 从而会导致 POD 基对

任何一个马赫数都不是最优的. 此外, 如果飞行包

线范围比较大, 会导致巨大的 snapshot 矩阵从而

难以求解其特征值. 这样 GPOD 在非线性相当严

重的跨音速区就失效了.

由于 ROM 是高阶系统在 ROB 上的投影, 如

果能够通过预先计算的一些参数下的 ROB 通过

插值来快速得到变化后新参数下的 ROB, 那么该

参数下的 ROM 也就得到了. 显然对 ROB 进行插

值是很自然和很有吸引力的想法. 沿着这个方向,

斯坦福大学的 Lieu 和 Farhat 等 [177] 在 2005 年提

出基于拉格朗日插值 ROB直接插值法. 该方法在

非线性不严重的低马赫数下效果尚可, 但由于该

方法容易破坏 ROB 的正交性, 在跨音速区效果很

不理想. 随后 Lieu 和 Farhat 等又提出了子空间插

值法 [178], 与直接对 ROB 按照流场参数进行拉格

朗日插值不同, 该方法以两个 ROB 的子空间角为

马赫数和迎角等模型参数的度量进行基向量插值.

由于该方法能够较好地保留 ROB 的正交性质, 因

此在跨音速区域获得了比较好的效果. 但是美中

不足的是该方法是一种低阶插值方法, 在推广到

两个以上的 POD 基时遇到了困难. 这样当两个参

数相距较远时 ROM的精度较差;而当参数相距很

近时计算效率又很低. 显然同时采用多个 ROB进

行插值能够获得精度更高和鲁棒性更好的 ROM,

这也是 Farhat 研究小组当前正在做的工作 [9,179].

基于 Farhat 的鲁棒 POD/ROM, 陈刚等发展了气

动弹性系统的 LPV 模型, 能够自动设计不同飞行

状态下的自适应主动控制律 [180],为近实时虚拟颤

振飞行试验仿真提供了算法基础.

定常流场数据对 ROM 的性能有很大影响.

尽管通过 ROB 插值能够很快重构出新参数下的

ROB, 但是将全阶 CFD 方程采用 Galerkin 方法

向 ROB 构成的正交空间投影形成 ROM 的时候,

还是需要新参数下的定常流场数据. Farhat 教

授的插值 POD 方法没有特别对参数变化情况下

定常流场进行处理, 而是直接计算要待插值参数

下的定常流场数据. 这样做最大的问题就是失去

了 ROB 插值所能带来的近实时在线处理的能力,

用于可以预知插值参数点的离线仿真任务还可以.

对于主动流动控制或多点设计优化或是虚拟颤振

飞行仿真这类插值点不确知的在线近实时仿真任

务,还需进一步研究生成 ROM时所需定常流场数

据的自动处理方法. 因此,插值 POD/ROM的自适

应性还有待提高. 波兰的 Marek 教授和德国柏林

工大、美国西北大学的合作者组成研究小组 [181]

在研究流动主动控制中为了建立流体系统的被控

模型提出了一种称之为连续模态插值的 ROB 更

新方法. 尽管这种方法只报道了不可压流的结果,

也只能在两个 ROB 间进行插值, 是否适合于描述

跨音速流动还没有明确结论, 但他们考虑了 ROB

插值中定常流场影响, 提出了通用平均流场的概

念来处理 ROB 插值过程中定常流场的变化.

5.3 鲁棒降阶模型研究现状

POD/ROM 或其他类似构造的先验 ROM 在

整个参数空间内缺乏鲁棒性, 其主要原因之一是

用于构造 ROM 的采样数据只覆盖了状态空间中

非常小的区域, 甚至仅仅只是一个点. 因此, 在构

造 ROM的状态点邻域上 POD基可以获得很高的

精度, 但是该基却不能在参数空间较大范围获得

高精度的解空间. 此外, 定常流场是来流马赫数和
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迎角的函数, 因此 POD 基对这两个参数的变化也

很敏感. 当迎角和马赫数偏离 ROM构造点状态邻

域时, 自然不能期望传统的 POD/ROM 构造方法

能够很好逼近非线性非定常流场特征.

与 Glauser 的思路不同, 不是直接从快照矩

阵的使用入手, 而是从快照的生成入手, Dowell

所在的研究小组 [182] 通过对流动控制方程的动

力学线性化方法进行了修正, 通过保留了高阶的

非线性项使得快照对流动参数在一定范围内具有

鲁棒性, 从而发展了一种非线性 HB/ROM. 针对

翼型气动弹性系统仿真结果表明这种方法能够模

拟结构大变形下的气动弹性响应, 也具有一定的

参数鲁棒性, 这是传统 POD/ROM 所不具备的

能力. 不过该方法计算量也很大, 目前还正在发

展当中. Bergmann 等 [183] 通过直接将压力项加

入 POD/ROM, 将直接数值模拟与 ROM 相结合,

提高了 ROM 对雷诺数变化的鲁棒性. Mathelin

等 [184] 针对流动主动控制问题, 将控制视为流场

的随机干扰, 在概率空间求取二维流动速度场的

POD 基, 得到了对来流条件鲁棒的 ROM.

美国 Sandia国家实验室的 Eldred将 CA (com-

binded approximation) 方法引入到 POD/ROM 建

模中 [173], 将 ROB 利用 CA 方法展开, 并对

灵敏度分析做了初步探讨. 该方法对设计优化

和参数不确定性分析具有较好的效果, 可以看成

是一种鲁棒的 POD/ROM. 不过该方法主要针对

定常流场建模, 是否适合非定常流动建模还需要

进一步探讨. 而美国弗吉利亚理工的 Borggaard

教授及其合作者从数学角度对二维流体力学方程

的灵敏度分析方法做了理论探讨 [185-186], 为利

用灵敏度分析来提高 POD/ROM 的鲁棒性奠定

了理论基础, 并将其成功应用于二维流动主动控

制 [187].

Badcock 等 [167-169] 基于流型分析的降阶模型

通过直接求解系统 Jacobian 矩阵得到流场模态,

而不是利用流场响应数据建立 POD 基, 能够预测

结构大变形情况下的流场结构和 LCO, 也是一种

典型的鲁棒降阶模型. 陈刚基于流动方程的二阶

Taylor展开发展了一种高阶非线性 POD/ROM,能

够有效模拟结构大变形诱导的 LCO[188],为非线性

气动弹性控制提供了状态空间模型, 并将其用于

翼型 LCO的主动控制 [189],避免了基于线性 ROM

模型设计的控制律需要经过 CFD/CSD 求解器验

证的不足 [90].

5.4 应用前景展望

对于流动控制、颤振主动控制和阵风减缓这

类具有在一定范围内变化的不确定性参数的应用

来说, 鲁棒 ROM 能够提供性能良好的非定常流

场低阶被控对象模型, 而且还能反映系统在一定

范围内的不确定性. 而自适应 ROM 的快速重

构技术将使得数据驱动的颤振近实时仿真成为可

能. 基于 ROM 数据驱动的颤振飞行试验虚拟仿

真将为危险的颤振飞行试验提供一个性能良好的

飞行试验方案设计和安全性评估的基于物理模型

的高可信度工具 [9,177]. 在此基础上, 将气动弹性

ROM 与飞行控制模型相结合, 计算量更大的气动

伺服弹性近实时仿真也能成为可能, 从而为气动

弹性主动控制系统设计/主动控制与飞行控制系

统一体化设计提供一个强有力的性能评价和仿真

工具. 这些都是下一代先进多功能飞行器设计所

梦寐以求的工具, 也正是 NASA 和美国空军之所

以对 ROM 研究进行持续不断资助的重要原因.

6 结 语

非定常流场降阶模型为多学科仿真与分析提

供了强有力的工具. 尽管 ROM 已经在很多领域

展出现优良性能, 但是现有降阶模型方法还远不

能满足众多工程领域的应用需求, 其内容还远未

完善. 未来一段时间, 还需要发展更多保精度、保

性能和保效率的高性能大规模复杂非线性系统的

降阶模型方法. 非定常流场降阶模型需要重点开

展以下几个方面的研究：(1)对非线性系统降阶模

型理论进行深入系统的研究, 为建立性能更为优

良的非定常流场降阶模型奠定理论基础; (2) 对于

系统辨识模型, 需要进一步提高其非线性描述能

力和计算效率; (3) 对于流场特征结构模型, 需要

发展自适应性和鲁棒性的 ROM构造方法,并通过

并行化来提高计算效率; (4) 发展基于 ROM 的流

动主动控制和气动伺服弹性分析与设计方法; (5)

发展基于 ROM 的近实时弹性飞行器虚拟飞行仿

真方法.
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ADVANCES AND PROSPECTS OF THE REDUCED ORDER

MODEL FOR UNSTEADY FLOW AND ITS APPLICATION*

CHEN Gang LI Yueming†

State Key Laboratory for Strength and Vibration of Mechanical Structure,

School of Aerospace, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China

Abstract With the development of the large scale numerical simulation, computational fluid dynamics and

computational solid mechanics couple simulation becomes the powerful accurate tool in engineering analysis.

But the large computation cost postpones its widely application in design. Reduced order model (ROM) for

unsteady flow field, with good accuracy, low order and high efficiency, gives an opportunity to CFD/CSD couple

simulation in practical design. Based on the description of model reduction theory and method in the view of

mathematics, the advances of the reduced order models for unsteady flow field were systematically introduced.

The system identification based ROM such as Volterra/ROM, ARMA/ROM, Surrogate ROM, and flow eigen

mode based ROM such as POD/ROM, HB/ROM, ND/ROM were reviewed. The advantages and drawbacks

were analyzed with the possible direction of their improvements. The trends and prospects of the ROM for

unsteady flow field were discussed, with the indication that the next generation ROM will be more robust and

adaptive.

Keywords unsteady flow, reduced order model, fluid-structure interaction, nonlinear system
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