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基于统一强度理论的岩质边坡稳定动安全系数计算 
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摘  要：岩质边坡稳定性分析中常用的Mohr-Coulomb、Drucker-Prager屈服准则，其未考虑中间主应力效应或拉压不等效应，

较难反映三维复杂边坡空间应力状态。统一强度理论包含了一系列破坏准则，通过调整参数b可反映中间主应力或中间主切

应力的影响程度。利用ABAQUS开发了基于统一强度理论材料子程序(UMAT)，首先以三维含结构面岩质边坡为例，采用强

度折减法，分别计算 b为0、0.25、0.5、0.75 与 1 共5种考虑中间主应力不同程度情况下三维含结构面岩质边坡动安全系数曲

线。计算结果表明：不同 b值情况下所得动安全系数数值不同，但曲线变化形状一样，最小安全系数均发生在相同时刻；另

外，为更清晰地了解三维真实应力状态对安全系数的影响，从三维岩质边坡中抽取二维剖面进行了同样的计算。结果表明，

在相同 b值情况下，三维模型计算所得安全系数较二维模型大；随着 b的增大，安全系数增大，说明不考虑中间主应力的二

维计算结果低估了安全系数的大小，即三维真实应力状态下的边坡应具有更高的稳定性。 
关  键  词：统一强度理论；岩质边坡；动安全系数；强度折减；地震载荷 
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Computation of dynamic safety factor of rock slope  
stability based on unified strength theory 
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（1. MOE Key Laboratory for Strength and Vibration, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China; 
2. School of Naval Architectural, Ocean and Civil Engineering, Shanghai Jiaotong University, Shanghai 200240, China） 

 
Abstract: The Mohr-Coulomb and Drucker-Prager, yield criteria commonly used in slope stability analysis, which have not 
considered the intermediate principal stress effect or the differential effect of tension and compression, are difficultly to reflect the 
three dimensional stress state of rock slope. Unified strength theory contains a series of failure criteria; and the parameter b of this 
theory reflects the intermediate principal stress or the intermediate principal shear stress effect. This paper developed a user material 
subroutine (UMAT) based on unified strength theory using ABAQUS; taking a three-dimensional slope including discontinuities as a 
numerical example, and using strength reduction approach to calculate the dynamic safety factor curves for three-dimensional rock 
slope under five conditions (b = 0、0.25, 0.5, 0.75 and 1)with different intermediate principal stress extents. The results show that the 
safety factor varies with the b; but the curve shapes are similar; the smallest value occurs at same time. To understand the influence of 
intermediate principal stress on the safety factor clearly, a two-dimensional cross-section is extracted from the three-dimensional 
slope to carry out the calculation under same conditions. The results show that safety factor of three-dimensional model is larger than 
two-dimension’s under the same parameter b. The safety factor is increasing with b increases. The two-dimensional results 
underestimate the safety factor magnitude; and the reality stress state of three-dimensional rock slope should be of higher stability. 
Key words: unified strength theory; rock slope; dynamic safety factor; strength reduction; seismic load 
 

1  引  言 

对于岩质边坡在地震载荷下的稳定性分析，本

文将动安全系数曲线计算方法应用到地震载荷下三

维含结构面岩质边坡稳定性分析中。在岩质边坡稳

定性分析数值计算[1–4]中，经常采用的是Drucker- 
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Prager屈服准则或者Mohr-Coulomb屈服准则。

Drucker-Prager准则不能体现岩土类材料拉压不等

效应，计算结果与实际情况会有差异。Mohr- 
Coulomb准则简单实用，便于工程应用，但由于其

不能反映中间主应力效应，且其在π 平面极限线是

所有外凸形极限轨迹的下限，计算结果偏于保守。

1991年俞茂宏[5–7]提出统一强度理论，弥补了上述不

足，它可以考虑材料的中间主应力效应、拉压不等

效应与区间效应，在偏平面上几乎可以模拟各种材

料，发挥材料的强度潜能。 
ABAQUS有限元软件具有较为广泛的材料模

拟特性，包含了岩土工程中常用的Mohr-Coulomb模
型、Drucker-Prager模型与剑桥模型。它还提供了若

干个用户子程序接口，用户可以代码的形式来扩展

主程序的功能。 
本文利用ABAQUS提供的二次开发用户子程

序接口，开发了基于统一强度理论的用户材料模型

的子程序。统一强度理论具有可反映各种载荷情况

下复杂应力状态及中间主应力对材料强度影响的优

势，利用其与强度折减法，对含结构面岩质边坡进

行动载荷下安全系数曲线的计算，最后得到三维边

坡复杂应力状态下不同屈服准则的动安全系数曲

线，结果表明在压应力状态下考虑中主应力的安全

系数在数值上较不考虑中主应力的安全系数高。 

2  基本理论与计算方法 

2.1  统一强度理论 
强度理论的发展已有百多年历史，一般强度理

论都只能适用于某一类特定的材料，如Tresca最大

剪应力准则只适用于剪切屈服极限 sτ 为拉伸屈服

极限 sσ 的一半的材料；Mises屈服准则（第四强度

理论）只适用于 s s0.577τ σ= 的材料；Mohr-Coulomb
强度理论只适用于剪切强度极限 0τ 、拉伸强度极限 

tσ 和压缩强度极限 cσ 关系为 c t
0

c t

2
2
σ σ

τ
σ σ

=
+

的材料。 

因而它们都是一种只能适用于某一类材料的单一强

度理论。 
俞茂宏于1990年提出统一强度理论[5]，认为：

当作用于双剪单元体上的两个较大剪应力及其面上

的正应力影响函数到达某一极限值时，材料开始发

生破坏。其数学表达式为 
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式中：b 为反映中间主剪应力作用的系数；β 为反

映正应力对材料破坏的影响系数；c为材料的强度

参数。统一强度理论的π 平面极限线如图1所示。 

 

图 1  统一强度理论的π 平面极限线 
Fig.1  Limit lines of unified strength theory on π  plane 

 

采用压缩强度 cσ ，则统一强度理论表达式（1）
可表示为 
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式中：α 为材料拉压强度极限之比， t

c

σ
α

σ
= 。 

参数b 、α 取不同的值，可获得现有的一些强

度理论或屈服准则以及一些新的准则[6]，尤其当b = 
0、α = l，双剪统一强度理论蜕化为Tresca准则；α = 
1、 b = 1/2时为Mises准则的线性逼近； b = 0时为

Mohr-Coulomb理论，它在π 平面极限线为内不等边

六角形；α =l、b =1时为双剪屈服准则；b = 1时为

广义双剪强度理论；在理论上，当0≤ b ≤1时统一

强度理论可产生出一系列新的强度准则，这些准则

可以适用于各种工程材料，且便于工程计算使用。 
由于在岩土工程中通过试验直接得到材料剪切

强度（黏聚力） 0c 和正应力影响系数ϕ（摩擦角）

两个参数， β 和c与它们的关系如式（3）、（4）所    
示[8]，为下面的动安全系数曲线的计算做准备。 

sinβ ϕ=                （3） 

02 cosc c ϕ=              （4） 

2.2  动安全系数计算方法 
    动安全系数即安全系数动态化，认为安全系数

数是随时间变化的。应用有限元强度折减法，根据

输入地震波载荷，按一定时间间隔计算各个时间节

点上的安全系数值，最后由此一系列数值作出动安

全系数曲线。 
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2.2.1 安全系数定义 
   有限元强度折减法中，安全系数定义为沿滑动

面的抗剪强度与滑动面上实际剪力的比值[8–9]。根据

统一强度理论数学表达式（1），本文的安全系数具

体表达为 
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将式（5）两边同除以 w，则变为 
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式中：
c
w
、

w
β
两者均为黏聚力 0c 与内摩擦角ϕ的函

数。 
    式（6）左边等于1，这表明：当强度折减w 以

后坡体达到极限状态，有限元强度折减法在本质上

与传统极限平衡法一致。 
2.2.2 有限元强度折减法与失稳判据 

有限元强度折减法[10]可方便使用于非均质材

料，能够直接求解出临界滑动面，同时可以考虑岩

土体内部的应力-应变关系，反映出岩土结构变形破

坏的全过程和局部变形对边坡稳定性的影响。所谓 
 
 

强度折减，就是在理想弹塑性有限元计算中将边坡

岩土体抗剪切强度参数逐渐降低直至其达到破坏状

态为止，程序可以自动根据弹塑性计算结果得到破

坏滑动面（塑性应变和位移突变的地带），同时得

到边坡的强度安全系数w 。于是，有： 

0c
c

w
′ =                     （7） 

tantan
w
ϕϕ′ =                 （8） 

式中：w 为强度折减系数。 
有限元强度折减法分析边坡稳定性的一个关键

问题是如何根据计算结果来判别边坡是否处于破坏

状态。目前的失稳判据主要有3类：①在计算过程中

以计算不收敛性作为边坡失稳的标志；②以广义塑

性应变或等效塑性应变从坡脚贯通到坡顶作为边坡

失稳的标志；③以关键点的力或位移突变作为边坡

失稳的标志。本文经过大量计算，发现 3 种常用判

据计算所得结果基本一致，故本次计算采用收敛性

判据来确定最终安全系数。 

3  基于统一强度理论的二次开发 

3.1  用户子程序 UMAT 流程 
UMAT子程序的核心就是给出定义材料本构模

型的雅可比矩阵，即应力增量对应变增量的变化率 
σ
ε

∂Δ
∂Δ

。由于UMAT子程序在单元的积分点上调用， 

增量步开始时，主程序将通过接口路径进入UMAT，
将当前单元积分点变量的初始值传递给UMAT的相

应变量；在UMAT结束时，变量的更新值再通过接

口返回主程序。 
ABAQUS在求解的过程中，需记录与求解过程

相关的变量，这些变量可以储存在子程序的

STATEV数组中，同时可以定义储存的数量。本文

所述的本构方程定义了13个与求解过程相关的变量,
即6个弹性应变、6个塑性应变、1个塑性应变增量参

数，材料常数为6个，它们的含义如表1所示。 

 
 
 

 
 
 
3.2  弹塑性状态的判断 

弹塑性状态的计算在每一增量步或每次迭代求

得位移增量或其修正量以后，需决定新的弹塑性状

态，也就是判断材料是否进入塑性状态，基本步骤

表 1  UMAT材料常数和状态变量的含义 
Table 1  Material parameters and state variable definition of UMAT 

STATEV 数值  PROPS 数值 

1～6 7～12 13  1 2 3 4 5 6 

弹性应变分量 塑性应变分量 等效塑性应变  弹性模量 泊松比 α  b  黏聚力c 硬化系数h 
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如下[11]： 
    （1）计算应变增量 

{ } [ ]{ }Bε δΔ = Δ           （9） 

    （2）计算当前增量步应力与应力增量 
e{ } [ ]{ }Dσ εΔ = Δ           （10） 

e{ } { } { }t t tσ σ σ+Δ = + Δ          （11） 
（3）对单元内各个积分点计算 ep[ ]D 值 
①计算屈服函数 e({ } { })tf σ σ+ Δ 的值 
若 e({ } { }) 0tf σ σ+ Δ ≤ ，则高斯点在给定应变

增量下将保持弹性状态，由应力-应变关系知： 
e{ } { }σ σΔ = Δ            （12） 

若 e({ } { }) 0tf σ σ+ Δ > 且 ({ } ) 0tf σ < ，则高斯

点在给定应变增量下将由弹性状态进入弹塑性状

态，存在一个比例因子r，使得 
e({ } { }) 0tf rσ σ+ Δ =       （13） 

②计算弹塑性部分应力增量 

p ep{ } {d }
t t

t
Dσ ε

+Δ

⎡ ⎤Δ = ⎣ ⎦∫        （14） 

③计算本增量步或迭代结束时刻的{ }t tσ +Δ  
p{ } { } { } { }t t t rσ σ σ σ+Δ = + Δ + Δ     （15） 

4  岩质边坡动安全系数计算 

本节基于上述 UMAT 子程序，通过强度折减

法，计算含结构面的三维岩质边坡在动载荷下安全

系数-时程曲线，同时通过取不同的b 参数，分析其

对岩质边坡稳定性的影响。 
4.1  复杂应力状态下边坡动安全系数计算 

首先，建立三维含结构面岩质边坡，如图2所 
示，岩体与结构面物理力学参数取自某深基坑边坡

的勘探资料，如表2所示。为讨论b 参数对岩质边坡

动安全系数曲线的影响， b 分别取0、0.25、0.50、
0.75、1.00。 

在进行安全系数计算时，对模型顶面施加

8.0×106 N（依据某深基坑边坡稳定性计算条件）压

力载荷并考虑自重，在模型底部节点施加地震波。

对于无限大地基的变形与应力问题，可把有限元与

无限元结合起来处理这类近、远场同时存在的问题，

所以对三维有限元模型四周采用无限元约束，底面

进行 Y、Z 方向约束。对于地震波，从模型底面沿 X
方向输入。该三维边坡有限元模型的约束与载荷分

别如图 3 所示。 
地震波选取中国上海地区 50 年超越概率 63%  

 

(a) 岩质边坡有限元模型 

 
(b) 结构面形状 

图 2  三维边坡有限元模型与结构面图 
Fig.2  FEM model and structural plane of three- 

dimensional slope 
 

表 2  岩体与结构面的物理力学参数 
Table 2  Rock mass and structural plane of physico- 

mechanical parameters 

名称 密度 
/(g/cm3)

弹性模量 
/GPa 泊松比 黏聚力 

/MPa 
摩擦角 

/(º) 

岩体 2.80 5.5 0.32 5.0 31.4 

结构面 2.56 0.5 0.30 0.8 35.0 
 

 

(a) 约束示意图 

 
(b) 载荷示意图 

图 3  三维边坡有限模型约束与载荷图 
Fig.3  Constraints and load of three-dimensional  

FEM slope model 
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人工合成基岩处时程曲线，其加速度-时程曲线以及

地震波的频谱特性见图4、5所示。 

 
图 4  水平向加速度-时程曲线 

Fig.4  Horizontal acceleration time curve 

 
图 5  地震波的频谱特性 

Fig.5  The spectral characteristics of seismic waves 
 

动安全系数曲线具体计算过程如下： 
    （1）对模型进行平衡地应力的计算，这里只考

虑由重力引起的初始应力场，使用 Geo 分析步进行

求解； 
    （2）将地震波施加于模型底部节点，以 0.1 s
为间隔，提取各个时间节点的 Mises 应力值作为下

一步强度折减的初始应力场； 
    （3）在边坡上表面施加压力载荷，应用强度折

减法计算各时间节点的安全系数。 
为检验程序的正确性，首先采用 ABAQUS 原

有的 Mohr-Coulomb 准则进行各时刻安全系数计

算，依此作出动安全系数曲线。然后使用本文开发

的材料子程序 UMAT(令b =0，此时统一强度理论退

化为 Mohr-Coulomb 理论)，进行同样的安全系数计

算，得到动安全系数曲线，将两者进行对比，两者

完全重合，说明开发的材料子程序（UMAT）是正

确的。 
本文三维岩质边坡的动安全系数计算时程取

10s，时间间隔为 0.1 s，分别计算了不同b 值 5 种情

况下动安全系数，并作出时程曲线如图 6 所示。由

图可知： 
（1）不同 b 值情况下所求解的动安全系数曲

线形状是一样的，且最小安全系数均发生在相同时

刻。 
（2）对于含结构面的岩质边坡，为计算不同时

刻安全系数，需对岩体材料强度进行多次折减，当

折减到一定数值后，会出现计算不收敛与关键点位

移发生突变，同时在模型中出现了明显的塑性区（即

PEEQ)，其中塑性区主要发生在模型中的结构面，

如图 7 所示。 
 

 
图 6  三维岩质边坡安全系数曲线 

Fig.6  Safety factor curves of three-dimensional rock slope 

 

 
(a) 整体PEEQ图 

 
(b) 剖面PEEQ图 

图 7  等效塑性应变PEEQ图 
Fig.7  Equivalent plastic strains (PEEQ) 

 
（3）相同的岩体边坡有限元模型，采用不同b

值，对应着不同的强度屈服准则，将得到不同的安

全系数，随着b 值的增大，边坡所能承受的极限载

荷也在增大，材料的强度可得到发挥。 
（4）统一强度理论给出了动安全系数曲线的上 

下界（b = 0 和 1）。 
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4.2  平面应变状态下边坡动安全系数计算 
为反映三维真实应力状态与平面状态下安全系

数计算的差别，下面特从该三维岩质边坡中抽取一

剖面计算分析（如图 8 所示），相关物理参数与三维

模型相同，边界约束方式与载荷大小也与三维模型

相同，如图 9 所示。对二维岩质边坡的动安全系数

计算结果如图 10 所示。 

 
图 8  二维边坡有限模型 

Fig.8  Two-dimensional FEM slope model 

 
图 9  二维边坡有限模型约束与载荷图 

Fig.9  Constraints and load of two-dimensional 
FEM slope model 

 
图 10  二维岩质边坡安全系数曲线 
Fig.10  Safety factor curves of two- 

dimensional rock slope 
 

三维复杂应力状态下与平面应变状态下动安全

系数计算所得结果（图 6 与图 10）对比可见，当b = 
0 时，则统一强度理论退化为 Mohr-Coulomb 理论，

即不考虑中间主应力的影响，三维计算结果与二维

计算结果很接近。随 b 值的增大，中间主应力效应

逐步加重，所以二维与三维计算结果的差别也越来

越大。当b = 0.50 时，三维情况下最小安全系数较

二维情况下最小安全系数大 6%；而当b = 1.00 时，

三维较二维最小安全系数大 14%。 
    依据二维与三维岩质边坡在各种b 值情况下计

算所得最小安全系数值作出该值与b 值之间关系曲

线，如图11所示。可以看出，三维最小安全系数曲

线斜率较二维大，且随着b 值增大，三维模型与二

维模型最小安全系数间差异越大，说明中间主应力

的效应在三维模型中的作用。 

 

图 11  最小安全系数与b值之间关系曲线 
Fig.11  The relation curves between smallest safety 

factor and value of b 

5  结  论 

岩质边坡稳定性分析中常用的Mohr-Coulomb
和Drucker-Prager屈服准则，未考虑中间主应力效应

或拉压不等效应。为反映边坡三维复杂应力状态，

利用ABAQUS软件提供的二次开发接口程序，本文

开发了基于统一强度理论的材料子程序UMAT。针

对地震载荷作用下的三维含结构面岩质边坡模型，

通过采用有限元强度折减法与开发的子程序，计算

获得了复杂应力状态下其动安全系数曲线。在此基

础之上，为讨论不同准则对岩质边坡动安全系数曲

线的影响，计算b 分别取 0.00、0.25、0.50、0.75、
1.00时的动安全系数曲线。为说明三维状态中间主

应力存在的效应，从该三维模型中抽取其二维剖面，

进行平面应变下动安全系数曲线计算。经上述分析

与计算之后，得如下结论： 
（1）在相同b 值情况下，三维计算所得安全系

数值较二维计算所得的值不同，说明中间主应力的

效应需要在计算中予以考虑。三维计算所得安全系

数值大，说明不考虑中主应力的安全系数偏于保守。 
（2）在三维岩质边坡模型计算中，不同b 值情

况下所得动安全系数数值不同。且随着b 增大，二

者差异越来越大，说明不同准则所反映出的中主应
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力效应的程度也不同。统一强度理论可以方便地用

于不同b 值下的安全系数预测，且给出了动安全系

数的上下界。 
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