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不同边界条件下截顶正交各向异性圆锥壳的振动和声辐射研究

赵 鑫1，2，张 博1，李跃明1

( 1．西安交通大学 机械结构强度与振动国家重点实验室，西安 710049; 2． 中国华阴兵器试验中心，陕西 华阴 714200)

摘 要: 采用波传播法和 Galerkin法，研究了两端简支和固支边界条件对截顶正交各向异性圆锥壳的固有频率和
声辐射的影响，通过与现有文献及数值仿真结果相比较，验证了理论分析的正确性。结果表明，简支和固支边界对正交各
向异性圆锥壳固有频率的影响与圆锥壳半顶角的大小和母线与环向方向的弹性模量比的大小相关。当正交各向异性圆
锥壳的半顶角较大时，对与不同的弹性模量比，固支圆锥壳的固有频率都大于简支圆锥壳的固有频率; 而对于小半顶角的

正交各向异性圆锥壳，当弹性模量比较小时，简支圆锥壳在大周向波数处的固有频率略大于固支圆锥壳的固有频率。随
着圆锥壳半顶角的增大，两种边界对正交各向异性圆锥壳的声压级的影响也逐渐增大。

关键词: 正交各向异性圆锥壳; 固有振动; 声辐射; 边界条件
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Influences of boundary conditions on the vibration
and sound radiation of a truncated orthotropic conical shell

ZHAO Xin1，2，ZHANG Bo1，LI Yue-ming1

( 1． Xi'an Jiaotong University，State Key Lab． for Strength and Vibration of Mechanical Structures，Xi'an 710049，China;
2． Huayin Ordnance Test Centre，Huayin 714200，China)

Abstract: The wave propagation approach and Galerkin method were employed to study the influence of the simply-
supported and clamp-supported boundary conditions at both ends on natural frequency and acoustic radiation of a truncated
orthotropic conical shell． In order to validate the present analysis，the theoretical results were compared with those in
published literatures and those by numerical simulation． The results indicate that the influences of simply-supported and
clamp-supported boundary conditions are related to the half cone angle and the ratio of elasticity moduli in meridianal and
circumferential directions． The natural frequencies of the orthotropic conical shell with clamp-supported boundary are
greater than those with simply-supported boundary for the larger half cone angle，but the natural frequencies of the
orthotropic conical shell with simply-supported boundary are only slightly larger than those with clamp-supported boundary
under the modes with large circumferential wave number for the smaller half cone angle as the ratio of elasticity moduli is
smaller． With the increase of the half cone angle，the effects of the two boundary conditions on the natural frequencies and
sound pressure level both increase．

Key words: orthotropic conical shell; natural vibration; sound radiation; boundary condition

由复合材料制成的截顶正交各向异性圆锥壳是航

天航空领域中广泛使用的结构形式。对其开展相关的
固有振动及声响应特性研究，是领域内进行圆锥壳设

计和使用的现实需求。国内外学者已经对圆锥壳的自
由振动开展了广泛的研究。Irie 等［1 － 2］采用传递矩阵
法对九种边界条件下以及不同厚度形式下的各向同性

圆锥壳的频率特性进行了研究。Tong［3］对正交各向异

性圆锥壳在多种边界条件下的自由振动进行了研究，

位移解是通过幂级数方法获得，得到了较好精度的近

似解析解。Mecitoglu［4］对加肋各向同性锥壳的自由振
动开展了研究，通过平均能量法，得到一个简单的正交

各向异性圆锥壳模型。Lam 等［5］对旋转状态下的各向
同性截顶圆锥壳在简支边界条件下的自由振动进行了

研究。Lam等［6］采用 Galerkin 法对不同边界条件下各
向同性旋转圆锥壳的频率特性开展了研究。基于 Ｒe-
issner薄壳理论，吴仕昊等［7］采用区域分解法分析了不
同边界条件下圆锥壳 －圆柱壳 －球壳组合结构的自由
振动。



圆锥壳体的声辐射的研究工作相对比较少。
Caresta等［8］用幂级数序列求解了流体作用下锥壳的动
力响应。通过将圆锥壳分段并近似为小圆柱壳，然后
确定每一小段圆柱的流体载荷。曹雄涛等［9］研究了简
支边界条件下正交铺设层合锥壳的声辐射理论模型。
锥壳的位移利用波传播法和 Galerkin 法求解。通过将
圆锥壳划分为多个小段圆柱来叠加成锥壳的远场声辐

射。Luo等［10］将一个锥形海底山峰进行了分段，每个
小锥段近似圆柱，并分析了圆锥山峰在偏置声源作用

下的三维声传播和散射特性。
综上所述，国内外对各向同性圆锥壳在简支边界

条件下的固有振动研究较为广泛，而针对正交各向异

性圆锥壳在不同边界条件下的振动和声辐射特性的研

究较少。本文采用波传播法和 Galerkin 法对截顶正交
各向异性圆锥壳在两端简支和固支边界条件下的固有

频率和远场声压进行了对比研究。为验证理论模型的
正确性，本文将两种边界条件下圆锥壳的固有频率值

同已有文献的结果进行了对比; 同时，采用有限元和边

界元相结合的数值模拟方法，对圆锥壳的远场声压进

行了对比验证。

1 数学模型

图 1 所示为一个薄壁截顶正交各向异性圆锥壳。
α是圆锥的半顶角; L1 和 L 分别是圆锥体小端母线方
向和大端母线方向的长度; r1 和 r2 分别是圆锥壳小端
和大端的半径; h 是壳体厚度; E1 和 E2 分别为母线方

向和圆周方向的弹性模量; u，v和 w分别是壳体中面在
母线方向 x，圆周方向 θ和法线方向 z的位移。F( x，θ)
为作用在壳体中面的简谐点激励。

图 1 正交各向异性圆锥壳坐标系
Fig． 1 The coordinates of an orthotropic conical shell

1． 1 基本方程
基于经典的 Ｒeissner 薄壳理论［11］，正交各向异性

圆锥壳的运动方程可以写为:

L11 L12 L13

L21 L22 L23

L31 L32 L











33

u
v







w

=
Fx

Fθ

Fz － p











a

( 1)

式中 Fx，Fθ，Fz和 pa 分别是作用在 x，θ和 z方向上的表

面力载荷和作用于锥壳表面法向的空气载荷。
Lij ( i，j = 1，2，3) 为微分算子，表示如下:

L11 = － K11
2

x2
－
K11

x

x

+
K22

x2
－

K66

x2 sin2α
2

θ2
+ ρh 

2

t2

L12 =
K22 + K( )

66

x2 sinα

θ

－
K12 + K( )

66

xsinα
2

xθ

L13 = －
K12

xtanα

x

+
K22

x2 tanα

L21 = －
K12 + K( )

66

xsinα
2

xθ
－

K22 + K( )
66

x2 sinα

θ

L22 = － K22

x2 sin2α
+

D22

x4 sin2α tan2( )α 2

θ2
+

D66

x3 tanα
－
K66( )x


x

+
K66

x2
－

K66 +
D66

x2 tan2( )α 2

x2
+ ρh 

2

t2
( 2)

L23 = －
K22

x2 sinαtanα

θ
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D22

x3 sinαtanα
2
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式中 ρ 为材料的体积密度。薄膜刚度和弯曲刚度分
别为:

K11 =
E1h
( 1 － μ12μ21 )

， K22 =
E2h
( 1 － μ12μ21 )

K12 = K21 =
μ12E2h
( 1 － μ12μ21 )

， K66 = G12h

D11 =
E1h

3

12( 1 － μ12μ21 )
， D22 =

E2h
3

12( 1 － μ12μ21 )

D12 = D21 =
μ12E2h

3

12( 1 － μ12μ21 )
， D66 =

G12h
3

12

( 3)

式中 E1，E2，G12，μ12和 μ21为正交各向异性圆锥壳的弹

性常数。
圆锥壳两端简支边界条件( S － S) 为:

001 振 动 与 冲 击 2016 年第 35 卷



v = 0，w = 0 ，Nx = 0，Mx = 0，x = L1，L ( 4)

对于稳态振动，时间因子 e － jωt可略去不写; 采用波

传播的形式，对应的位移场可写为［6，9］，

us ( x，θ) = ∑
1

ε = 0
∑
∞

m
∑
∞

n
Us

mnεcos［km ( x －

L1) ］cos nθ + επ( )2

vs ( x，θ) = ∑
1

ε = 0
∑
∞

m
∑
∞

n
Vs

mnεsin［km ( x －

L1) ］sin nθ + επ( )2

ws ( x，θ) = ∑
1

ε = 0
∑
∞

m
∑
∞

n
Ws

mnεsin［km ( x －

L1) ］cos nθ + επ( )2

( 5)

式中 km =mπ / ( L － L1 ) 是母线方向的波数; ε = 0( 或 1)
表示反对称( 或对称) 模态; m 和 n 分别表示母线和圆
周方向的波数; 上标 s表示简支边界条件( 下同) 。
圆锥壳两端固支边界条件( C － C) 为:

u = 0，v = 0，w = 0，w
x

= 0，x = L1，L ( 6)

对应的位移场可写为［6，9］

uc ( x，θ) = ∑
1

ε = 0
∑
∞

m
∑
∞

n
Uc

mnεsin［km ( x － L1) ］cos nθ + επ( )2

vc ( x，θ) = ∑
1

ε = 0
∑
∞

m
∑
∞

n
Vc

mnεsin［km ( x － L1) ］sin nθ + επ( )2

wc ( x，θ) = ∑
1

ε = 0
∑
∞

m
∑
∞

n
Wc

mn {ε sinh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－

sin λm ( x － L1 )
L － L( )

1

+ γ [m cosh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－

cos λm ( x － L1 )
L － L( ) ] }

1

cos nθ + επ( )2
( 7)

式中上标 c 表示固支边界条件( 下同) ，λm 和 γm 应满

足下面的条件:

cosλmcoshλm = 1，γm =
sinhγm － sinλm

cosλm － coshλm

( m = 1，2，…) ( 8)
由于方程( 1) 是一组变系数的偏微分方程，无法用解析
法来求解，因此，采用加权积分的 Galerkin方法来求解，

∫θ∫x ( L11u + L12v + L13w － Fx ) δudxdθ = 0

∫θ∫x ( L21u + L22v + L23w － Fθ ) δvdxdθ = 0

∫θ∫x ( L31u + L32v + L33w + pa － Fz ) δwdxdθ = 0

( 9)

1． 2 空气载荷的作用
Helmholtz方程在锥壳的正交曲线坐标系中是不能

用分离变量法来处理的。因此，一个分段加载方法来

近似圆锥壳的空气载荷［9］，如图 2 所示。

图 2 圆锥壳的划分
Fig． 2 Segments of conical shell

空气中的声压满足柱坐标系下的 Helmholtz方程:
"2p + k20p = 0 ( 10)

式中: 波数 k0 为 ω / c0，ω 是角频率，c0 是空气中的声
速。Laplace算子为:

"2 = 1
z2
2

θ2
+ 1

z

z z 

( )z + 
2

x2
( 11)

第 j个圆锥段( 近似为圆柱段) 与空气间的边界条
件为［9，12］:

p
z z = rj

= ω2ρ0w( x，θ) ( 12)

式中 ρ0 为空气密度。将方程( 10) ，( 12) 和方程组( 5 )
或( 7) 的第三个方程联立起来，运用 Sommerfeld 远场辐
射条件，就得到了第 j个圆柱壳在简支和固支边界下的
空气载荷作用 ps

aj和 pc
aj :

ps
aj ( x，θ，rj ) = ∑

1

ε = 0
∑
∞

n = 0
∑
∞

m = 1

ω2ρ0W
s
mnε

krH
( 1)
n '( krrj )

H( 1)n ( krrj ) ×

sin［km ( x － L1) ］cos nθ + επ( )2
( 13)

pcaj ( x，θ，rj ) =∑
1

ε = 0
∑
∞

n = 0
∑
∞

m = 1

ω2ρ0W
c
mnε

krH
( 1)
n '( kr rj )

H( 1)n ( kr rj )

{
×

sinh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－ sin λm ( x － L1 )
L － L( )

1

+ γ [m cosh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－

cos λm ( x － L1 )
L － L( ) ] }

1

× cos nθ + επ( )2
( 14)

式中: H( 1)n 是 n阶第一类 Hankel 函数，阶次为 n。rj 是
第 j段圆柱壳的半径; x大于 Lj 且小于 Lj + 1，Lj 和 Lj + 1是

第 j段圆柱壳两端在母线 x 方向上的坐标。这些参数
如图 2 中所示，空气载荷逐段加载。
如果圆锥壳被划分为 s段圆柱壳，圆锥壳的空气载

荷 pa 由 s段以方程( 13 ) 或( 14 ) 的形式表示的空气载
荷组成。运用方程( 13 ) 或( 14 ) ，则空气载荷在方程
( 9) 中的作用 ps

amnε或 pc
amnε可以分别写为:

ps
amnε = ∑

s

j = 1
∫
Lj+1

Lj

ω2ρ0W
s
mnε

krH
( 1)
n '( krrj )

H( 1)n ( krrj ) ×

sin2［km ( x － L1) ］dx

( 15)
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pc
amnε = ∑

s

j = 1
∫
Lj+1

Lj

ω2ρ0W
c
mnε

krH
( 1)
n '( krrj )

H( 1)n ( krrj ) ×

sinh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－ sin λm ( x － L1 )
L － L( ){

1

+

γm cosh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－ cos λm ( x － L1 )
L － L( )[ ] }

1

2

dx

( 16)

1． 3 正交各向异性圆锥壳的声辐射求解
通过求解方程( 9) ，可得到空气载荷作用下的圆锥

壳的动力响应。圆锥壳的远场声辐射可以通过在波数
域求解得到。
1． 3． 1 空气加载下的圆锥壳的振动
将位移场函数方程组( 5 ) 或( 7 ) 代入方程组( 9 ) ，

假设圆锥壳只受径向点激励 Fz 的作用，其幅值为 Fzj，

得到:

C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C








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Umnε
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

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( 17)

式中简支和固支条件下的 Fz 分别为，

Fs
z = Fs

zjsin［km ( xj －

L1) ］cos nθ j +
επ( )2 ( εnxjsinα) ( 18)

Fc
z = Fc

zj sinh λm ( xj － L1 )
L － L( )

1

－ sin λm ( xj － L1 )
L － L( ){

1

+

γm cosh λm ( xj － L1 )
L － L( )

1

－ cos λm ( xj － L1 )
L － L( )[ ] }

1

×

cos nθ + επ( )2
/ ( εnxjsinα) ( 19)

式中( xj，θ j ) 是激励点坐标。当 n = 0 时，εn 为 2π; 否
则，εn 为 π。这里的系数 Cij ( i，j = 1，2，3 ) 是非常复杂
的表达式，涉及到频率、材料弹性常数和几何参数。附
录中仅给出了简支边界条件下 C11的表达式。通过求
解方程( 17) 左边的行列式问题，可以得到圆锥壳在真
空中的固有频率和在空气中的固有频率［11］。求解方程
( 17) ，可得到圆锥壳的径向位移幅值，

Wmnε =

C11 C12

C21 C22

Fz

det( C) ( 20)

1． 3． 2 波数域内的远场声压
圆锥壳的声辐射可通过将圆锥壳分割成的各段圆

柱壳的声辐射声压叠加而成，每一个圆柱壳段的两端

都假定有无限长圆柱障板，圆锥壳的远场声压将在波

数域推导。
傅里叶变换定义为，

f
～
( k) = ∫

+∞

－∞
f( x) e－ikxdx ( 21)

逆变换为，

f( x) = 1
2π ∫

+∞

－∞
f
～
( k) eikxdk ( 22)

对方程( 10) 中的 x做傅里叶变换，得到
1
z2
2

θ2
+ 1

z

z z 

( )z + ( k20 － k2[ ]) 槇pja = 0 ( 23)

式中 p用 pja来代替，表示由第 j 段圆柱壳引起的声压。

槇pja是 pja的傅里叶变换。满足 Sommerfeld辐射条件的远
场声压，方程( 23) 的解可以写为［13］:

槇pja ( k，θ，z) =

∑
1

ε = 0
∑
∞

n = 0
AnεH
( 1)
n ( k20 － k槡 2 z) cos nθ + επ( )2

( 24)

式中: H( 1)n 是 n阶第一类 Hankel 函数。对方程( 12 ) 中
的 x进行傅里叶变换，得到

∑
1

ε = 0
∑
∞

n = 0
k20 － k槡 2AnεH

( 1) 'n ( k20 － k槡 2 rj )

cos nθ + επ( )2
= ω2ρ0 槇w

j ( k，θ) ( 25)

式中 槇wj ( k，θ) 是 wj ( x，θ) 的傅里叶变换。wj ( x，θ) 代替
w( x，θ) ，表示第 j 个圆柱段的径向位移。由位移方程
( 5) 或( 7) 的第三个式子，得到

wj ( x，θ) = ∑
1

ε = 0
∑
∞

n
wj

nε ( x) cos nθ + επ( )2
( 26)

式中: 根据简支或固支边界条件，wj
nε ( x) 分别定义为:

wjs
nε ( x) = ∑

∞

m
Ws

mnεsin［km ( x － L1 ) ］，

( Lj ≤ x≤ Lj+1 ) ( 27)

wjc
nε ( x) =

∑
∞

m
Wc

mnε sinh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－ sin λm ( x － L1 )
L － L( ){

1

+

γm cosh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－ cos λm ( x － L1 )
L － L( )[ ] }

1

( Lj ≤ x≤ Lj+1 ) ( 28)
对方程( 26) 分别在简支和固支边界条件下的径向

位移进行分段后的傅里叶变换，则 槇wj ( k，θ) 可表示为

槇wj ( k，θ) = ∑
1

ε = 0
∑
∞

n
槇wj
nε ( k) cos nθ + επ( )2

( 29)

式中: 简支和固支条件下的 槇wj
nλ ( k) 分别为:

槇wjs
nε ( k) = ∫

Lj+1

Lj
wjs

nε ( x) e
－ikxdx =

∫
Lj+1

Lj
∑
∞

m
Ws

mnεsin［km ( x － L1) ］e
－ikxdx ( 30)

槇wjc
nε ( k) = ∫

Lj+1

Lj

wjc
nε ( x) e

－ikxdx =

∫
Lj+1

Lj

∑
∞

m
Wc

mnε sinh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－ sin λm ( x － L1 )
L － L( ){

1

+

γm cosh λm ( x － L1 )
L － L( )

1

－ cos λm ( x － L1 )
L － L( )[ ]

1

e －ikxdx ( 31)
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方程( 30) 和( 31) 的积分变换很容易获得。联立方
程( 25) 和( 29) ，得到

Anε =
ω2ρa 槇w

j
nε ( k)

k20 － k槡 2H( 1)n (' k20 － k槡 2 r )j

( 32)

将方程( 32) 代入( 24) ，并对方程( 24 ) 进行傅里叶
逆变换可得

pja ( x，θ，z) =

1
2π ∫

+∞

－∞
∑
1

ε = 0
∑
∞

n = 0

ω2ρ0 槇w
j
nε ( k) H

( 1)
n ( k20 － k槡 2 z)

k20 － k槡 2H( 1)n '( k20 － k槡 2 rj )
×

cos nθ + επ( )2
eikxdk ( 33)

利用大参数渐进表示和稳相法［13］，远场声压 pja能

够在球坐标中表示为( 稳相点 k = k0cosθ)

pja ( Ｒ，θ，) =
ω2ρ0e

ik0Ｒ

πk0Ｒsinθ
×

∑
1

ε = 0
∑
∞

n = 0

槇wj
nε ( k0cosθ)

H( 1)n '( k0 rjsinθ)
cos n + επ( )2

( － i) n+[ ]1 ( 34)

式中 Ｒ是原点到远场点的距离，θ是方向角，是极角，
如图 2 所示。圆锥壳辐射的远场声压 pa ( Ｒ，θ，) 表
示为［9，12］

pa ( Ｒ，θ，) =
ω2ρ0e

ik0Ｒ

πk0Ｒsinθ ∑
s

j = 1
∑
1

ε = 0
∑
∞

n = 0

槇wj
nε ( k0cosθ)

H( 1)n '( k0 rjsinθ
[ )

×

cos n + επ( )2
( － i) n+ ]1 ( 35)

式中 s表示圆锥壳的分段数。声压级( SPL) 定义为:

SPL = 20Lg pa

p( )
0

( 36)

式中 p0 是参考声压 2． 0 × 10 －5Pa。
弹性结构中心到流体区域最外层边界的距离 Ｒ0

所满足的远场条件为［14 － 15］:

Ｒ1 ＞ D2

λ
，高频限制 D = ( L － L1 )

Ｒ2 ＞ ( 5 ～ 10) λ，低频限制

( 37)

式中，Ｒ0 取 Ｒ1 和 Ｒ2 中的最大值。在实际计算中，Ｒ0 =
5λ即可满足工程计算精度的需要。

2 模型有效性验证

2． 1 固有振动验证
令本模型中的 E1 = E2，则正交各向异性圆锥壳近

似为各向同性圆锥壳。将计算得到的无量纲频率参数
同 Lam［6］的结果进行比较。无量纲频率定义为:

ωc = r2ω ρ( 1 － μ12μ21 ) /E槡 1 ( 38)
各向同性圆锥壳的参数为 m = 1，h / r2 = 0． 01，μ =

0． 3，( L － L1 ) sinα / r2 = 0． 25。表 1 和表 2 分别给出了
圆锥壳在简支和固支边界条件下的无量纲频率的对比

结果。

表 1 简支圆锥壳无量纲频率 ωc

Tab． 1 Nondimensional frequency ωc of conical
shell with simply-supported boundary condition

周向
波数 n

α = 30°
本文 Lam［6］

α = 45°
本文 Lam［6］

α = 60°
本文 Lam［6］

2 0． 842 0 0． 842 0 0． 765 5 0． 765 5 0． 634 8 0． 634 8
3 0． 737 7 0． 737 6 0． 721 3 0． 721 2 0． 623 8 0． 623 8
4 0． 636 3 0． 636 2 0． 673 9 0． 673 9 0． 614 5 0． 614 5
5 0． 552 9 0． 552 8 0． 632 3 0． 632 3 0． 611 0 0． 611 1
6 0． 495 2 0． 495 0 0． 603 5 0． 603 5 0． 617 0 0． 617 1
7 0． 466 4 0． 466 1 0． 592 0 0． 592 1 0． 634 8 0． 635 0
8 0． 466 3 0． 466 0 0． 599 9 0． 600 1 0． 665 7 0． 666 0
9 0． 492 1 0． 491 6 0． 627 2 0． 627 3 0． 709 7 0． 710 1

表 2 固支圆锥壳无量纲频率 ωc

Tab． 2 Nondimensional frequencyωc of conical shell
with clamped-supported boundary condition

周向
波数 n

α = 45°
本文 Lam［6］

α = 60°
本文 Lam［6］

1 0． 846 9 0． 845 2 0． 645 1 0． 644 9
2 0． 685 0 0． 680 3 0． 558 5 0． 556 8
3 0． 558 7 0． 555 3 0． 482 6 0． 481 8
4 0． 474 4 0． 477 8 0． 432 7 0． 436 1
5 0． 433 9 0． 439 5 0． 419 4 0． 420 2

从表 1 和表 2 中的数据对比可以看出，当前给出
的结果同 Lam［6］给出的结果吻合的很好。
为验证空气载荷对圆锥壳固有频率的影响，表 3

给出了简支条件下各向同性圆锥壳在真空中和空气中

的无量纲频率的对比。从表 3 中可见，由于空气载荷
的作用，圆锥壳的固有频率有所下降，但通过与真空中

的频率对比可以看出，空气载荷对圆锥壳动态特性的

影响极小，在实际工程中可以不予考虑。

表 3 真空中和空气中简支圆锥壳的无量纲频率 ωc 对比

Tab． 3 Comparison of Nondimensional frequency ωc

for conical shell with vacuum and air

周向
波数 n

α = 30°
真空 空气

α = 45°
真空 空气

α = 60°
真空 空气

2 0． 842 0 0． 842 0 0． 765 5 0． 765 5 0． 634 8 0． 634 4
3 0． 737 7 0． 737 7 0． 721 3 0． 721 2 0． 623 8 0． 623 4
4 0． 636 3 0． 636 3 0． 673 9 0． 673 8 0． 614 5 0． 614 1
5 0． 552 9 0． 552 7 0． 632 3 0． 631 6 0． 611 0 0． 610 7
6 0． 495 2 0． 494 7 0． 603 5 0． 603 1 0． 617 0 0． 616 7
7 0． 466 4 0． 466 1 0． 592 0 0． 591 7 0． 634 8 0． 634 6
8 0． 466 3 0． 466 2 0． 599 9 0． 599 7 0． 665 7 0． 665 4
9 0． 492 1 0． 491 9 0． 627 2 0． 627 0 0． 709 7 0． 709 4

2． 2 声辐射验证
为验证声辐射模型的有效性，本节采用有限元与

边界元相结合的数值方法获得圆锥壳的远场声压，并
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同理论模型做对比。
圆锥壳的边界条件为两端简支，圆锥的小端和大

端的半径分别为 r1 = 0． 6 m 和 r2 = 0． 8 m; L1 和 L 分别
为 1． 2 m和 1． 6 m; 圆锥壳的厚度 h和半顶角 α分别为
0． 005 m和 30°。圆锥壳的材料参数为: E1 = E2 = 210
GPa，μ12 = 0． 3，ρ = 7 800 kg /m3 和结构阻尼 η = 0． 01。

空气密度 ρ0 = 1． 21 kg /m3 ; 声速 c0 = 340 m /s。
首先对声压级的收敛性进行检验。根据式( 37 ) ，

可取远场距离 Ｒ0 为 10 m。声场的指向性场点定义在
一个随 变化的圆上，由 Ｒ0 = 10 m，这个圆定义为［9］

Ｒ = ( ( L1 + L) cosα) 2 /4 + ( 10 + ( L1 + L) sinα /2)槡 2 =
10． 82 m，极角 θ = atan( ( 20 + ( L1 + L) sinα) / ( ( L1 + L)
cosα) ) = 83． 5°。单位法向力位于圆锥壳的中面( ( L1

+ L ) /2，0 ) 处。声场的参考点 Q 位于球坐标下的
( 10． 82，83． 5°，0°) 。图 3 给出了分段数 s，波数 m 和 n
对声压级收敛性的影响。可以看出，在计算频率段内，
当分段数 s = 4，波数 m = 10，n = 10 时，声压级就已经收
敛的很好了。

图 3 圆锥壳声压级的收敛性
Fig． 3 SPL convergence for conical shell

图 4 为在商用软件 VA One中，采用有限元和边界
元相结合的方法建立的圆锥壳的声辐射模型。

图 4 圆锥壳声辐射的有限元 /边界元模型
Fig． 4 FEM /BEM model for the
acoustic radiation of conical shell

图 5 为声压级的理论解与数值仿真解的对比，可
见在整个计算频率带内，二者整体吻合的较好。

图 5 声压级的理论解与数值仿真解的对比
Fig． 5 A comparison for the sound pressure level
between the theoretical and numerical solution

3 数值算例和讨论

3． 1 不同边界条件下圆锥壳的固有频率的对比研究
通过对简支和固支边界条件下的正交各向异性圆

锥壳的频率参数的对比研究，得到两种边界条件下圆

锥壳固有频率的变化特点。
圆锥壳体的正交各向异性复合材料参数为: E1 =

172． 5 GPa，E2 = E1 / r12，μ12 = 0． 25，η = 0． 01，ρ = 1 600
kg /m3。其中，弹性模量和泊松比的关系满足 E1μ21 =
E2μ12。圆锥壳的几何参数为: h / r2 = 0． 01，( L － L1 )

sinα / r2 = 0． 25。
图 6 ～ 8 给出了母线波数 m = 1 时，两种边界条件

下正交各向异性圆锥壳的频率随环向波数增大时的变

化特性。其中，对每个半顶角的圆锥壳，给出了几个不
同的弹性模量比组合，r12 = 25，5，1。随着 r12的减小，圆
锥壳的整体刚度增大，当 r12 = 1 时，圆锥壳近似为各向
同性圆锥壳。
在图 6 中，圆锥壳的半顶角 α = 5°，两种边界下的

圆锥壳的频率都是先减小后增大; 在 n = 0 和大周向波
数( n ＞ 11) 时，不同弹性模量比的圆锥壳在两种边界条
件下的频率之差都较小。对任意的弹性模量比率，当
0 ＜ n≤11时，固支圆锥壳的频率大于简支圆锥壳的频
率; 当 n = 4 时，两种边界条件下的圆锥壳的频率之差
最大。当 r12 = 5 和 r12 = 1 时，对于大周向波数( n ＞
11) ，简支圆锥壳的频率略大于固支圆锥壳的频率。
图 7 给出了两种边界条件下，半顶角 α = 30°的正

交各向异性圆锥壳的无量纲频率的对比。当 r12 = 25
和 r12 = 5 时，固支圆锥壳的固有频率明显大于简支圆
锥壳的固频率。对 r12 = 1，当周向波数较大时( n ＞
11) ，简支边界下的固有频率略大于固支边界下的固有
频率。
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图 6 两种边界下正交各向异性
圆锥壳的固有频率比较，α = 5°

Fig． 6 Comparison of nondimensional frequencies
for orthotropic conical shell with S-S
an C-C boundary conditions，α = 5°

图 7 两种边界下正交各向异性
圆锥壳的固有频率比较，α = 30°
Fig． 7 Comparison of nondimensional

frequencies for orthotropic conical shell with
S-S and C-C boundary conditions，α = 30°

图 8 两种边界下正交各向异性
圆锥壳的固有频率比较，α = 60°
Fig． 8 Comparison of nondimensional
frequencies for orthotropic conical shell

with S-S an C-C boundary conditions，α = 60°

图 8 给出了两种边界下，半顶角 α = 60°的正交各
向异性圆锥壳的固有频率的对比。可以看到，对任意
的弹性模量比率 r12，固支圆锥壳的频率都明显大于简
支圆锥壳的频率。
3． 2 不同边界条件下圆锥壳的远场声压的对比研究
采用上节中的正交各向异性圆锥壳来研究简谐激

励下圆锥壳的声辐射特性。为方便讨论，假设弹性模量
比 r12 =25。参照 2． 2节的方法，可设定远场距离 Ｒ0 = 50
m，单位法向力位于圆锥壳的中面( ( L1 + L) /2，0) 处。经
计算，可确定圆锥壳分段数 s =10，波数 m和 n都取到 20

时，不同半顶角下的圆锥壳的声压级可全部收敛。
图 9 ～ 11 给出了简支和固支边界条件的正交各向

异性圆锥的远场声压级的对比。
在图 9 可见，圆锥壳的半顶角为 5°时，由于在计算

频率范围内的模态密度较大，因此声压级曲线有较多

的波动，两条曲线的声压级在量级上相差不大。对简
支和固支边界条件，圆锥壳的一阶固有频率分别为 92
和 174 Hz，在图中可以看到，两条曲线在上述两个频率
处分别出现了第一个峰值。可观察到，在中高频段，固
支圆锥壳的声压级略大于简支圆锥壳的声压级。

图 9 半顶角为 5°的正交各向异性
圆锥壳在两种边界下的声压级比较

Fig． 9 Comparison of SPL for orthotropic
conical shell with S-S and C-C boundary
conditions for half cone angle α = 5°

图 10 半顶角为 30°的正交各向异性
圆锥壳在两种边界下的声压级的比较

Fig． 10 Comparison of SPL for orthotropic
conical shell with S-S and C-C boundary
conditions for half cone angle α = 30°

图 11 半顶角为 60°的正交各向异性
圆锥壳在两种边界下的声压级比较

Fig． 11 Comparison of SPL for orthotropic
conical shell with S-S and C-C boundary
conditions for half cone angle α = 60°

图 10 给出了半顶角为 30°的正交各向异性圆锥壳
在两种边界下的声压级的比较。对简支和固支边界条
件，圆锥壳的一阶固有频率分别为 378 和 535 Hz，两条
曲线在上述两个频率处分别出现了第一个峰值。而在
固支圆锥壳的一阶固有频率之前( 535 Hz) ，固支圆锥
壳的声压级小于简支圆锥壳的声压级。在大于固支
圆锥壳一阶频率的频率段，即 535 ～ 1 290 Hz，固支圆
锥壳的声压级明显高于简支圆锥壳的声压级。由于

两条曲线在 1 290 Hz 处交汇，在 1 290 ～ 1 600 Hz 频
率段，简支圆锥壳的声压级在整体上高于固支圆锥壳

的声压级。
在图 11 中，圆锥壳的半顶角 α = 60°，简支和固支

边界条件下圆锥壳一阶固有频率分别为 594 和 1 283
Hz。在 1 283 Hz之前的频率段，简支圆锥壳的声压级
整体上远大于固支圆锥壳的声压级。在 1 283 ～ 1 600
Hz的频率段，二者声压级的幅值相差很小。
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4 结 论

本文采用波传播法和 Galerkin 法研究了两端简支
和固支边界条件对正交各向异性截顶圆锥壳的振动和

声辐射特性的影响。通过与现有文献结果、以及有限
元和边界元数值结果的对比，验证了本文振动和声辐

射模型的正确性。通过数值算例，可得到以下结论:
( 1) 简支和固支边界条件对圆锥壳固有频率的影

响与圆锥壳的半顶角的大小以及母线与环向方向的弹

性模量比的大小相关。对于小半顶角的圆锥壳( α =
5°) ，当弹性模量比较小时( r12 = 5，1 ) ，在大周向波数
( n ＞ 11) 处，简支圆锥壳的频率略大于固支圆锥壳的频
率; 同时，在周向波数 n = 0 和大周向波数( n ＞ 11 ) 处，
两种边界条件下的圆锥壳的频率差很小。随着半顶角
的增大，两种边界条件下的频率差也随之增大。对于
大半顶角( α = 60°) 的圆锥壳，固支圆锥壳的固有频率
整体上都大于简支圆锥壳的固有频率。
( 2) 随着圆锥壳半顶角的增大，两种边界条件下的

圆锥壳的一阶固有频率之差也随之增大; 反映在远场

声压级曲线上，表现为两种边界条件下声压级曲线的

第一个峰值的距离随半顶角的增大而增大。对于小半
顶角( α = 5°) 的圆锥壳，两种边界条件的声压级的幅值
在整体上相差不大，在中高频段，固支圆锥壳的声压级

略大于简支圆锥壳的声压级。对于较大半顶角的圆锥
壳( α = 30°，60°) ，在小于固支边界条件下的圆锥壳的
一阶固有频率处，简支圆锥壳的声压级明显大于固支

圆锥壳的声压级。
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附录

简支边界条件下的矩阵系数 C11

C11 =
K11 k

2
m ( L － L1 )
2 +

K11 kmcos( 2kmL1 )
2 ［Si( 2kmL) － Si( 2kmL1) ］－

K11 kmsin( 2kmL1 )
2 ［Ci( 2kmL) － Ci( 2kmL1) ］+

K22

2
L － L1

LL1
+

K22 cos( 2kmL1 )
2 －

cos( 2kmL)
L － 2kmSi( 2kmL[ ) +

cos( 2kmL1 )
L1

+ 2kmSi( 2kmL1 ]) +

K22 sin( 2kmL)
2 －

sin( 2kmL)
L + 2kmCi( 2kmL[ )

+
sin( 2kmL1 )

L1
－ 2kmCi( 2kmL1 ]) +

K66n
2

2 sin2α
L － L1

LL1
+

K66n
2 cos( 2kmL1 )

2 sin2α －
cos( 2kmL)

L － 2kmSi( 2kmL[ ) +

cos( 2kmL1 )
L1

+ 2kmSi( 2kmL1 ]) +

K66n
2 sin( 2kmL1 )

2 sin2α －
sin( 2kmL)

L + 2kmCi( 2kmL[ ) +

sin( 2kmL1 )
L1

－ 2kmCi( 2kmL1 ]) －
( L － L1 ) ρhω

2

2

式中: Si( x) = ∫
x

0

sin( t)
t dt ，Ci( x) = － ∫

x

0

cos( t)
t dt
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