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摘要：利用多值半流方法研究三维有界区域上Navier-Stokes方程的全局吸引子, 证得了
多值半流的一些性质, 并将这些性质应用于三维Navier-Stokes方程, 得出了弱解的几种
全局吸引子. 从而表明在三维情形, 通过多值半流来研究Navier-Stokes方程的全局吸引
子是可行的.
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1 引引引言言言

Banach空间中的非线性算子半群理论是研究无穷维动力系统的定性行为的重要的数学工
具. 应用这种理论, 在过去几年中, 得到了关于发展微分方程的吸引子的许多结论[1-2]. 然而, 这
种理论不能应用到解不唯一的一类初-边值问题, 例如三维Navier-Stokes方程. 为了对诸如这类
的微分方程系统进行定性分析, 将一般的半群理论拓展到多值半群理论是非常必要的. 为此, 产
生了多值动力系统理论.

目前, 多值动力系统理论已经被应用到一些发展方程中去[3-4]. 1998年, Melnik[3]定义了多

值半流理论, 并将其应用到某类微分包含动力系统中, 这类动力系统当初值给定时解不唯一. 二
维Navier-Stokes方程的全局吸引子的存在性无论是在有界还是无界区域上、自治还是非自治
情形都已经得到解决[5-6]. 近几年, 有一些关于三维Navier-Stokes方程的弱解的渐进行为的研
究[7-10]. 三维情形有两个困难需要克服, 一方面, 尚不清楚三维Navier-Stokes方程的弱解是否唯
一; 另一方面, 也是主要问题, 即缺乏弱解关于时间的连续性, 直至现在, 只证明了弱解在相空间
的弱拓扑下关于时间连续.

本文介绍了多值半流的基本概念, 更进一步地讨论了多值半流的一些具体性质, 并利用这
些性质讨论了三维有界区域上自治Navier-Stokes方程的几个全局吸引子.

2 多多多值值值半半半流流流的的的基基基本本本概概概念念念

设X是一个完备的度量空间. R+ = [0,+∞), P (X), β(X), C(X)分别表示X的所有非空、

非空有界、非空闭集.
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定定定义义义 2.1[3] 映射G : R+ ×X → P (X)称为是一个多值半流, 若下列条件成立:
(1) G(0, ·) = I是恒等映射;
(2) G(t1 + t2, x) ⊂ G(t1, G(t2, x)),∀x ∈ X, ∀t1, t2 ∈ R+.

记G(t, B) = ∪x∈BG(t, x), B ⊂ X. 更近一步, 若G(t1, G(t2, x)) ⊂ G(t1 + t2, x), 则称G为严格多

值半流.
对每个M ⊂ X, 记γ+

t (M) = ∪τ≥tG(τ, M), γ+(M) = γ+
0 (M) = ∪τ≥0G(τ, M), 对任一有界

集B ⊂ X, 定义B的ω极限集为ω(B) = ∩t≥0γ
+
t B = ∩t≥0∪τ≥tG(τ, B).

引引引理理理 2.1[3] 集合ω(B)由所有收敛序列{ξn}的极限组成, 这里ξn ∈ G(tn, B), tn →∞.
定定定义义义 2.2[3] 若t → ∞时, dist(G(t, B), A) → 0, 则称A ⊂ X吸引B. M称为是G的吸引集,

若M吸引X中的每个有界集B.
定定定义义义 2.3[3] 称集合A为多值半流G(t, ·)的一个全局吸引子, 若它满足下列条件:
(1) A是负-半不变集, 即A ⊂ G(t, A),∀t ∈ R+;
(2) A吸引每个有界集B ⊂ X, 即∀B ∈ β(X), 有

dist(G(t, B), A) → 0 (1)

当t →∞时. 这里dist(C, A) = supc∈C infa∈A ‖ c− a ‖是Hausdorff半距离.
若对所有的t ≥ 0, A = G(t, A), 则称全局吸引子A是不变的. 若对任意满足(1)式的闭集Y ,

有A ⊂ Y , 则称A是最小的.
定定定义义义 2.4[3] 若对X中任一满足: 存在T (B) ∈ R+, 使得γ+

T (B)(B) ∈ β(X)的有界集B, 任一
序列ξn ∈ G(tn, B), 若当tn →∞时, {ξn}在X中是预紧的, 则称G(t, ·)是渐进上半紧的.

定定定义义义 2.5 若∀B ∈ β(X), 集合∪τ≥0G(τ, B)有界, 则称多值半流G是一致有界的.
定定定义义义 2.6 集合B0 ⊂ X称为是G的一致吸收集, 若∀B ∈ β(X), 均存在常数M = M(B), 使

得当t ≥ M时，G(t, B) ⊂ B0.

3 多多多值值值半半半流流流的的的一一一些些些具具具体体体性性性质质质

本节讨论多值半流的一些性质, 这些性质将在研究三维Navier-Stokes方程的吸引子时用到.
命命命题题题 3.1 若多值半流G(t, ·)是一致有界且在X中是渐进上半紧的,则∀B ∈ β(X), ω(B)是X

中的非空紧集.
证证证明明明 由于G(t, ·)是一致有界的, 故∀B ∈ β(X), 存在T (B) ∈ R+(事实上可取T (B) = 0), 使

得γ+
T (B)(B) ∈ β(X). 由G的渐进上半紧性和引理 2.1立得ω(B) 6= φ. 则ω(B)是紧集[3].
命命命题题题 3.2 假设多值半流G(t, ·)一致有界且在X中是渐进上半紧的,则对任一有界集B ⊂ X,

dist(G(t, B), ω(B)) → 0, t → +∞

证证证明明明 反证法. 假设存在某个有界集B ⊂ X, 使当t → +∞时, dist(G(t, B), ω(B))不收敛
于0. 则存在一个常数δ > 0, 序列{ξn}, ξn ∈ G(tn, B),{tn} ⊂ [0,+∞),使得

dist(ξn, ω(B)) ≥ δ, ∀n ∈ N (2)

另一方面, 由于G(t, ·)是一致有界的, 因此对任一有界集B⊂ X,γ+(B)为X中的有界集, 且由
于G(t, ·)是渐进上半紧的,因此我们可以抽取一子序列{ξn′},使得ξn′ → x,据引理 2.1, x ∈ ω(B),
这与(2)式矛盾！
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命命命题题题 3.3 (1) 对任意一致吸收集B1, B2 ⊂ X, ω(B1) = ω(B2);
(2) 对任意有界集B ⊂ X和任意一致吸收集B1 ⊂ X, ω(B) ⊂ ω(B1).
证证证明明明 (1) 假设B1, B2 ⊂ X是 G(t, ·)的两个一致吸收集. 根据一致吸收集的性质, 可知一定

存在某个t2 > 0, 使得B2
′ = G(t2, B2) ⊂ B1, 因此, ω(B2

′) ⊂ ω(B1). 另一方面

ω(B2) = ∩t≥0∪τ≥tG(τ, B2) ⊂ ∩t≥t2∪τ≥tG(τ, B2)

= ∩l≥0∪τ≥l+t2G(τ, B2) = ∩l≥0∪r≥lG(r + t2, B2)

⊂ ∩l≥0∪r≥lG(r,G(t2, B2)) = ∩l≥0∪r≥lG(r,B′
2) = ω(B′

2)

因此, ω(B2) ⊂ ω(B1). 同理, 可证ω(B1) ⊂ ω(B2).
(2) 对任意有界集B ⊂ X和任意一致吸收集B1 ⊂ X, 一定存在某个t2 > 0, 使得G(t2, B) ⊂

B1. 因此

ω(B) = ∩t≥0∪τ≥tG(τ, B) ⊂ ∩t≥t2∪τ≥tG(τ, B) = ∩l≥0∪τ≥l+t2G(τ, B)

= ∩l≥0∪r≥lG(r + t2, B) ⊂ ∩l≥0∪r≥lG(r,G(t2, B))

⊂ ∩l≥0∪r≥lG(r,B1) = ω(B1)

命命命题题题 3.4 假设多值半流G是渐进上半紧的, 且一致有界. G(t, ·) : X → C(X)是上半连
续的, 则对任意一致吸收集B, ω(B)是负半不变集, 即ω(B)⊂ G(t, ω(B)), 且它吸引任意有界
集B1 ⊂ X, 即ω(B)是多值半流G的一个全局吸引子.

证证证明明明 ω(B)是负半不变集的证明可参看文[3]. 现在, 我们证明ω(B)吸引任一有界集B1. 从
命题3.2推出, 对任意有界集B1 ⊂ X, dist(G(t, B1), ω(B1)) → 0, 当t → +∞时,又由命题3.3知,
ω(B1) ⊂ ω(B), 因此dist(G(t, B1), ω(B)) → 0,当t → +∞时, 即ω(B)吸引B1.

引引引理理理 3.1[3] 设多值半流G是渐进上半紧的. 假设∀t ∈ R+, G(t, ·) : X → C(X)是上
半连续的. 若∀B ∈ β(X),∃ T (B) ∈ R+, 使得γ+

T (B)(B) ∈ β(X), 则G具有全局吸引子A =
∪B∈β(X)ω(B).

引引引理理理 3.2[3] 设∀t ∈ R+, G(t, ·) : X → C(X)是一个上半连续映射. 若存在一个紧集K ⊂ X,
使得∀B ∈ β(X), 有dist(G(t, B),K) → 0, t → +∞, 则G具有全局紧吸引子A ⊂ K, 且它是吸引
每个B ∈ β(X)的最小闭集.

4 在在在三三三维维维Navier-Stokes方方方程程程中中中的的的应应应用用用

设Ω ⊂ R3是一个开有界集, 具有光滑边界. 对给定的µ > 0, 考虑下列Navier-Stokes方程




du

dt
− µ∆u + (u · ∇)u +∇p = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0

div u = 0

u|∂Ω = 0

u(x, τ) = uτ (x)

(3)

定义V = {u ∈ (C∞
0 (Ω))3 : div u = 0}, H = cl(L2(Ω))3V, V = cl(H1

0 (Ω)3)V, 这里clX表示在空

间X中的闭包. 众所周知, H, V均是可分的Hilbert空间, 且V ⊂ H = H∗ ⊂ V ∗, 且每个嵌入是连
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续的、稠密的, H∗, V ∗分别为H, V的对偶空间. 用(·, ·), | · |和((·, ·)), ‖ · ‖ 分别表示H和V中的内

积、范数. 〈·, ·〉表示V和V ∗间的对偶积. 对u, v, w ∈ V , 令

b(u, v, w) =
ˆ

Ω

3∑

i,j=1

ui
∂vj

∂xi
wjdx

则b是V上的三线性连续形式, 且b(u, v, v) = 0, 若u ∈ V, v ∈ (H1
0 (Ω))3. 对u, v ∈ V , 定

义B(u, v) ∈ V ∗为〈B(u, v), w〉 = b(u, v, w), 对所有的w ∈ V .
称函数u ∈ L∞(τ, T ;H) ∩ L2(τ, T ;V ), du

dt ∈ L1(τ, T ;V ∗)是(3)式在(τ, T )上的一个弱解, 若

d
dt

(u, v) + µ((u, v)) + b(u, u, v) = 〈f, v〉, ∀v ∈ V (4)

若引入线性算子A : V → V ∗,定义为〈Au, v〉 = ((u, v)),则(3)式可写为




du

dt
+ µAu + B(u, u) = f

u(τ) = uτ

(5)

在文[10]中, Kapustyan给出了假设条件(H)如下:
(H) 设f ∈ L2

loc([τ, +∞);H), 假设对任意的uτ ∈ V, 存在一个全局定义的弱解u(t), 使得对
任意的T > τ , 有‖ u(t) ‖(L4(Ω))3≤ F (‖ uτ ‖, τ, T ), 对所有的t ∈ [τ, T ]. 这里F是连续的, 对第一
个变量是非减的, 对第二个变量是非增的. 并证明了在假设(H)和f ∈ L2

loc([τ, +∞);H)成立的前
提下, (H)中给出的弱解满足

Vτ (u(t)) ≤ Vτ (u(s)) (6)

对所有的t ≥ s ≥ τ , 这里

Vτ (u(t)) =
1
2
|u(t)|2 + µ

ˆ t

τ
|∇u(r)|2dr −

ˆ t

τ
(f(r), u(r))dr

易看出(6)式即为能量不等式.
在假设(H)下, 有下列重要结论.
定定定理理理 4.1[10] 假设(H)和f ∈ L2

loc([τ, +∞),H).则对任意的uτ ∈ H, (3)式至少存在一个弱
解u(t), 使得

u(·) ∈ C([τ, +∞),H) (7)

定理4.1中(7)式说明, 若假设(H)成立且f ∈ L2
loc([τ, +∞);H), 则存在一个关于时间连续的全局

弱解. 这便克服了研究三维Navier-Stokes方程吸引子存在性的第二大困难.
现在假设f与时间t无关, f ∈ H,即自治情形, 取τ = 0.
为了克服三维Navier-Stokes方程弱解不唯一的问题, Kapustyan定义映射G : R+ × H →

P (H) G(t, u0) = {u(t) : u(·)是全局定义的使得(6)式成立的弱解, 满足u(0) = u0}.
从定理4.1知, 对每个(t, u0), G(t, u0)值非空. 文[10]中证明了G是一个严格多值半流.下面我

们试图求出多值半流G的几个吸引子.
首先, 注意到对任意的满足(6)式的弱解, 下面的估计成立[11]

|u(t)|2 ≤ e−νλ1t
[
|u(0)|2 − 1

ν2λ2
1

|f |2
]

+
1

ν2λ2
1

|f |2 (8)



第4期 宋雪丽 等: 多值半流理论及其在三维Navier-Stokes方程中的应用 741

对所有的t ≥ 0. 因此, 对H中任一有界集B ⊂ H, 存在T (B), 使得|u(t)|2 ≤ 1
ν2λ2

1
|f |2 + δ, 对所有

的t ≥ T (B), 这里δ > 0固定. 因此, 集合

B0 =

{
u ∈ H : |u(t)| ≤

√
1

ν2λ2
1

|f |2 + δ

}

是G的一个吸收集. 根据定义2.6,易证B0是G的一个一致吸收集.
从(8)式可看出, 对任意有界集B ⊂ H, 集合∪t≥0G(t, B)有界. 因此, G是一致有界的.
引引引理理理 4.1[3] 设当t > 0时, 映射G(t, ·) : X → P (X)是紧的, 即∀B ∈ β(X), G(t, B)在X中是

预紧的. 则G是渐进上半紧的.
命命命题题题 4.1 多值半流G是渐进上半紧的.
证证证明明明 由文[10]中引理14知, 当t > 0时, G(t, ·)是紧的. 又由引理4.1, 可证G是渐进上半紧的.
定定定理理理 4.2 ω(B0)是多值半流G的一个紧全局吸引子.
证证证明明明 因G是一致有界的, 且由命题4.1知, G是渐进上半紧的, 又由文[10]中推论13知,

当t ≥ 0时, G(t, ·)是上半连续的. 故根据命题3.4和命题3.1可知, ω(B0)是G的一个紧全局吸引子.
因此, 我们可写出一个紧全局吸引子A0的一般形式如下

A0 = ω(B0) = ∩t≥0∪τ≥tG(τ, B0) = ∩t≥0∪τ≥t ∪x∈B0 G(τ, x)

定定定理理理 4.3 多值半流G具有全局吸引子A1 = ∪B∈β(H)ω(B).
证证证明明明 由引理3.1, 命题3.3(1),(2)易推出: A1 = ∪B∈β(H)ω(B) = ω(B0).
定定定理理理 4.4 多值半流G具有全局紧不变吸引子A2 ⊂ ω(B0), 且它是吸引每个B ∈ β(H)的最

小闭集.
证证证明明明 应用引理3.2, 取K = ω(B0), 即可证存在一个全局紧吸引子A2⊂ ω(B0). 又G是一个

严格多值半流, 故∀x ∈ H, ∀t1, t2 ∈ R+, 有G(t1 + t2, x) = G(t1, G(t2, x)). 应用文[3]中注记8可
证A2 = G(t,A2),∀t ∈ R+, 即A2是不变的.
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Interval estimate of standard deviations proportion on two
uniform distribution population

ZHU Cheng-lian
(Department of Mathematics, Huaiyin Teacher,s College, Huaian 223300, China)

Abstract: For two uniform distribution U [a1, b1] and U [a2, b2], estimate of standard deviations’ proportion is

considered and interval estimate of standard deviations’ proportion is given.
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