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摘 要: 本文基于变分多尺度方法提出了非定常Navier-Stokes方程的一种稳定化方法，并利用一个与实

际误差等价的后验误差估计子，结合自适应算法，得到了非定常Navier-Stokes方程的自适应变

分多尺度稳定化方法。该方法简单、直观，且易于程序实现。数值算例验证了该方法的有效性。
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1 引引引言言言

有限元方法是Courant于 1943年首先提出。二十世纪 60年代，有限元方法的应用范围扩展
到了结构力学以外的领域，并建立了严格的数学理论基础，创立了相应的商业软件包。直到现

在，有限元方法已经形成了比较完备的理论体系，成为工程中应用最为广泛的数值方法。在采

用有限元方法求解具体问题时，其网格剖分的如何对计算结果的精度起着决定性的作用。正因

为如此，近年来出现了基于有效误差估计的自适应有限元方法。

自适应有限元方法的思想最早出现在 1978年，美国数学家Babuska等针对线性椭圆问题在
文献 [1]中提出了一种数学上严格的基于残值的误差估计技术，给出了误差的界限，并用局部
误差指标定义了最优网格。80年代以后，自适应有限元方法方面的研究成果很多[2-8]，发展极
为迅速。目前，自适应有限元方法有h-加密方法、p-改进方法、移动结点法、h-p法、r-p法
等。

本文基于文献 [7]中的变分多尺度方法的基础上，考虑由非泡函数扩充的分片线性有限元空
间，取线性有限元为粗尺度，非泡函数为细尺度，从而提出了Navier-Stoke方程的一种稳定化
方法。此外，结合文献 [5]中Berrone提出的自适应算法，我们给出了两个后验误差估计子，并
理论证明了其与实际误差的等价性。

本文内容安排如下：第二部分概括介绍了非定常Navier-Stokes方程的标准有限元解法；第
三部分介绍了非定常Navier-Stokes方程的变分多尺度方法及其稳定性；第四部分与第五部分
介绍了自适应算法以及后验误差估计子与实际误差的等价关系；第六部分给出了经典的方腔流

实验算例，从而说明了本文方法的有效性。

收稿日期: 2009-12-21. 作者简介: 穆保英 (1984年11月生)，女，硕士生. 研究方向：偏微分方程近代数值解.
∗基金项目: 国家自然科学基金 (10871156)；西安交通大学交叉学科项目基金 (2009xjtujc30).
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2 非非非定定定常常常Navier-Stokes方方方程程程的的的标标标准准准有有有限限限元元元解解解法法法

考虑非定常Navier-Stokes方程

∂tu− ν4u + (u · ∇)u +∇p = f, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∇ · u = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(·, 0) = 0, x ∈ Ω,

(1)

这里 ∂tu = ∂u
∂t，Ω是R2中的有界凸多边形区域，其边界 ∂Ω是Lipschtiz连续的，粘性系

数 ν > 0，时间T > 0，令速度u = (u1(x, t), u2(x, t))，压力 p = p(x, t)，外力 f = f(x, t) ∈
C0(0, T ; [L2(Ω)]2)。
首先，我们定义

H1
0 (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω) : v|∂Ω = 0

}
, L2

0(Ω) =
{

q ∈ L2(Ω) :
∫

Ω

q = 0
}

以及V = [H1
0 (Ω)]2, Q = L2

0(Ω)。记 (·, )，‖ · ‖分别为空间 [L2(Ω)]d, d = 1, 2上的L2-矢量
积与L2-范数，| · |1与 | · |2分别为空间V上的H1半范与H2半范。为了得到原问题 (1)的
标准有限元解法，我们把时间 (0, T )分成N个时间段，每个时间段记为 (tn−1, tn)，其步长
为 τn = tn − tn−1, 1 ≤ n ≤ N，其中 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T。为方便起见，记un =
u(·, tn)，pn = p(·, tn)，fn = f(·, tn)。我们在V × V × V 上定义三线性项

b(u, v, w) =
1
2
(
(u · ∇)v, w

)− 1
2
(
(u · ∇)w, v

)
,

且易知 b有下列重要性质[9]

b(u, v, w) = −b(u,w, v), ∀ u, v, w ∈ V,

|b(u, v, w)|+ |b(v, u, w)|+ |b(w, u, v)| ≤ c|u|1|v|2‖w‖,

∀ u ∈ V, v ∈ D(A) = [H2(Ω)]2 ∩ V, w ∈ [L2(Ω)]2,

那么原问题 (1)的变分形式为，求 (un, pn) ∈ V ×Q，对任意的 (v, q) ∈ V ×Q有

B0

(
[un, pn], [v, q]

)
= (ν∇un,∇v)− (pn,∇ · v) + (q,∇ · un)

= (fn, v)− (∂tu|t=tn , v)− b(un, un, v),

且B0([un, pn], [v, q])满足：存在一常数β，对任意的 (un, pn) ∈ V ×Q有

0 < β
( |un|1 + ‖pn‖ ) ≤ sup

(v,q)∈V×Q

B0

(
[un, pn], [v, q]

)

|v|1 + ‖q‖ . (2)

我们设 {Tn
h }h是第n个时间段区域Ω的标准有限元剖分，其所有内边界组成的集合记

为 εn
h，定义如下的有限元空间

V n
h =

{
vn

h ∈ V
⋂

[C0(Ω)]2 : vn
h |K ∈ [Pm(K)]2, ∀ K ∈ Tn

h

}
,

Qn
h =

{
qn
h ∈ Q

⋂
C0(Ω) : qn

h |K ∈ P l(K), ∀ K ∈ Tn
h

}
,
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其中P i(K)是次数 i ≥ 1的多项式构成的空间，记

hK = diam{K : K ∈ Tn
h }, h = max(hK), hE = {|E| : E ∈ εn

h}.

于是，我们得到了原问题 (1)的全离散变分形式，对任意的 n = 1, · · · , N, (vh, qh) ∈ V n
h ×Qn

h，

求 (un
h, pn

h) ∈ V n
h ×Qn

h使得

B1

(
[un

h, pn
h], [vh, qh]

)
+ b(un

h, un−1
h , vh) + b(un−1

h , un−1
h , vh)

= (fn, vh) + b(un−1
h , un−1

h , vh), (3)

这里

B1

(
[un

h, vh], [pn
h, qh]

)
=

( un
h − un−1

h

τn
, vh

)
+ (ν∇un

h,∇vh)− (pn
h,∇ · vh) + (qh,∇ · un

h).

众所周知，当我们采用低阶等次有限元对P1P1 (或Q1Q1)求解问题 (3)时，得到的解是不
稳定的。许多学者相继提出了多种稳定化方法[9-12]。下面我们就考虑用变分多尺度方法来求解
问题 (1)，以达到稳定化的目的，使其得到稳定解。

3 求求求解解解非非非定定定常常常Navier-Stokes方方方程程程的的的变变变分分分多多多尺尺尺度度度方方方法法法

利用原问题的离散变分形式求解稳定的数值解时，变分多尺度方法是一种常见的稳定化方

法。变分多尺度方法一般可以通过两个步骤来完成。

步骤1 把原问题的数值解分成两个部分，粗尺度部分与细尺度部分，相应的检验函数也分

成了两个部分，然后把检验函数的两个尺度部分分别代入到原问题的离散变分形式中，这样原

问题的离散变分问题化成了两个问题，粗尺度问题与细尺度问题；

步骤2 从步骤 1中的细尺度问题中求得数值解的细尺度部分与粗尺度部分的关系，然后把
这一关系代入到粗尺度问题中，从而使问题得到了解决。

类似于文献 [7]中的方法，假设细尺度部分关于时间 t是分片常数，我们可以得到原问

题 (1)的变分多尺度方法，对任意的 (vh, qh) ∈ V n
h ×Qn

h，求 (un
h, pn

h) ∈ V n
h ×Qn

h使得

( un
h − un−1

h

τn
, vh

)
+ B2

(
[un

h, pn
h], [vh, qh]

)
+ b(un

h, un−1
h , vh) + b(un−1

h , un
h, vh)

=
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

(
fn +

un−1
h

τn
,∇qh

)
K

+ (fn, vh) + b(un−1
h , un−1

h , vh), (4)

其中

B2

(
[un

h, pn
h], [vh, qh]

)
= ν(∇un

h,∇vh)− (pn
h,∇ · vh)

+
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

(un
h

τn
+∇pn

h,∇qh

)
K

+ (qh,∇ · un
h)

+
∑

E⊂εn
h

hE

12ν

(
[ν∂nun

h]E , [ν∂nvh]E
)
E

.



第2期 穆保英等：求解非定常Navier-Stokes方程的自适应变分多尺度方法 261

3.1 稳定性分析

定义如下范数

‖| un
h ‖|2h= ν|un

h|21 +
∑

E⊂εn
h

hE

12ν

∥∥ [ν∂nun
h]E

∥∥2

E
, ‖pn

h‖2h =
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν
|pn

h|21,K ,

我们得到下面的结论。

定理1 设 (V n
h , Qn

h)定义如上，对任意的 (un
h, pn

h) ∈ V n
h ×Qn

h, (un, pn), (v, q) ∈ V ×Q，存

在与h无关的常数 c和β，使得当h ≤ cτn时，有下列式子成立

B2

(
[un

h, pn
h], [un

h, pn
h]

)
=‖| un

h ‖|2h +‖pn
h‖2h +

∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

( un
h

τn
,∇pn

h

)
K

, (5)

∣∣ B2([un, pn], [v, q])
∣∣ ≤ c

( |un|1 + ‖pn‖ )( |v|1 + ‖q‖ )
, (6)

0 < β
( |un

h|1 + ‖pn
h‖

) ≤ sup
(vh,qh)∈V n

h ×Qn
h

B2([un
h, pn

h], [vh, qh])
|vh|1 + ‖qh‖ . (7)

证明 由B2的定义可知 (5)式成立。另外，我们有局部迹定理，存在与h无关的常数 c >

0，使得
‖v‖2E ≤ c2

( 1
hK

‖v‖2k + hK |v|21,K

)
, ∀ v ∈ [

H1(K)
]2

, (8)

由Schwarz不等式知

hE

12ν

(
[ν∂nun]E , [ν∂nv]E

)
E
≤ hE

12ν

∥∥ [ν∂nun]E
∥∥

E

∥∥ [ν∂nv]E
∥∥

E
,

而由逆不等式与 (8)式知

hE

12ν

∥∥ [ν∂nun]
∥∥2

E
≤ chE

12ν

(
h−1

K ‖ν∇un · n‖2K + hK |ν∇un · n|21,K

)

≤ cνhE

12hK
|un|21,K +

cνhE

12hK
|un|21,K ≤ cν

12
|un|21,K ,

所以
hE

12ν

(
[ν∂nun]E , [ν∂nv]E

)
E
≤ c|un|1,K |v|1,K .

由于h ≤ cτn，由Schwarz不等式及 ‖un
h‖ ≤ c|un

h|1知

h2
K

8ν

( un

τn
,∇q

)
K
≤ h2

K

8ν

∥∥∥ un

τn

∥∥∥
K
|q|1,K ≤ hK

8ντn
‖un‖K‖q‖K ≤ c|un|1,K‖q‖K ,

所以

∣∣ B2([un, pn], [v, q])
∣∣ = ν(∇un,∇v)− (pn,∇ · v) + (q,∇ · un

h) +
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

( un

τn
+∇pn,∇q

)
K

≤ ν|un|1|v|1 + ‖pn‖|v|1 + ‖q‖|un|1 +
∑

K∈T n
h

c
( |un|1,K‖q‖K + ‖pn‖K‖q‖K

)

≤ c
( |un|1 + ‖pn‖ )( |v|1 + ‖q‖ )

,
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即 (6)式得证。
最后，我们证明 (7)式成立。我们的目的是寻找一对 (vh, qh)，使得

B2

(
[un

h, pn
h], [vh, qh]

) ≥ c
( |un

h|1 + ‖pn
h‖

)( |vh|1 + ‖qh‖
)
.

首先，我们令 (vh, qh) = (−w, 0) (w待定)，利用Cauchy-Schwarz不等式，有

B2

(
[un

h, pn
h], [−w, 0]

)
= −ν(∇un

h,∇w) + (pn
h,∇ · w)−

∑

E⊂εn
h

hE

12ν

(
[ν∂nun

h]E , [ν∂nw]E
)
E

≥ −ν|un
h|1|w|1 −

∑

E⊂εn
h

hE

12ν

∥∥ [ν∂nun
h]

∥∥
E

∥∥ [ν∂nw]
∥∥

E
+ (pn

h,∇ · w)

≥ −
(

ν|un
h|21 +

∑

E⊂εn
h

hE

12ν

∥∥ [ν∂nun
h]

∥∥2

E

) 1
2
(

ν|w|21 +
∑

E⊂εn
h

hE

12ν

∥∥ [ν∂nw]
∥∥2

E

) 1
2

+(pn
h,∇ · w)

≥ (pn
h,∇ · w)− ‖| un

h ‖|h
(
ν|w|21 +

∑

E∈εn
h

hE

12ν

∥∥ [ν∂nw]
∥∥2

E

) 1
2
. (9)

由 (2)式知，对任意的 pn
h ∈ Qn

h，存在w ∈ V 使得 |w|1 = ‖pn
h‖，且 (∇ · w, pn

h) ≥ c|w|1‖pn
h‖。于

是，由上式及 (8)式与 (9)式，我们有

B2

(
[un

h, pn
h], [−w, 0]

) ≥ −√cν ‖| un
h ‖|h |w|1 + c|w|1‖pn

h‖

≥ −cνγ−1
1 ‖| un

h ‖|2h +(c− γ1)‖pn
h‖2, (10)

其中 γ1充分小 (待定)。我们取 (vh, qh) = (un
h − δw, pn

h)，δ ∈ R2 (待定)，由 (5)式与 (10)式知

B2

(
[un

h, pn
h], [vh, qh]

)

= B2

(
[un

h, pn
h], [un

h, pn
h]

)
+ δB2

(
[un

h, pn
h], [−w, 0]

)

≥ (1− δcνγ−1
1 ) ‖| un

h ‖|2h +δ(c− γ1)‖pn
h‖2 + ‖pn

h‖2h +
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

( un
h

τn
,∇pn

h

)
K

≥ ν(1− δcνγ−1
1 )|un

h|21 + δ(c− γ1)‖pn
h‖2 +

∑

K∈T n
h

h2
K

8ν
|pn

h|21,K +
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

( un
h

τn
,∇pn

h

)
K

.(11)

另一方面，由Cauchy不等式知

h2
K

8ν

( un
h

τn
,∇pn

h

)
K
≥ − h2

K

16ν(τn)2
‖un

h‖2K − h2
K

16ν
|pn

h|21,K .

由于 ‖un
h‖ ≤ c|un

h|1，则
h2

K

8ν

( un
h

τn
,∇pn

h

)
≥ − c

16ν
|un

h|21,K − h2
K

16ν
|pn

h|21,K .

由 (11)式知，只须 0 < γ1 < c，0 < δ < γ1|16ν2−c|
16cν3 ，有

B2

(
[un

h, pn
h], [vh, qh]

) ≥ ν
(

1− δcνγ−1
1 − c

16ν2

)
|un

h|21 + δ(c− γ1)‖pn
h‖2,
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我们取

c(ν) = min
{ ν

2

(
1− δcνγ−1

1 − c

16ν2

)
,

1
2
δ(c− γ1)

}
, c(δ) = 1 + δ,

则

B2

(
[un

h, pn
h], [vh, qh]

) ≥ c(ν)
( |un

h|21 + ‖pn
h‖2

)
.

另外，由于

|vh|1 + ‖qh‖ ≤ |un
h|1 + ‖pn

h‖+ δ|w|1 ≤ |un
h|1 + (1 + δ)‖pn

h‖ ≤ c(δ)
( |un

h|1 + ‖pn
h‖

)
,

取β = c(ν)
2c(δ)，则 (7)式得证。 证毕

4 自自自适适适应应应算算算法法法

在文献 [4-6]中，作者已经指出数值解的离散误差主要有两个来源，一个是空间离散产生的
误差，一个是时间离散产生的误差。为了较好的控制这两个误差来源，我们采用下面两种误差

估计子，并结合自适应算法，这样使我们的问题得到了较好的解决。

4.1 空间自适应

从前面的分析过程来看，我们发现空间离散误差主要来源于细尺度部分，也就是说uf是主

要的误差来源。另外，考虑到不可压缩性，我们引进下面空间局部的误差估计子

ηn
K =

[ h2
K

8ν

∥∥∥ fn
h −∇pn

h −
un

h − un−1
h

τn

∥∥∥
2

K

+
∑

E⊂∂K

hE

24ν

∥∥ [ν∂nun
h]E

∥∥2

E
+ ν

∥∥∇ · un
h

∥∥2

K

] 1
2
,

其中 fn
h 是 fn的分片常数逼近。我们定义 ξn =

√
ν|un

h|21 + ‖pn
h‖2。为了在每个时间段上得到合

适的网格剖分，我们采用均衡误差估计子的方法，即要求在每个单元上，都有下面的不等式成

立

(1− α1)2β2
1(ξn)2

NK
≤ (ηn

K)2, (12)

(ηn
K)2 ≤ (1 + α1)2β2

1(ξn)2

NK
, (13)

其中α1, β1是给定的常数，NK是网格剖分的单元总数，且α1 ∈ (0, 1]，称β1为空间上的

容忍误差。当某个时间段固定时，在每个单元上，我们要求 (12)式与 (13)式同时成立。
若 (ηn

K)2比 (12)式左端的下确界小时，我们需要放松网格，相反，若 (ηn
K)2比 (13)式右端的上

确界大时，我们加密网格。经过加密或放松网格后，我们在新的网格上求解问题 (4)，如此反
复下去，直到在每个单元上 (12)式与 (13)式都成立。
注 当β1减小时，网格剖分的单元总数增加，同时空间上解得精度也会提高。α1是用

来得到 (ηn
K)的上、下界的变量，当α1 = 1时，(ηn

K)无下界，网格剖分不会出现放松的情
形。α1, β1取值不同会导致计算结果的不同，在这里我们不考虑这种影响情况。

4.2 时间自适应

根据文献 [5]中的分析结果，我们采用以下时间局部的误差估计子

ηn
∇ =

√
ντn|un

h − un−1
h |21.
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同样，引进变量σn =
√

ντn|un
h|21，在每一时间段上，我们要求下列不等式成立

(1− α2)β2 ≤ ηn
∇

σn
≤ (1 + α2)β2, (14)

其中α2, β2是给定的常数，且α2 ∈ (0, 1]，β2为空间上的容忍误差。若当前的时间步长满

足 (14)式，我们将进行下一个时间步的计算，否则，根据 (14)式，我们需要增加或缩小时间步
长，直到在该时间段上 (14)式成立。我们同样也不讨论α2, β2取不同的值对计算结果的影响情

况。

5 整整整体体体误误误差差差估估估计计计子子子与与与实实实际际际误误误差差差的的的等等等价价价性性性证证证明明明

当 1 ≤ n ≤ N时，我们定义下列变量

en
1 =

∑

K∈T n
h

|un − un
h|21,K , en

2 =
∑

K∈T n
h

‖pn − pn
h‖2K ,

ηn =
√ ∑

K∈T n
h

(ηn
K)2 , en

3 =
√

τn(en
1 + en

2 ) ,

并定义整体误差估计子Hn与实际误差 en

Hn =

√√√√
n∑

m=1

(
τm(ηm)2 + (ηm

∇ )2
)

, en =

√√√√
n∑

m=1

(em
3 )2 .

我们有下面的结论成立。

定理2 设 (un
h, pn

h) ∈ V n
h ×Qn

h是问题 (4)的解，则

Hn ≤ c
{[ n∑

m=1

τm
∑

K∈T m
h

h2
K

(
‖fm − fm

h ‖2K + |um|21,K |um|22,K

+
∥∥∥um

h − um−1
h

τm
− ∂tu|t=tm

∥∥∥
2

K

)]
+ (en)2 +

n∑
m=1

τm|um − um−1|21
}1/2

, (15)

en ≤ c
{

(Hn)2 +
n∑

m=1

τm
∑

K∈T m
h

[ ∥∥∥um
h − um−1

h

τm
− ∂tu|t=tm

∥∥∥
2

K
+ h2

K‖fm − fm
h ‖2K

]

+
n∑

m=1

τm
[ |um|21|um|22 + h−2

( |um
h |21|um−1

h |21 + |um−1
h |41

)]}1/2

. (16)

证明 令

ϕEij
= λKi

λKj
/

∫

Eij

λKi
λKj

, qK = ∇ · um
h ,

wK =
∑

E⊂∂K

hE

24ν
ϕE [ν∂num

h ]E

− a(x)
{ h2

K

8ν

(
fm

h −∇pm
h − um

h − um−1
h

τm

)
K

+
∑

E⊂∂K

hE

24ν
[ν∂num

h ]EϕE

}
,
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这里，λK1 , λK2 , λK3是单元K的重心坐标，函数 a(x)定义如下

a(x) =





1, x ∈ K,

0, x ∈ ∂K.

从而我们得到

∫

K

wK = −h2
K

8ν

∫

K

(
fm

h −∇pm
h − um

h − um−1
h

τm

)
K

,

∫

E

wK =
hE

24ν
[ν∂num

h ]E , wK |K = −h2
K

8ν

(
fm

h −∇pm
h − um

h − um−1
h

τm

)
K

,

以及

(ηm
K )2 =

h2
K

8ν

∥∥∥fm
h −∇pm

h − um
h − um−1

h

τm

∥∥∥
2

K
+

∑

E⊂∂K

hE

24ν

∥∥[ν∂num
h ]E

∥∥2

E
+ ν‖∇ · um

h ‖2K

=
( um

h − um−1
h

τm
, wK

)
K
− (ν∇εm

1 ,∇wK)K + (εm
2 ,∇ · wK)K − (ν∇ · εm

1 , qK)K

+(fm − fm
h , wK)K − (∂tu|t=tm , wK)K − ((um · ∇)um, wK)K .

由 b的性质知

−(
(um · ∇)um, wK

)
K
≤ c|um|1,K |um|2,K‖wK‖K ,

所以

(ηm
K )2 ≤ c

[ ( |εm
1 |1,K + ‖εm

2 ‖K

)( |wK |1,K + ‖qK‖K

)

+
(
‖fm − fm

h ‖K +
∥∥∥um

h − um−1
h

τm
− ∂tu|t=tm

∥∥∥
K

+ |um|21,K |um|22,K

)
‖wK‖K

]
,

∑

K∈T m
h

τm(ηm
K )2 ≤ c

[
(em

3 )2 + τm
∑

K∈T m
h

h2
K

(
‖fm − fm

h ‖2K

+ |um|21,K |um|22,K +
∥∥∥um

h − um−1
h

τm
− ∂tu|t=tm

∥∥∥
2

K

)]
.

另外

(ηm
∇ )2 = ντm|um

h − um−1
h |21 ≤ c

[
(em

3 )2 + τm|um − um−1|21
]
,

所以

(Hn)2 ≤ c
[ n∑

m=1

τm
∑

K∈T m
h

h2
K

(
‖fm − fm

h ‖2K + |um|21,K |um|22,K

+
∥∥∥um

h − um−1
h

τm
− ∂tu|t=tm

∥∥∥
2

K

)
+ (en)2 +

n∑
m=1

τm|um − um−1|21
]
,

即 (15)式成立。
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为了证明 (16)式成立，我们有

B0

(
[un, pn], [v, q]

)
= (ν∇un,∇v)− (pn,∇ · v) + (q,∇ · un)

= (fn, v)− (∂tu|t=tn , v)− (
(un · ∇)un, v

)
,

且由 (4)式知

B2

(
[un

h, pn
h], [vh, qh]

)
= ν(∇un

h,∇vh)− (pn
h,∇ · vh) + (qh,∇ · un

h)

+
∑

K∈T n
h

{h2
K

8ν

( un
h

τn
+∇pn

h,∇qh

)
K

+
∑

E⊂∂K

hE

24ν

(
[ν∂nun

h]E , [ν∂nvh]E
)
E

}

= (fn, vh) +
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

(
fn +

un−1
h

τn
,∇qh

)
K
−

( un
h − un−1

h

τn
, vh

)

−b(un−1
h , un

h, vh)− b(un−1
h , un−1

h , vh)− b(un
h, un−1

h , vh),

则

B2

(
[εn

1 , εn
2 ], [vh, qh]

)

= ν(∇εn
1 ,∇vh)− (εn

2 ,∇ · vh) + (qh,∇ · εn
1 )

−
∑

K∈T n
h

{h2
K

8ν

( un
h

τn
+∇pn

h,∇qh

)
K

+
∑

E⊂∂K

hE

24ν

(
[ν∂nun

h]E , [ν∂nvh]E
)
E

}

+
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

( un

τn
+∇pn,∇qh

)
K

=
( un

h − un−1
h

τn
− ∂tu|t=tn , vh

)
−

∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

(
fn +

un−1
h

τn
,∇qh

)
K
− b(un−1

h , un−1
h , vh)

+
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

( un

τn
+∇pn,∇qh

)
K
− b(un, un, vh) + b(un

h, un−1
h , vh) + b(un−1

h , un
h, vh),

那么

B0

(
[εn

1 , εn
2 ], [v, q]

)

= B0

(
[εn

1 , εn
2 ], [v, q]

)−B2

(
[εn

1 , εn
2 ], [vh, qh]

)
+

( un
h − un−1

h

τn
− ∂tu|t=tn , vh

)

−
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

(
fn +

un−1
h

τn
,∇qh

)
K

+ b(un−1
h , un

h, vh)− b(un−1
h , un−1

h , vh)

+
∑

K∈T n
h

h2
K

8ν

( un

τn
+∇pn,∇qh

)
K
− b(un, un, vh) + b(un

h, un−1
h , vh)
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=
∑

K∈T n
h

{(− ν4un +∇pn + (un · ∇)un, v − vh

)
K

+ (ν4un
h −∇pn

h, v − vh)K

−
(

∂tu|t=tn − un
h − un−1

h

τn
, vh

)
K
− 1

2

∑

E⊂∂K

(
[ν∂nun

h]E , v − vh

)
E

}
+ b(un−1

h , un
h, vh)

−
∑

K∈T n
h

{h2
K

8ν

(
fn − un

h − un−1
h

τn
−∇pn

h,∇qh

)
K
−

∑

E⊂∂K

hE

24ν

(
[ν∂nun

h]E , [ν∂nvh]E
)
E

}

−b(un, un, v) + b(un
h, un−1

h , vh)− b(un−1
h , un−1

h , vh)− (q − qh,∇ · un
h)K

= −
∑

K∈T n
h

{h2
K

8ν

(
fn − un

h − un−1
h

τn
−∇pn

h,∇qh

)
K
−

∑

E⊂∂K

hE

24ν

(
[ν∂nun

h]E , [ν∂nvh]E
)
E

}

+
∑

K∈T n
h

{(
fn

h −
un

h − un−1
h

τn
−∇pn

h, v − vh

)
K

+ (fn − fn
h , v − vh)K

−
(

∂tu|t=tn − un
h − un−1

h

τn
, v

)
K
− (q − qh,∇ · un

h)K − 1
2

∑

E⊂∂K

(
[ν∂nun

h]E , v − vh

)
E

}

−b(un, un, v) + b(un
h, un−1

h , vh) + b(un−1
h , un

h, vh)− b(un−1
h , un−1

h , vh).

取 vh = Ihv，qh = Πhq，由Schwarz不等式与逆不等式及庞加莱不等式知

‖vh‖ ≤ c(h + 1)|v|1,

而

|b(un
h, un−1

h , vh)| ≤ c|un
h|1|un−1

h |1|vh|1,

|vh|1 ≤ ch−1‖vh‖ ≤ ch−1(h + 1)|v|1 ≤ ch−1|v|1,

所以

|b(un
h, un−1

h , vh)| ≤ ch−1|un
h|1|un−1

h |1|v|1.

同理

|b(un−1
h , un

h, vh)| ≤ ch−1|un
h|1|un−1

h |1|v|1,

|b(un−1
h , un−1

h , vh)| ≤ ch−1|un−1
h |1|un−1

h |1|v|1,

则

B0

(
[εn

1 , εn
2 ], [v, q]

) ≤ c
{ ∑

K∈T n
h

[
(ηn

K)2 + h2
K‖fn − fn

h ‖2K +
∥∥∥un

h − un−1
h

τn
− ∂tu|t=tn

∥∥∥
2

K

]

+|un|21|un|22 + h−2
( |un

h|21|un−1
h |21 + |un−1

h |41
)}1/2( |v|1 + ‖q‖).
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而B0([εn
1 , εn

2 ], [v, q])满足 inf-sup条件 (2)，则

|εn
1 |21 + ‖εn

2‖2 ≤ c
∑

K∈T n
h

[
(ηn

K)2 + h2
K‖fn − fn

h ‖2K +
∥∥∥un

h − un−1
h

τn
− ∂tu|t=tn

∥∥∥
2

K

]

+ |un|21|un|22 + h−2
( |un

h|21|un−1
h |21 + |un−1

h |41
)
,

τn
(|εn

1 |21 + ‖εn
2‖2

) ≤ cτn
{ ∑

K∈T n
h

[
(ηn

K)2 + h2
K‖fn − fn

h ‖2K +
∥∥∥un

h − un−1
h

τn
− ∂tu|t=tn

∥∥∥
2

K

]

+ |un|21|un|22 + h−2
( |un

h|21|un−1
h |21 + |un−1

h |41
)}

,

上述不等式左右两端关于n求和，即得 (16)式成立。 证毕

6 数数数值值值算算算例例例

我们将通过方腔流问题的数值试验来验证本文提出的自适应变分多尺度方法的有效性。

令α1 = 1, α2 = 0.5, β1 = β2 = 0.02，即我们只考虑空间上加密，时间步长增大或缩小的情
况。我们取区域Ω = (0, 1)× (0, 1)，外力 f = 0，在区域的上边界上u1 = 1, u2 = 0，在其它的
边界上取u1 = 0, u2 = 0。

结合自适应算法，本文给出了Re = 1000下 t = 50s时的数值模拟结果，如图 1至图 2所
示。从图 1我们发现，区域中产生了大涡，同时区域的左、右下方拐角处也出现了小涡。这些
数值结果与文献 [12]中的结果是一致的。图 3与图 4表示了Re = 1000时两个不同时刻的网格
剖分情况，从中我们可以看出，随着时间的推移，区域顶端左、右两个拐角处网格剖分逐渐加

密。图 5表示Re = 1000时的时间步长变化情况，体现了自适应算法的过程。

图 1: Re = 1000, t = 50s速度向量图 图 2: Re = 1000, t = 50s压力等高线图
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图 3: Re = 1000, t = 1s网格剖分情况 图 4: Re = 1000, t = 50s网格剖分情况

图 5: Re = 1000时间步长变化情况
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Abstract: In this paper we present a stabilized finite element method for the time-dependent Navier-

Stokes equations based on the variational multiscale theory. Using a posteriori error estimator which

is equivalent to the actual error and combining with the adaptive algorithm, we obtain a multiscale

adaptive method for the time-dependent Navier-Stokes Equations. This method is simple, intuitive,

and easy to implement. The numerical experiment demonstrates the efficiency of the method.
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