
第5章 微积分的应用

• 雨中行走问题

• 新产品销售量

• 水的流出问题

• 追线问题

• 最速降线问题

• 最短路径问题

• 体内药物浓度的变化



1 雨中行走问题

人们外出行走,途中遇雨,未带雨伞势必淋雨,自
然就会想到,走多快才会少淋雨呢？一个简单的
情形是只考虑人在雨中沿直线从一处向另一处进
行时,雨的速度（大小和方向）已知,问行人走的
速度多大才能使淋雨量 少？

参与这问题的因素：

1. 降雨的大小；
2. 风（降雨）的方向；
3. 路程的远近和人跑的快慢



［模型的假设］

1.设雨滴下落的速度为 r （米/秒）,降水强度（单

位时间平面上的降水厚度）为  I（厘米/时）,且 r  ,

I 为常量. 

2. 设雨中行走的速度为 v （米/秒）,（固定不变）.

雨中行走的距离为 D（米）. 

3. 设降雨的角度（雨滴下落的反方向与人前进的方向之

间的夹角）为θ （固定不变）. 

4. 视人体为一个长方体,其身高为 h （米）,身宽为 

w（米）,厚度为 d （米）. 



［模型的建立］

降雨强度系数 r
Ip = , 1,1 =≤ pp 时意味着大雨倾盆. 

当雨水是迎面而来落下时,被淋湿的部分将仅仅
是人体的顶部和前方.
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d令 21,CC 分别是人体的顶部

和前部的雨水量. 
考虑顶部的雨水量 1C ： 

顶部面积 wdS =1 . 

雨滴垂直速度的分量 θsinr . 

则在时间 v
Dt = 内淋在顶部的雨 )sin()(1 θprwdvDC =  



再考虑人体前部的雨水量：

前部面积 whS =2 ,雨速分量为 vr +θcos ,  

则 v
Dt = 内的 2C 为 ( )[ ]vrwph

v
DC += θcos2  

 

于是在整个行程中被淋到的雨水总量为

( )[ ]vrhdr
v

pwDCCC ++=+= θθ cossin21 ……(1) 

［数据假设及模型求解］

设 r =4 米/秒, I =2 厘米/小时,可得 
61039.1 −×=p ,

米1000=D
,

米50.1=h
,

米50.0=w
, 米20.0=d . 

( )v
v

C 5.1cos6sin8.01095.6 4

++
×

=
−

θθ …………………(2)

 



1. 当 00 900 <<θ 时, 0cos,sin >θθ ,C 是 v的减函数. 

人将以 快的速度跑,淋雨量 小,取 秒米6=v . 

当
060=θ 时, 升米 47.1107.14 34 =×= −C  

2. 当 090=θ 时, ( )v
v

C 5.190sin8.01095.6 0
4

+
×

=
−

 

               ( )v8.05.11095.6 4 +×= −  

取 秒米6=v , 升米 13.1103.11 34 =×= −C  

3. 当 00 18090 <<θ 时,令 αθ += 090 则 0900 <<α , 

此时 [ ]vhrdrhpwDC )sincos( αα −+=  

或  ( ) ]sin6cos8.05.1[1095.6 4 vC αα −+×= −
 



这种情形,雨滴将从后面向人体落下,但当α 充分大

时,C 可能为负值,这显然不合理,这主要是我们开始

讨论时,假定了人体是一面淋雨,当 00 900 <<θ 时,这

是对的；但当 00 18090 <<θ ,而 αsinrv > 时,人体将赶上

前面的雨. 

① 当 αsinrv < 时,淋在背上的雨量为 [ ] vvhrhpwD −αsin ,

雨水总量 ( )[ ] vvrhdrpwDC −+= αα sincos . 

② 当 αsinrv = 时,此时 02 =C . 

雨水总量 αcosv
pwDdrC = ,如

030=α , 升24.0=C  

这表明人体仅仅被头顶部位的雨水淋湿.实际上这意味着人
体刚好跟着雨滴向前走,身体前后将不被淋雨.



② 当 αsinrv > 时,即人体行走的快于雨滴

的水平运动速度 αsinr .此时将不断地赶

上雨滴.雨水将淋胸前（身后没有）,胸前

淋雨量 ( ) vrvpwDhC αsin2 −= . 
 

于是 ( )[ ] vrvhrdpwDC αα sincos −+=  
 

例如当 秒米6=v 且 030=α 时, 升77.0=C . 
 

［结论］

1. 如果雨是迎着你前进的方向向你落下

( )090≤θ ,此时策略很简单,你应以 大速度

向前跑.  



2. 如果雨是从你的后落下,这时你应该控

制你在雨中的行走速度,让它刚好等于落雨

速度的水平分量. 

 
解法二：

选 择 坐 标 系 . 用 ( )0,0,v 表 示 人 行 走 速

度, ( )zyx rrr ,, 表示雨速, D 为行走距离,则行

走时间为 vD . 

 
又设 人体为一长方体,其前、侧、顶的面积之比为 μλ ::1 . ( ) ( ) zyxzyx rrrvrrrv μλμλ ++−=⋅−−− ,,10,0,

于是单位时间淋雨量正比于于是单位时间淋雨量正比于



总淋雨量正比于 ( ) ( )arv
v
DvR x +−=

其中 ( )0>= zy rra μλ ＋

于是雨中行走问题抽象成如下数学问题：

已知 arD x、、 ,求 v 为何值时 ( )vR 小？ 
1. 时,0>xr
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arx > 的情形（有 小值）      
arx < 的情形（无 小值） 
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当 arx > 时 , xrv = 才 使 ( )vR 取 小 值

xrDaR =min . 
 



2. 0<xr

( ) ( ) ( )
D

v
raD

arv
v
DvR x

x +
+

=++=

其图象为（如右图）

  

v

( )vR

D

0

易知无 小值.

同样对 0=xr 及 arx = 的情形讨论. 

结论：仅当 0>> arx 时, 

应取 xrv = 可使前后不淋雨. 

其淋雨总量 小. 



2 新产品销售量

一种耐用新产品进入市场后,一般会经过一销售量

先不断增加,然后下降的过程(产品的生命周期-PLC). 
有一种PLC曲线为钟型, 试建立模型分析此现象.

0
t

销售速度



问题分析

• 信息传播的途径:
1)   厂家提供的广告 ---消费者以外的信息

2)  一部分人购买后对产品的评价使周围人得到的信息

---消费者内部的信息

• 对于耐用产品,一般不会重复购买. 因此,产品的累积
销售量可认为是购买者人数

建模与求解

K  --- 潜在的消费者总数

n(t) --- t 时刻购买了该产品的人数

则在 中, 购买者增量[ , ]t t t+ Δ



• 因外部信息导致的购买者增量应与未购买者人数成正比

1 ( ( ))n a K n t tΔ = − Δ

• 因内部信息导致的购买者增量应与已购买人数、未购买者人

数之积成正比

2 ( )( ( ))n bn t K n t tΔ = − Δ

则

( ) ( ( )) ( )( ( ))n t a K n t t bn t K n t tΔ = − Δ + − Δ

两端同除以 ，并令得tΔ 0tΔ →

1

2

n
n

n
Δ⎧

Δ = ⎨Δ⎩

来自消费者外部的产品信息导致的购买者增量

- - - - - - - 内部 - - - - - - - - - - -



解方程得

( )

( )

1( )
1

a b K t

a b K t

en t K b K e
a

− +

− +

−
=

+

注：其导函数曲线即为PLC曲线，它的图形为钟型

( )( )( ) ( )dn K n t a bn t
dt

= − + (0) 0n =



在实际的许多新产品销售高峰，有一段小的销售高
峰，然后有一段时间的持平或销售量的下降，而后再次
进入销售上升阶段，达到高峰，这时PLC曲线显双峰，
试研究此现象。

模型细化



问题分析

• 信息传播的途径:
1)   厂家提供的广告 ---消费者以外的信息

2)  一部分人购买后对产品的评价使周围人得到的信息

---消费者内部的信息

• 对于耐用产品,一般不会重复购买. 因此,产品的累积
销售量可认为是购买者人数

因外部信息导致的购买者增量应与未购买者人数成正比

1 1( ( ))dn at K n t dt= −

• 常数 a＝f(t)，事实上可能更接近S型模型曲线,用一次曲线

f(t)=a*t 来代替。K1为可以接触到外部消息的消费者总数



• 认为人们多会在使用了一段时间后才会去做宣传，即内部消息的传播有
延时性

dn2=b*n(t－t0)*(K-n(t))*dt

• 考虑到实际情况，有一部分人有可能即听到了外部消息，同时也听到了

内部消息

dn3=a*t*b*n(t-t0)*(k-n(t))*(k1-n(t))*dt

1 0 0 1( ( )) ( )( ( )) ( )( ( )( ( )dn at K n t bn t t K n t atbn t t K n t K n t
dt

= − + − − − − − −

改进了的方程为



3 水的流出问题

一横截面积为 A，高为 H 的水池内盛满了水，有

池底一横截面积为 B 的小孔放水。设水从小孔流

出的速度为 ，求在任意时刻的水面高度和

将水放空所需的时间

2v gh=

h h+Δ
h

A

B

水面1

水面2



问题分析

• 从水面1将到水面2所失去的水量等于从小孔流

出的水量

• 容器内水的体积为零 即为容器内水的高度为零

建模与求解

1）从水面1将到水面2所失去的体积为 A hΔ

--- 在时间内 ，实际损失的体积是tΔ A h− Δ

2）在同样时间内，水从小孔流出的体积为 B SΔ

--- 是水在 时间内从小孔流出保持水平前进时所经过的

距离

tΔSΔ



则
A h B S− Δ = Δ

两端同除以 ， 并令 取极限得tΔ 0tΔ →

d h d sA B
d t d t

− =

2ds v gh
dt

= =由于

2dh B gh
dt A

= − (0)h H=可得一阶方程：

2
2
Bh H g t
A

= −解为



下面求将水放空的时间 t*

令h=0 代入上式得

* 2A Ht
B g

=

例如, 设 A=0.54 m2, B=0.001 m2, H=4.9m,  g=9.8m/s2. 
则将水放空的时间为

* 0.54 1 540( ) 9(min)
0.001

t s= × = =



4 追线问题

我缉私舰雷达发现距 c km 处有一艘走私船

正以匀速a 沿直线行驶,缉私舰立即以最大速

度 b 追赶。若用雷达进行跟踪, 保持船的瞬

时速度方向始终指向走私船，试求缉私舰追

逐路线和追上的时间.



问题分析

• 缉私舰、走私船的大小比他们运动的范围小得
多，可视为两个质点的运动 — 模型假设

建模与求解

• 选取坐标系：选取走私船逃跑的方向为y 轴，缉私
舰在（c,0）位置时发现走私船在（0,0）处。

• 设缉私舰发现走私船时算起的 t 时刻，缉私舰到
D=(x,y），走私船到（0,at）



0 x

y

(c,0)

R

D

由直线与路线相切得:

dy y at
dx x

−
= (1)

为消去t , 先把 (1) 对 x 微分

2

2

d y d tx a
d x d x

= − (2)

由 得,  s 为缉私舰在 t 时刻的路程
d s b
d t

=

21 1d t d t d s d y
d x d s d x b d x

⎛ ⎞= ⋅ = − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

(3)



结合(2) (3) 得追线的微分方程

22

2 1 ,

( ) 0 , ( ) 0

d y a d yx
d x b d x

y c y c

⎧ ⎛ ⎞⎪ = + ⎜ ⎟⎨ ⎝ ⎠
⎪ ′= =⎩

令 及 , 上式可化为
dy p
dx

=
2

2

d y dp
dx dx

=

2
, ( ) 0

1
dp a dx p c

b xp
= =

+

积分得

2ln( 1 ) ln ,
kx ap p k

c b
⎛ ⎞+ + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠



1 , ( ) 0
2

k kdy x cp y c
dx c x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

(1)  若 a<b  (k<1), 积分(4)得

(4)

1 1

2

1 1
2 1 1 1

k kc x x cky
k c k c k

+ −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2(0)
1

cky
k

=
−

特别地

走私船被缉私舰捕捉前所跑过的距离

2 2

y bct
a b a

= =
− 所用的时间



(2)  若 a=b  (k=1), 积分(4)得

2 21 ln
2 2

x c xy c
c c

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

显然 ,   即缉私舰不可能追上走私船0x ≠

(3)  若 a>b  (k>1) 

显然缉私舰不可能追上走私船



5 最速降线问题

确定一个连接定点A、 B的曲线,使质点
在这曲线上用最短的时间由A滑至B点 (忽
略摩擦力和阻力)

是连接两点的直线吗还
是其它曲线呢？



质点花时间最短的运动轨迹

设有一质点从点A 运动到点 B ，

该质点的运动速度在上半平面为常数 V1 ，下半平面为常数

V2 . 此质点应沿什么路径运动才能使花费时间 短?

例

设AC、 BC与y 轴的夹角分别
为 i1 ,i2 , 我们来证明当

所花费的时间 短。

1 2

1 2

sin sini i
ν ν

=



设折点C的坐标为 (x,0)，则质点经ACB所花时间

所以 等价于0dt
dx

= 1 2

1 2

sin sini i
ν ν

=

光的折射定律：当光从一种介质进入另一种介质时入射角
的正弦与折射角的正弦之比等于光在两种介质中的速度比.

证明



建模与求解—方法1

• 选取坐标系,设想质点(像光
线)能选择从滑行到的路径,使
所需时间尽可能短.

• 按照折射定理

x
o

y

α
β

B

A

sin cα
ν

=

• 由于质点在下降时所增加的动能应等于所减少的势
能，故质点在点D(x,y) 处的速度v 满足

21
2

mv mgy= 2v gy=



x
o

y

α
β

B

A建模与求解

2

1 1sin cos
sec 1 ( )y

α β
β

= = =
′+

由几何关系得

由此得微分方程

( )21 ( )

( 0 ) 0

y y c

y

⎧ ′+ =⎪
⎨

=⎪⎩

解为
( sin )
(1 cos )

x a
y a

θ θ
θ

= −⎧
⎨ = −⎩



建模与求解—方法2
x

o

y

α
β

B

A

P

s:  曲线从 A点到 P(x, y) 的弧长

2dsv gy
dt

= =

由弧微分 , 得21 ( )ds y dx′= +

21 ( )
2 2

y dxds dsdt
v gy gy

′+
= = =

需取极小值的积分是

( )
2

0

1 ( )
( )

2
x y

t y x d x
g y

′+
= ∫ 泛函的极

值问题



令
21 ( )

( , )
2

y
f y y

gy
′+

′ =

1
f y f c
y

∂ ′ − =
∂

可化为

( )21 ( )y y c′+ =

由变分理论知 的解所满足的欧拉
方程为

( )
0

( ) ( , )
x

t y x f y y dx′= ∫



6  最短路径问题

设有一个半径为 r 的圆形湖，圆心为 O。A、

B 位于湖的两侧，AB连线过O，见图。
现拟从A点步行到B点，在不得进入湖中的限

制下，问怎样的路径 近。

A B
O

r

将湖想象成凸出地面的木桩，在AB间拉一根软线，当
线被拉紧时将得到 短路径。根据这样的想象，猜测
可以如下得到 短路径： 过A作圆的切线切圆于E，过
B作圆的切线切圆 于F。 短路径为由线 段AE、弧EF
和线段FB连接而成的连续曲线（根据对称性，AE′，
弧E′F′，F′B连接而成的连续曲线也是）。

E F

E′ F′



以上只是一种猜测，现在来证明这一猜测是正确的。为此，
先介绍一下凸集与凸集的性质。

定义 （凸集）称集合 R为凸集，若x1、x2∈R及λ∈[0，
1]，总有λx1+（1+λ）x2∈R。即若x1、x2∈R，则x1、
x2的连线必整个地落 在R中。

定理 （分离定理）对平面中的凸 集R与R外的一点K，存
在直线 l , l 分离R与K，即R与K分别位于 l 的两侧（注：对
一般的凸 集R与R外的一点K，则存在超平面分 离R与
K），见图。

k

l

R下面证明猜想



猜测证明如下：

（方法一）显然， 由AE、EF、FB及AE′，E′F′，
F′B围成的区域 R是一凸集。利用分离定理易证 短径不
可能经过R外的点，若不然，设 Γ为 短路径，Γ过R外的
一点M，则必存在直 线l分离M与R，由于路径Γ是连续曲
线，由A沿Γ到M，必交l于M1，由M沿Γ到B又必交l于M2。
这样，直线 段M1M2的长度必小于路 径M1MM2的长度，与
Γ是A到B的 短路径矛盾，至此，我们已证明 短路径必
在凸集R内。不妨设路径经湖的上方到达B点，则弧EF必在
路径F上，又直线段AE是由A至E的 短路径，直线FB是
由F到B的 短路径，猜测得证。

A B
O

r

E F

E′ F′

M1
M2

M

Γ

l



还可用微积分方法求弧长，根据计算证明满足
限止条件的其他连续曲线必具有更大的长度；
此外，本猜测也可用平面几何知识加以证明等。

还可用微积分方法求弧长，根据计算证明满足
限止条件的其他连续曲线必具有更大的长度；
此外，本猜测也可用平面几何知识加以证明等。

根据猜测不难看出， 例5中的条件可以大大放
松，可以不必 设AB过圆心，甚至可不必设湖
是圆形的。例如对 下图，我们可断定由A至B
的 短路径必 为l1与l2之一，其证明也不难类
似给出。

根据猜测不难看出， 例5中的条件可以大大放
松，可以不必 设AB过圆心，甚至可不必设湖
是圆形的。例如对 下图，我们可断定由A至B
的 短路径必 为l1与l2之一，其证明也不难类
似给出。 A

B

l1

l2
D



若可行区域的边界是光滑曲面。则 短路径必由下列弧组
成，它们或者是空间中的自然 短曲线，或者是可行区域
的边界弧。而且，组成 短路径的各段弧在连接点处必定
相切。

到此为止，我们的研讨还只局限于平面之
中，其实上述猜测可十分自然地推广到一
般空间中去。1973年，J.W.Craggs证明了

以上结果：

到此为止，我们的研讨还只局限于平面之
中，其实上述猜测可十分自然地推广到一
般空间中去。1973年，J.W.Craggs证明了

以上结果：



7  体内药物浓度的变化

医生给病人开处方是必须注意两点：服药的剂量
和服药的时间间隔。超剂量的药物回对患者产生严重
不良后果，甚至死亡；剂量不足，则不能达到治疗的
效果。

已知患者服药后，随时间推移，药物在体内逐渐
被吸收，发生化学反应，即体内药物浓度逐渐降低。
设药物浓度的降低的速率与体内当时药物的浓度成
正比。当服药量为A，服药时间间隔为T时，试分析体
内药物的浓度随时间的变化规律。



血
药
浓
度m

g/l

时间残留期持续期

药峰时间
潜伏期

药峰浓度

低中毒浓度

低有效浓度

安
全
范
围

转化排泄过程

一次给药的药时曲线



药物消除类型药物消除类型

1  一级动力学消除（恒比消除）：

单位时间内按血药浓度的恒比进行消

除。消除速度与血药浓度成正比。

若以血药浓度（C）的对数与时间（t）作

图，为一直线。

0
eK t

e t
dC K C C C e
dt

−= − ⇒ =



2. 零级动力学消除（恒量消除）：

单位时间内始终以一个恒定的数量进

行消除。消除速度与血药浓度无关。

0t
dC k C C kt
dt

= ⇒ = −



3．米氏消除动力学（混合型消除）：

是指包括零级和一级动力学消除在内的混合型

消除方式。如当药物剂量急剧增加或患者有某些
疾病，血浓达饱和时，消除方式则可从一级动力
学消除转变为零级动力学消除。如乙醇血浓<0.05 
mg/ml时，按一级动力学消除；但当>0.05 mg/ml
时，则可转成按零级动力学消除。



设x(t) 为 t 时刻体内药物的浓度，当一次服药量为
A 时，体内药物的浓度增加为 a.

( ) ( ) ( ) ,x t t x t kx t t t nT+ Δ − = − Δ ≠

,

( ) ( )
(0 )

d x k x t n T
d t
x n T a x n T
x a

−

= − ≠

= +
=

从 时间区间内体内药物浓度的变化为[ , ]t t t+ Δ

上式两边取极限， 并考虑服药的脉冲性得

一级消除



( )( ) ( ) , [ , ( 1) )k t nTx t x nT e t nT n T− −= ∈ +

( ) , 0ktx t ae t T−= ≤ <

( )( ) ( ) , 2kT k t Tx t a ae e T t T− − −= + ≤ <

在 区间上求解方程[ , ( 1) )nT n T+

在 内， 方程的解为0 t T≤ <

在 内， 方程的解为2T t T≤ <

在 内， 方程的解为( 1)nT t n T≤ < +

2 ( )( ) ( ) ,kT kT nkT k t nTx t a ae ae ae e− − − − −= + + + +…



( 1)
2 1

1 1

k n T
kT kT nkT

kT kT

e aa ae ae ae
e e

− +
− − −

− −

−
+ + + + = →

− −
…

由于

在等间隔服药的情形下（T一定），药物浓

度稳定在一定的水平

( )( ) , ( 1)k t nT
kT

ax t e nT t n T
a e

− −
−→ ≤ < +

−

在 内， 方程的解为( 1)nT t n T≤ < +



方程的解为



P108 问题 3  or 7

Homework of Chapter 5
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