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第五章  多元函数微分学及其应用

第一节
 

n维Euclid空间点集的初步知识
第二节 多元函数的极限与连续性

第三节 多元数量值函数的导数与微分

第四节 多元函数的taylor公式与极值问题

第五节 多元向量值函数的导数与微分
第六节 多元函数微分学在几何上的应用
第七节 空间曲线的曲率和挠率
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第六节
 

多元函数微分学在几何上的应用

6.1  空间曲线的切线和法平面

6.2  弧长

6.3  曲面的切平面和法线

习题5.6
1(3),2,4(2)(3)(6)(8),5(3),

10(2),11,16,18,20
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规定了正向的曲线称为有向曲线.
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1. 曲线的参数方程

6.1 空间曲线的切线与法平面
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.][)( 上连续，）在（   ttrr 
连续曲线：

设空间曲线
 

的方程为

)()(),,(,, 212121 trtrtttt   有且连续 简单曲线：

)()(,  rr   且为简单曲线简单闭曲线：

.的正向增大的方向为 t规定
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设空间简单曲线的方程为
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2.空间曲线的切线与法平面 0P

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),,( zyxM
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例1 求曲线 : 
t u uduex
0

cos ， ty sin2 tcos , 
tez 31 在 0t 处的切线和法平面方程. 

解 当 0t 时， ,2,1,0  zyx

,cos tex t ,sincos2 tty  ,3 3tez 

 ,1)0( x ,2)0( y ,3)0( z

切线方程 ,
3

2
2

1
1

0 





 zyx

法平面方程 ,0)2(3)1(2  zyx

.0832  zyx即
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1.若空间曲线方程为 ,
)(
)(
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,),,( 000 处在 zyxM

特殊地：
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).(P))(),(),(( 00 trtztytxr   的切向量在点空间曲线

))(),((1, 00 xx  切向量

2.若空间曲线方程为 ,
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可表示为
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例 2  求曲线 6222  zyx ， 0 zyx 在

点 )1,2,1(  处的切线及法平面方程. 
解  将所给方程的两边对 x求导并移项，得  
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1
1

0
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1
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
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
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
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法平面方程为 ,0)1()2(0)1(  zyx 0 zx即

),1,0(1, 切向量



9/24多元函数微分学几何应用 西安交通大学 李换琴

0MA 

nMB 1M
2M 1nM

A、B是曲线弧上的两个端点，

在弧上插入分点 

BMMMMMA nni   ,,,,, 110 

并依次连接相邻分点得一内接折线， 
当分点的数目无限增加且每个小弧段都缩向一点时， 

此折线的长 ||
1

1




n

i
ii MM 的极限存在，则称  是可

求长的，此极限为曲线弧AB的弧长. 

6.2  弧长
1. 弧长的定义与计算

定义6.1 设简单曲线
 

的方程为
)())(),(),((   ttztytxr
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定理6.1（弧长的计算公式）

设在 ],[  上 ，连续且 0)()( trtr  则曲线 )(trr   是可求长

的曲线，且的长度为 

.)()()()( 222 dttztytxdttrs  







 证明略

例 3  求星形线 3
2

3
2

3
2

ayx  )0( a 的全长. 

解 星形线的参数方程为



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

tay
tax

3

3

sin
cos

)20(  t

根据对称性，

14ss  dtyx  2
0

224


 dttta


 2
0

cossin34 .6a
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     若曲线弧为 )(xfy     )( bxa  ，其中 )(xf
在 ],[ ba 上有一阶连续导数 

弧长 .1 2dxys
b

a 

特别的，

     若曲线弧为 )( yfx     )( dyc  ，其中 )( yf 在 ],[ dc
上有一阶连续导数 

弧长 .1 2dyxs
d

c 
     若曲线弧为 )(     )(   ，其中 )( 在 ],[ 
上有一阶连续导数 

弧长 .22 



ds  
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例 4  计算曲线 dny n
x

 0
sin 的弧长 )0(  nx . 

解 nn
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

0
21 dx

n
xn





0

sin1

ntx  ndtt 
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

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
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0 2
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2
sin .4n
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例5  求极坐标系下曲线
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2 弧微分与自然参数

)(   t

的微分为弧长 )(ts
,0)(  ts

.)()()()()(
0
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dt
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dttztytxdttrtds )()()()()( 222  
),()( stts 存在反函数

)(trr   s称为自然参数
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
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即
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srd )(
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设空间简单曲线的方程为
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设曲面方程为 0),,( zyxF

)},(),(),({ 000 tttT  
曲线在M处的切向量为

,
)(
)(
)(

:












tz
ty
tx





6.3 曲面的切平面与法线

n T


M

0)(),,()(),,()(),,( 000000000000  tzyxFtzyxFtzyxF zyx 

两边对 t 求导，得

在曲面上任取一条通过点M的曲线

0ttM 处点

0))(),(),(( tttF 且有
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)},,(),,,(),,,({ 000000000 zyxFzyxFzyxFn zyx令

则 ,Tn
           由于曲线是曲面上通过M 的任意一

条曲线，它们在M 的切线都与同一向量n垂直， 

切平面方程为

0))(,,(

))(,,())(,,(

0000

00000000





zzzyxF

yyzyxFxxzyxF

z

yx

故曲面上通过M 的任一曲线在点M 的切线都在

同一平面上，这个平面称为曲面在点M的切平面.
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    通过点 ),,( 000 zyxM 而垂直于切平面的直线

称为曲面在该点的法线. 

法线方程为

),,(),,(),,( 000

0

000

0

000

0

zyxF
zz

zyxF
yy

zyxF
xx

zyx









)},,(),,,(),,,({ 000000000 zyxFzyxFzyxFn zyx
曲面在M处的法向量为法线的方向向量称为法向量.

特殊地：若空间曲面方程为 ),( yxfz 
),(),,(),(),,( yxfzzyxFzyxfzyxF  或令

))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx 切平面：
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例 6  求曲面 32  xyez z 在点 )0,2,1( 处的

切平面及法线方程. 

解 ,32),,(  xyezzyxF z

)0,2,1(
),,( zyx FFFn  )0,1,2(

令

切平面方程：

法线方程：

,0)0(0)2(2)1(4  zyx

,042  yx或

.
0

0
1

2
2

1 





 zyx

)0,2,1(
)1,2,2( zexy 
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例 7  求曲面 2132 222  zyx 的切平面，使

它平行于平面 064  zyx . 

解 设
 

为曲面上的切点,),,( 000 zyx

依题意，得

,
6

6
4

4
1

2 000 zyx


），，（），，（ 221,221 21  MM

2132 2
0

2
0

2
0  zyx


0)2(6)2(4)1(  zyx

0)2(6)2(4)1(  zyx

切平面方程为

或
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例 8 证明曲线 处的在点 ),,(
0),,(
0),,(

0000 zyxP
zyxG
zyxF








   )(),(),()(),(),( 000000 PGPGPGPFPFPFT zyxzyx 


切向量:

切线方程为:

 nml ,,
记为



n
zz

m
yy

l
xx 000 







切线方程：








0))(())(())((
0))(())(())((

000000

000000

zzPGyyPGxxPG
zzPFyyPFxxPF

zyx

zyx
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))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx 

切平面上点的竖
 坐标的增量

的全微分在点函数 ),(),( 00 yxyxfz 
全微分的几何意义

),( yxfz  在 ),( 00 yx 的全微分，

表 示 曲 面 ),( yxfz  在 点

),,( 000 zyx 处的切平面上的点的

竖坐标的增量.  00 , yx

M

M 

xT

yT

T

x

y

z

o

N

曲面 ),( yxfz  在 ),( 00 yx 的切平面上方程为 
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法向量：

)),((),(),,(),,(: DvuvuzzvuyyvuxxS 
以参数方程表示的曲面的切平面和法线

  )0,0( vuvu rr  

例9

)),(()),(),,(),,((),( Dvuvuzvuyvuxvurr  
向量形式：

),,( CBA

.
4

,2)0(,,sin,cos

处的切平面和法线方程

在求曲面






v

uaavzvuyvux

解   )2,
2
2,

2
2()

4
,2( aarr vu  

),,sin,cos( avvuvur 

),2,,( aan 取 )
4

,1,1(),,()
4

,2(),( azyxvu 


azayax
2

2 
切平面：

2
411 az

a
y

a
x











法线：
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小结
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思考题：   如果平面 01633  zyx  与

椭球面 163 222  zyx 相切，求 . 

解答 设切点为 ),,,( 000 zyx

依题意知该点处平面的法向量与椭球面的法向量平行
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即 ,00 xy  ,3 00 xz 

同时，切点在平面和椭球面上
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