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第六章
 

多元函数积分学及其应用

第八节  各类积分的联系及其在场论  
中的应用

习题6.8 (p270)
11, 12(2), 13, 15
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内容提要

Gauss公式与散度4

Green公式1

平面线积分与路径无关的条件2

Stokes公式与旋度3

几种重要的特殊向量场5
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1、Stokes公式

2、空间曲线积分与路径无关的条件

3、向量场的环量与旋度
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有连续的偏导数，间区域

在空如果

V
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斯托克斯（Stokes)公式
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C 是 V

C为边界且完全位于V的光滑曲面
且C与S的方向符合右手法则, 则
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定理

中一条按段光滑的闭曲线，S是以

一、斯托克斯（G.Stokes)公式



5

向量形式
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
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
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
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Stokes公式:

表达了有向曲面上的曲面积分与其边界曲线
 上的曲线积分之间的关系.

(当Σ是xoy面的平面闭区域时) 

Stokes公式 Green公式特殊情形

o
x

y

z n
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d)(d
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 


SeA n
S

d)(
)(


 

实质:
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例1 zxyzxy
C

ddd 计算 ,
0

:
2222











zyx

azyx
C

解

  .1,1,10 符合右手法则的法向量方向与平面  zyx

 




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
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
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S

yxxzzy dddddd

  
S
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o

y
z

x

n

 

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例2 计算  


dzyxdyxzdxzy )()()(

1,222 
b
z

a
xayx为椭圆其中

从 x  轴正向看去，椭圆取逆时针方向

解一  


RdzQdyPdx


 









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dydxdxdzdzdy
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z

o

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

 dydxdxdzdzdy2

平行于y轴

ab(2 )0 2a )(2 baa  
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解二 化为参变量的定积分计算







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tx

sin
cos

令 )cos1()1( tb
a
xbz 则

 
2

0
)sin)](cos1(sin[ tatbtaI

tbtatatatatb sin]sincos[cos]cos)cos1([ 

)(2 baa  
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二、空间曲线积分与路径无关的条件

., )(10 线积分为零不相交的闭路径域中任一沿 v
0ddd 



zZyYxX

.)(ddd20 域中与路径无关在线积分 vzZyYxX
B

A


.)(ddd30 微分域中某一单值函数的全为表达式 vzZyYxX 

,)(    
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中所有点成立在 v
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定理 , )( 一维单连域是设 v ),,,(),,(),,,( zyxZzyxYzyxX 和函数

0
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kji

或

:,)( 那么下列命题等价中有连续的一阶偏导数在区域 v
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例4

.

,ddd11 22

并求其原函数
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12
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三、向量场的环量与旋度

环量 称曲线为场域中的一条有向闭设向量场 ,),,,( CzyxA


szyxA
C


d),,(  

斯托克斯公式
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
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
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

Arot称

即处的旋度在为向量场 ,MA
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A
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
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
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

S

的环量沿为向量场 CzyxA ),,(


dS)A(rot n
S

e

 

(表示A绕C旋转趋势的大小)
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的旋转趋势沿方向在点向量场 nMA  n


C
S

MsA
C


d 



dS)A(rot n
S

e

 



环量密度 存在，
SMS 


 )(

lim

.
d
d

S


记为

称此极限

.的环量密度沿方向在点为向量场 nMA 

如果
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SS C


 d1











dS)A(rot1
n
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e
S





 


)A(rot ne




，则有若 )1(CA
   cosrotrot

d
d


 AeA
S Mn



可见：
.rot 得最大的那个方向的方向是使环量密度取旋度 A



.rot 值的模是环量密度的最大旋度 A

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),(),,(),,( )1( GCRQPzyxA 

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
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
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




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其对应，内任一点均有一旋度与则 )(G

内构成一向量场，也在从而旋度 )(rot GA


称为旋度场。

,0rot,)(


AG 内若在 称向量场A为无旋场。

旋度
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例6

证

0rot r证明

},,,{ zyxr  rrot

zyx
zyx

kji












0

例5
.0,)2(

))(,,(
222 正向的环量

沿曲线为常数求向量场




zRyx
ccxyA



 
)(C

dsA


所求环量  
)(C

xdyydx


)(

2


d 22 R

解

为无旋场},,{ zyxr  
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旋度的运算法则：

ACAC


rot)(rot)1 

BABA


rotrot)(rot)2 

AuAuAu


 gradrot)(rot)3

0)rot(grad)4 u

},,{grad zyx uuuu  )rot(gradu

zyx uuu
zyx

kji












  iuu yzzy


 0


  juu zxxz


  kuu xyyx




证4）

0)rot(grad


 u

梯度场为无旋场.
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例7
为无旋场。试证明

场强度所产生的静电场中，电在点电荷

Er
r

qE

q


,
4 3



证

0)rot(


E

)(rot
4

)(rot 3r
rqE





)(rot1(
4 3 r

r
q 


 )1grad 3 r

r




又 0rot r r
rr


53

31grad 

01grad 3  r
r



所以
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小结
1、Stokes公式

SAsA
SC

d)(d
)(

 


SeA n
S

d)(
)(


 

2、空间曲线积分与路径无关的条件

3、向量场的环量与旋度

szyxA
C


d),,(  环量

A


Arot旋度

.)1( 取得最大的那个方向它的方向是使环量密度

.)2( 大值它的模是环量密度的最
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2、空间曲线积分与路径无关的条件

., )(10 线积分为零不相交的闭路径域中任一沿 v
0ddd 



zZyYxX

.)(ddd20 域中与路径无关在线积分 vzZyYxX
B

A


.)(ddd30 微分域中某一单值函数的全为表达式 vzZyYxX 

,)(    

,,40

中所有点成立在 v
x
Y

y
X

x
Z

z
X

z
Y

y
Z






















定理 , )( 一维单连域是设 v ),,,(),,(),,,( zyxZzyxYzyxX 和函数

0














ZYX
zyx

kji

或

:,)( 那么下列命题等价中有连续的一阶偏导数在区域 v
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练习 1 计算曲线积分 ydzxdyzdx  , 

其中是平面 1 zyx 被三坐标面所截成的

三角形的整个边界,它的正向与这个三角形上侧

的法向量之间符合右手规则. 

解

0
xyD

x

y

z

n

1
1

1
由Stokes公式, 有

dzyxdyzdx 




 dydxdxdzdzdy

 
xyD

d3
2
3

 （再由对称性知）
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练习2   sAxyzxzyyzxA d,,, 222  



求设

),0,()0,0,(,
2

,sin,cos: haBaAthztaytax 到从其中




解

o
x

y

z





A

B
xyzxzyyzx

zyx

kji











222



sA d




zxyzyxzyxyzx d)(d)(d)( 222  


3
d

3
2

0

hzz
h

 
.0,,0,: hzzzyaxAB 

0 积分与路径无关
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