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第六章
 

多元函数积分学及其应用

第八节  各类积分的联系及其在场论  
中的应用

习题6.8 (p270)
14(3), 15, 16(1)(3)(6) 17, 18(3)



2

内容提要

Gauss公式与散度4

Green公式1

平面线积分与路径无关的条件2

Stokes公式与旋度3

几种重要的特殊向量场5
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























 
则

，）所围成（

）由分片光滑的闭曲面设空间有界闭区域（

)(),,(),,,(),,,(,
   

)1( VCzyxZzyxYzyxXA
V




的边界曲面的外侧是闭域其中 V
ox

y

z

证明

V

定理8.5

一、 Gauss公式

V
z
Z

y
Y

x
XSZYX

V

dd)coscos cos(  






















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例1 计算

外侧2222333 :,dddddd azyxzyxzxyyxz 


解 


 yxzzxyzyx dddddd 333原式

  
V

vzyx d333 222

 
V

 d d d sin3 22

o y

z

x





p

5
223

5a
 

5
12 5a






d3
2

0  d4

0
a


dsin

0
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例2  计算 


 dydxzxdxdzyzdzdyxy )()()( 222

的上侧是曲面其中 )21(2 22  zyxz

解 1,1: 22
0  yxz记 取下侧

o

x
y

z

z = 1








00




 dV)3(
 0

 
2

1 2
3)2(3  dzz

0




0





0

)( 2 dydxzx  
xyD

dxdyx )1( 2

4
3



4
9

4
3

2
3 

故原式
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例 3  计算曲面积分 

dSzyx )coscoscos( 222  


,其中Σ为 

锥面 
222 zyx  介于平面  

0z 及 )0(  hhz  

之间的部分的下侧,  

 cos,cos,cos  

是Σ在 ),,( zyx 处 

的法向量的方向余弦. 
x

y

z

o

h
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解 )(: 222
1 hyxhz 补充 取上侧，1



xyD

x

y

z

o

h1











dvzyx

dSzyx

)(2

)coscoscos(
1

222 




 zdv2

dzzz
h 2

0
2   2

4h






1

2

1

dxdyz 
xyD

dxdyh2 4h

故所求积分
4

2
1 h 4h .

2
1 4h
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2、通量与通量密度

由第二型面积分可知，不可压缩的流体在流速场

kzyxRjzyxQizyxPzyxv ),,(),,(),,(),,( 

  yxRxzQzyP dddddd

中，通过曲面
 

指定一侧的流量为

  Sv d



n

一般的， 上的第二型面积分在有向曲面把向量场 (S)A


   SA d .(S)A 通量对称为场

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若
 

为方向向外的闭曲面,

  yxRxzQzyP dddddd

当
 

> 0 时, 说明流入的少，流出的多. 

当
 

< 0 时, 说明流入多，流出的少. 

则单位时间通过
 

的流量为

当
 

= 0 时, 说明流入与流出
 

的流体质量相等 . 

n



表明
 

内有源;

表明
 

内有洞

根据Gauss公式, 流量也可表为

zyx
z
R

y
Q

x
P ddd 





















n

（负源）.
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包含点
 

M 且方向向外的任一闭曲面 ,
记S所围域为(V), 

设S 是为了揭示场内任意点M 处源的强度, 

V


zyx
z
R

y
Q

x
P

V V
ddd1

)(  





















),,()(
lim






















 z

R
y
Q

x
P

MV
 Mz

R
y
Q

x
P














)),,(( 

S
V

M

则(V)上的平均通量密度为

VMV 


 )(
lim

称为向量场v在点M处的通量密度. 
也称为向量场 v 在点 M 的散度.

它反映了流速场在点M 处源的强度。
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定义设有向量场

kzyxRjzyxQizyxPzyxA ),,(),,(),,(),,( 

其中P, Q, R 具有连续一阶偏导数, 在场中点 M(x, y, z) 处

记作 Adivz
R

y
Q

x
P












3、散度的定义及计算

称为向量场 A 在点 M 的散度.

Adiv
z
R

y
Q

x
P












 A


计算公式
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0div A 表明该点处有正源,

0div A 表明该点处有负源, 

0div A 表明该点处无源, 

散度绝对值的大小反映了源的强度.

0div A若向量场 A 处处有 , 则称 A 为无源场.

例如, 匀速场 ),,,(),,( 为常数其中 zyxzyx vvvvvvv 

0div v
故它是无源场.

说明: 由引例可知, 散度是通量对体积的变化率, 且
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例5. 置于原点, 电量为 q 的点电荷产生的场强为

r
r
qE 3

.div E求

解: 










 3r
y

y 










 3r
z

z








 
                                      3

5

22

r
xrq

5

22 3
r

yr 
 5

22 3
r

zr 


0












3r
x

x 


),,(3 zyx
r
q

 )0( r

计算结果与仅原点有点电荷的事实相符.

)0( r




 qEdiv



14

例6 求设向量场 },,,{ xyzxyzA 


.)0(,222 的外侧表面的通量穿过圆柱 hzayx 

解 SA
S

d 


yxxyxzzxzyyz
S

dddddd  

 
0hS侧

vRQP zyx
v

d)(  

][-
0

 
h

xy
xyD
 00 xy

xyD
 [ yxdd )]d(-d yx

x
y

z

v 侧S

h

0
o

][-
0

 
h
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散度的运算法则

ACdiv)Adiv()1(


C

BdivAdiv)BAdiv()2(




AgradAdiv)Adiv()3(


 uuu

},,,{A ZYX


设 ),,,( zyxuu 

BAABBA


rotrot)(div)4( 

0)rot(div)5( A


2

2

2

2

2

2

)grad(div)6(
z
u

y
u

x
uu












 u

0)grad(rot)7(


u

则 
















zyx

,,

uu grad

AA


div

AA


rot

2

2

2

2

2

2

zyx 












),,( 2

2

2

2

2

2

zyx 










称为拉普拉斯算子
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例7
0))(grad(div

)(.)),(grad(div 222





rf

rfzyxrrf 等于什么时，当其中求

解 ),,)(()(
r
z

r
y

r
xrfrgradf  r

r
rf )(



))(grad(div rf

AgradAdiv)Adiv(


 uuu







 

 r
r

rf )(div r
r

rfr
r

rf 








)(graddiv)(

rr
r

rf
r

rf

r









 




 grad)()(3 rr
rr

rfrfr
r

rf 








1)()()(3 2

r
rfrfr )(2)( 



0))(grad(div rf由 0)(2)(  rfrfr

,)( trf 令

)1(

化为)1( 02  ttr
2

1
 rCt 2

1)( C
r

Crf 
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内容小结

1. Gauss公式

  yxRxzQzyP dddddd

  zyx
z
R

y
Q

x
P ddd












 
2. 通量与散度

设向量场 P, Q, R, 在域G内有一阶连续

偏导数, 则

向量场通过有向曲面 
 

的通量为

G 内任意点处的散度为

),,,( RQPA 

SnA d 

z
R

y
Q

x
PA












div
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2、通量与通量密度

SAQ
S

d      
)(

 


的通量：对曲面向量场 )(),,( SzyxA


为一闭合曲面外侧，如果 )(S

,0  Q若

，若 0  Q

;(V) 中有源则

)(S

SAQ
S

d      
)(

 


入出 QQ -   

,(V) 中有洞则 或负源

中有源存在。在，称若 )(0  VAQ




，对于向量场 ),,( zyxA








源的强度

源的存在性
研究

通量

通量密度
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SAQ
S

d      
)(

 


强度

则中只有一个源所围区域、若曲面 ,)()(1 VS

，的闭曲面作一内部含有点 )( SM 

,)()(2 中的源连续分布所围区域、若曲面 VS

).()( VS  所围区域为 o
x

y

z

V S

S

V

M



SA
VV

Q

S


d1

)(











V
V
A

V
MV

d
)(

lim
)( 


 


 



MA)(




平均通量密度

SA
V S

MV


d1lim

)(
)(


 




通量密度（散度） ,处源的强度在MA


A


div记为

散度的计算
)(div MA


SA

V S
MV


d1lim

)(
)(




 



VA

V V
MV

d)(1lim
)(





 




z
Z

y
Y

x
X













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Guass公式：

V
V

dAdiv


VASA
VS

d)(d


 
例3

.)1,0,1()0,0,0(},,{ 21
333 处的散度和在求向量场  MMzyxA



解 z
Z

y
Y

x
XA















div 222 333 zyx 

0)333()div( )0,0,0(
222

1
 zyxA M



6)333()div( )1,0,1(
222

2
 zyxA M


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例6
.:

,)(,

穿过曲面的通量证明

为场域中任一闭合曲面设场中在点电荷所产生的静电

D

S








 
qSq

qS
SD

S 包围

不包围

)(,

)(,0
d



解 ,
4 3 r

r
qD 




D


div 





  r

r
r

r
q  div11grad

4 33






 


 r
r

rr
r

q 
div1grad3

4 34
0

SDSq
S

d:)(  


外在如 0ddiv   vD
V



SDSq
S

d:)(  


内在如 S
r
rq

S

d
4 3  





Snr
R
q

S

d
4 03


 

qRR
R
q

 


4
4

2
3

o
x

y

V

S

S 
q

z

位于坐标原点，设点电荷q

S
r
rq

S

d
4 3  






2222 Rzyx 

时，当 0r
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例2

上侧2

2

2

2

1:

,dd)1(dddd

b
y

a
xcz

yxzyxxzyzyx






解

o y

z

x

p

yxzyxxzyzyx dd)1(dddd 




n

n

 
 

 
 

zyx
v

ddd)111( 
abc

3
4

2
13 




yxyx
D

dd)1(   ab

 
 

abc2 ab
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Gauss公式

v
z
Z

y
Y

x
XyxZxzYzyX

V

ddddddd  





















上连续在闭域如果定理 V
z
Z

y
Y

x
XzyxZzyxYzyxX








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