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第六章
 

多元函数积分学及其应用

第八节  各类积分的联系及其在场论  
中的应用

习题6.8 (p270)
14(3), 15, 16(1)(3)(6) 17, 18(3)
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内容提要

Gauss公式与散度4

Green公式1

平面线积分与路径无关的条件2

Stokes公式与旋度3

几种重要的特殊向量场5
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例1 计算
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例2  计算 
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例 3  计算曲面积分 

dSzyx )coscoscos( 222  


,其中Σ为 

锥面 
222 zyx  介于平面  

0z 及 )0(  hhz  

之间的部分的下侧,  
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解 )(: 222
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2、通量与通量密度

由第二型面积分可知，不可压缩的流体在流速场

kzyxRjzyxQizyxPzyxv ),,(),,(),,(),,( 

  yxRxzQzyP dddddd

中，通过曲面
 

指定一侧的流量为

  Sv d



n

一般的， 上的第二型面积分在有向曲面把向量场 (S)A


   SA d .(S)A 通量对称为场
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若
 

为方向向外的闭曲面,

  yxRxzQzyP dddddd

当
 

> 0 时, 说明流入的少，流出的多. 

当
 

< 0 时, 说明流入多，流出的少. 

则单位时间通过
 

的流量为

当
 

= 0 时, 说明流入与流出
 

的流体质量相等 . 

n



表明
 

内有源;

表明
 

内有洞

根据Gauss公式, 流量也可表为
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包含点
 

M 且方向向外的任一闭曲面 ,
记S所围域为(V), 

设S 是为了揭示场内任意点M 处源的强度, 

V


zyx
z
R

y
Q

x
P

V V
ddd1

)(  





















),,()(
lim






















 z

R
y
Q

x
P

MV
 Mz

R
y
Q

x
P














)),,(( 

S
V

M

则(V)上的平均通量密度为

VMV 


 )(
lim

称为向量场v在点M处的通量密度. 
也称为向量场 v 在点 M 的散度.

它反映了流速场在点M 处源的强度。
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定义设有向量场

kzyxRjzyxQizyxPzyxA ),,(),,(),,(),,( 

其中P, Q, R 具有连续一阶偏导数, 在场中点 M(x, y, z) 处

记作 Adivz
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3、散度的定义及计算

称为向量场 A 在点 M 的散度.
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0div A 表明该点处有正源,

0div A 表明该点处有负源, 

0div A 表明该点处无源, 

散度绝对值的大小反映了源的强度.

0div A若向量场 A 处处有 , 则称 A 为无源场.

例如, 匀速场 ),,,(),,( 为常数其中 zyxzyx vvvvvvv 

0div v
故它是无源场.

说明: 由引例可知, 散度是通量对体积的变化率, 且
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例5. 置于原点, 电量为 q 的点电荷产生的场强为
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例6 求设向量场 },,,{ xyzxyzA 


.)0(,222 的外侧表面的通量穿过圆柱 hzayx 
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散度的运算法则

ACdiv)Adiv()1(


C

BdivAdiv)BAdiv()2(




AgradAdiv)Adiv()3(


 uuu

},,,{A ZYX


设 ),,,( zyxuu 

BAABBA


rotrot)(div)4( 

0)rot(div)5( A


2

2

2

2

2

2

)grad(div)6(
z
u

y
u

x
uu












 u

0)grad(rot)7(


u

则 
















zyx

,,

uu grad

AA


div

AA


rot

2

2

2

2

2

2

zyx 












),,( 2

2

2

2

2

2

zyx 










称为拉普拉斯算子
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例7
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内容小结

1. Gauss公式
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2. 通量与散度

设向量场 P, Q, R, 在域G内有一阶连续

偏导数, 则

向量场通过有向曲面 
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2、通量与通量密度
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Guass公式：
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例6
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例2
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Gauss公式
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