


1．二重积分、三重积分

2．重积分的应用

3．第一型线积分（对弧长的曲线积分）

4．第二型线积分（对坐标的曲线积分）

5．第一型面积分（对面积的曲面积分）

6．第二型面积分（对坐标的曲面积分）

7．格林公式、高斯公式和斯托克斯公式

8. 积分与路径无关的条件

9. 积分学在场论中的应用

一、知识要点



1．二重积分 
D

yxyxf dd),(

（1）直角坐标系下的计算

（2）极坐标系下计算

（3）交换积分次序

2．三重积分

（1）直角坐标下计算

“先二后一”，或 “先一后二”

（2）柱坐标系下计算

（3）球坐标系下计算
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3．重积分的应用

物理应用：

1) 质心坐标（形心坐标）

2) 转动惯量

3) 引力

几何应用：

1）求体积

2）求平面图形的面积
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4.第一型线积分

5. 第二型线积分
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6. 第一型面积分

7.第二型面积分
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两型线积分的联系
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两型面积分的联系
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9.stokes公式
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8. Green公式
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10.Gauss公式



11、平面线积分与路径无关的条件

在 (σ)内与路径无关.
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在 (σ) 内有 yQxPu ddd 
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设 P, Q 在 (σ) 内具有一阶连续偏导数, 则有
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的通量：对曲面向量场 )(),,( SzyxA
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散度



1. 交换下列积分次序

解
 

根据积分区域的图形，得

二、例题选讲
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2. 计算二重积分
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3 .计算积分

2222 Rzyx  zRzyx 2222 及

,ddd2 zyxz 其中是两个球

( R > 0 )的公共部分.
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  为圆周、计算

计算。方程表示，化为定积分用参数式方程或极坐标将C
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的交线。平面

与为球面、计算
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解法2 具有轮换对称性，曲线C 的方程不变。轮换后，曲线即 Czyx ,,
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的上半圆弧到直线段，再从到点

是从点、计算
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求且路径无关，

与、设曲线积分









x
Q

y
P








)(
1

)(2
2 xf

x
xxf 






21
)(

x
Cxf




解

11)0(  Cf
21

1)(
x

xf






9、计算
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10. 计算曲面积分   其,d2)( 22 SzyzyxI  
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的转动惯量。
轴的上半球壳的重心及对、求密度均匀的半径为 za11
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公式。故不能直接利用

不存在，所围成的区域中偏导数由于被积函数在
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所围立体的表面外侧。及两平面

是柱面，其中、计算
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公式。故不能利用

不存在，所围成的区域中偏导数由于被积函数在
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单位法向量。

的向外是任意闭曲面，其中证明 
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固定向量向外法向量

的是任意闭曲面其中证明



的流量。所围成的圆台的外侧面及

穿过曲面求向量场
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．在第一卦限部分的上侧为平面
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坐标轮换法（向量点积法）
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22、计算曲面积分 
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轴旋转面方程为绕

(如图)

x

y

z

o 1 3

2

 *



 
 


* *

I且有

dxdydz
z
R

y
Q

x
P )(

* 










 
 

yzdxdydzdxyxdydzyI 4)1(2)18(
2

 


欲求




 dv   


xzD
xz

dydxdz
3

1 22

 




3

1

2

0

2

0 2 dydd

x

y

z

o 1 3

2

 *

 
2

0

3 )2(2 d ,2

 
 


* *

2 )31(2 dzdx ,32

)32(2 I故 .34


	幻灯片编号 1
	一、知识要点
	幻灯片编号 3
	幻灯片编号 4
	幻灯片编号 5
	10.Gauss公式
	幻灯片编号 7
	幻灯片编号 8
	二、例题选讲
	2. 计算二重积分
	3 .计算积分
	幻灯片编号 12
	幻灯片编号 13
	幻灯片编号 14
	幻灯片编号 15
	9、计算
	10. 计算曲面积分
	幻灯片编号 18
	幻灯片编号 19
	14
	幻灯片编号 21
	幻灯片编号 22
	幻灯片编号 23
	18、
	18、
	幻灯片编号 26
	幻灯片编号 27
	幻灯片编号 28
	幻灯片编号 29
	幻灯片编号 30
	幻灯片编号 31

