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第五节  含参变量的积分与反常积分

习题6.5（A)
1（2），2（1）（3），4（3），6（1）
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第五节
 

含参变量的积分与反常积分

5.1 含参变量的积分

],[],[ dcbaD 记 )(DCf 

含参变量y的积分
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a
dxyxfyF ),()(

含参变量x的积分
d

c
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概念

性质

1、连续性
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证:
),( yxf由于 在闭区域D上连续, 所以一致连续, 即

,0任给 ,0存在 ,),(,),( 2211 yxyxD内任意两点对

只要   2121 , yyxx

就有  ),(),( 2211 yxfyxf

,0, 任给因此 ,0存在 ,时当 y 就有
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xyxfyyxf d),(),( )( ab  

这说明 .],[)( 上连续在 dcyF

],,[ dcy任取 .],[ dcyy 令
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2、可导性

定理5.2 则若 ),(),( DCfDCf y 

上有连续的导数，在 ],[
),()(

dc
dxyxfyF

b

a
序。且求导与积分可交换次
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3、积分顺序交换性

上可积，在则若 ],[)(),( dcyFDCf (定理5.3)

例2 .
ln
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上可积，且在 ],[)( baxG
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4、含参变量积分求导法

定理5.4
上可导，且它们都在的值域均为

与上连续均在与若

],[],[)(
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例3 ).(,)(
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2

xFdyexF
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x
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  
2 2

)2()(
x

x

yx dyxyexF xe xx 2
22  xxe 

2解

上可导，且有在则 ],[),()(
)(

)(

2

1
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5.2    含参变量的反常积分

无穷积分

上收敛。在

的无穷积分那么称含参变量存在

极限如果设

],[

),(lim),()(

,
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],,[].,[),[),(
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

b
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b
dxyxfdxyxfyF ),(lim),()(

相应地可定义
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一致收敛

].,[),[),( dcaDDCf 设 



a

dxyxfdcy ),(],,[并且

.收敛 ,0,0  N有关的存在仅与若对 

,),(

],[








A
dxyxf

dcy 均有

时，使当 NA 

.],[),( 上一致收敛在关于则称 dcydxyxf
a


.],[),(,)(

)(),(],,[),[),(

上一致收敛在关于则收敛若

，且设

dcydxyxfdxxg

xgyxfdcaDDCf

aa 




比较判别法

定理5.5
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例4   证明积分

解


  

0
.),[sin 上一致收敛的区间在 cyxdxe yx

cxyxyx eexe

cy
 



sin

),[ 时当


 

0
是收敛的，而 dxe cx

.),[

sin
0

上一致收敛的区间在

所以




 

cy

dxxe yx
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上一致收敛，则在关于

且若

],[

),()(]),,[),([

dcy

dxyxfyFdcaCf
a




含参变量的反常积分的性质

定理5.6

上连续；在 ],[)()1( dcyF





d

caa

d

c
dyyxfdxdxyxfdy ),(),()2(

上一致收敛，则在关于上收敛，在

且，若

],[),(],[

),()(]),,[),([

dcydxyxfdc

dxyxfyFdcaCff

a y
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







导与求积分可交换次序上有连续的导数，且求在 ],[)( dcyF





a ya

dxyxfdxyxf
dy
d ),(),(

定理5.7
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例5  

解
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得由定理 6.5 
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 

0
一致收敛。所以 dxe xy
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5 .3     反常重积分
1、无界区域的二重积分

定义5.2 )),(( Cf ）是一无界闭区域，设（

，使

任作一有界闭区域序列

),2,1)(()(
,)(,),(),( 21




 nn

n




。扩张成为时且当 )()(  nn 

收敛。

上的二重积分在无界区域那么称


)(

),(
)(),(





dyxf

yxf

存在，如何作法，极限如果不论 
 )(

),(lim)(
n

dyxf
nn




记为


 )()(

),(lim),(
n

dyxfdyxf
n 


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收敛。积分
时，反常二重均为常数，则当与其中

时，有且使

若存在上连续在无界区域设









)(

0
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0
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2

,),(

)(),(
,0,)(),(













dyxf
M

Myxf

yxyx
yxf

定理5.8（收敛判别法）
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2、无界函数的二重积分

定义5.3
外处处连续，

）上除一点在有界闭域（设 ),(),( 000 yxPyxf 
.),(),(),( 00  yxfyxyx 时，且当

).(),(),,( 000  dPUNdPUdP d记邻域时的任一作点

存在，

时，极限

缩为点，即如何选取，当如果不论





 )(\)(0

0

0

),(lim

0),(

dNd

d

dyxf
P

NddPU




收敛。
的二重积分在区域那么称无界函数
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)(),(





dyxf
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 )(\)(0)(

),(lim),(
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dyxfdyxf

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收敛。时，反常二重积分则当

均为常数，与

外处处成立，其中上除点在

。若不等式

时，外处处连续，且当

上除点在有界闭域设
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
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
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定理5.9（收敛判别法）
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例6   证明无界区域上的二重积分

收敛，并求其值。
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例7 证明反常二重积分 


d
yx

I  


)(

1
收敛，

 1),()( 22  yxyx其中

证 由于

  222 yxyx 

22

11
00

yxyx 




）外有，）内除点（从而在（


1



由定理5.9知，反常积分 I 收敛
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练习1. ,0)( 的某邻域内连续在设 xxf 充验证当 x
分小时, 函数

 



x n ttftx

n
x

0

1 d)()(
!)1(

1)(

的 n 阶导数存在, 且 .)()()( xfxn 

证: 令 ,)()(),( 1 tftxtxF n ),(),(, txFtxF x及显然

在原点的某个闭矩形邻域内连续, 所以

 



x n ttftxn

n
x

0
2 d)())(1(

!)1(
1)(

)()(
!)1(

1 1 xfxx
n

n



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 



x n ttftx

n
x

0
2 d)()(

!)2(
1)(即

同理 ,d)()(
!)3(

1)(
0

3 



x n ttftx

n
x 

 xn ttfx
0

)1( d)()(

)()()( xfxn 
于是
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练习2

解

之值求积分 dx
x

xI  



1

0 21
)1ln(

所求积分为含参变量积分 dx
x
xyyI  




1

0 21
)1ln()( 在y=1处的值

由于 连续，所以，；，的偏导数在矩形域及其对 ]1010[
1

)1ln(
2 y

x
xy




dx
xyx

xyI  


1

0 2 )1)(1(
)( dx

xy
y

x
y

x
x

y  
















1

0 222 1111
1







 


 )1ln(

4
2ln

2
1

1
1

2 yy
y



dyyy
y

II 





 


  )1ln(

4
2ln

2
1

1
1)0()1( 2

1

0


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y
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


1

0 2

1

0

21

0 1
)1ln()1ln(

8
arctan

2
2ln  )1(2ln

4
I









  )0(2ln

42
1)1( II 

2ln
8


所以
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