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第六章  多元数量值函数积分学

7.3  第二型面积分

习题6.7
8,11,12(1)(3),13,15
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一、有向曲面

• 曲面分类
双侧曲面

单侧曲面

莫比乌斯带 曲面分上侧
 和下侧

曲面分
 内侧和
 外侧

曲面分左侧
 和右侧(单侧曲面的典型)

x

o

z

y

xy 22 

抛物柱面
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其方向用法向量指向• 指定了侧的曲面叫有向曲面,

表示 :

x

y

z

o



n

上侧：法向量朝上

内侧：法向量朝内

)cos,cos,(cos ne设

方向余弦 cos cos cos

> 0 为前侧

< 0 为后侧

封闭曲面

> 0 为右侧

< 0 为左侧

> 0 为上侧

< 0 为下侧

外侧

内侧
侧的规定
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二、引例:
 

流向曲面一侧的流量.
1. 引例设有不可压缩的流体在一空间流速场

中流动，()为G中一有向曲面，

))(( GMMv 

求流体流向曲面 ()指定

一侧的流量（即单位时间内通过曲面的流体的体积）.     

A

v

ne


A

分析: 若 
 

是面积为A 的平面,

单位法向量:
(cos , cos , cos )ne   

流速为常向量: v

则流量

Q A v cos nA v e 
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对一般的有向曲面
 

,

用“分, 匀, 和, 精”

及稳定流动的不可压缩流体的

速度场 ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))v P x y z Q x y z R x y z

进行分析。

x

y

z

o

 

iS ( )iM
iv

ne

分、匀

和

1
) )

n

i i n i i
i

Q v M e M S


    
（ （

精

d
0 1

lim ) )
n

i i n i id i
Q v M e M S




    
（ （

) )i i n i iQ v M e M S   
 
（ （

为最大子域的直径.
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三、第二型面积分的定义





n

i
iini SMeMA

1
)()(



下述极限收敛于同一值怎样选取如果不论怎样划分，点 ,iM

的第二型面积分。记作沿有向曲面则称此极限值为向量场 )()( SMA







n

i
iinid

SMeMA
10

)()(lim


作和式

iini SMeMA  )()( 

nSSSnS  ,,)( 21小块分成它的一侧，把曲面

指定）的有向曲面（的场域中有一可求面积设 ,)( SMA


作点积任取一点 ),( ii SM 

 
)(

d)(
S

n SeMA








n

i
iinid

SMeMA
10

)()(lim


Sd

第二型面积分的向量形式

 
)(

d)(
S

SMA


或
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( )

( , , )cos d ( , , )cos d ( , , )cos d
S

P x y z S Q x y z S R x y z S    

设 )),,(),,,(),,,(()( zyxRzyxQzyxPMA 


  cos,cos,cos)( Men


 
)(

d)(
S

SMA


在三个坐标面的投影dS

cos d , cos d , cos dS dy dz S dz dx S dx dy       记

 
)(

d)(
S

SMA


dydxzyxRdxdzzyxQdzdyzyxP
S

  ),,(),,(),,(
)(

第二型面积分的坐标形式

则
( )

( ) dn
S

A M e S 
 

)coscoscos  RQP 

两型面积分的联系

S
S

d
)(

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五、第二型面积分性质

1




,10 



21

,20





21

,30

21 

S

( , , ) d  Q v x y z S 


四、第二型面积分的物理意义

表示速度场

kzyxRjzyxQizyxPzyxv
 ),,(),,(),,(),,(   

在单位时间内流向曲面∑指定侧的流量 Q. 

2
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














xy

xy

D

D

dxdyyxzyxR

dxdyyxzyxR

)))(,(,,(

)),(,,(

六、第二型面积分的计算

上侧取正

下侧取负

（1）设
 

是光滑的有向曲面，其方程为









存在

则第二型面积分上连续在

是光滑的有向曲面，设

dydxzyxRdxdzzyxQdzdyzyxP

zyxRzyxQzyxP

),,(),,(),,(

,)(
),,(),,,(),,,(

,),(),,( xyDyxyxzz 




dydxzyxR ),,(则

一投

三定号

二代
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














xz

xz

D

D

dxdzzzxyxR

dxdzzzxyxR

))(),,(,(

)),,(,( 右侧取正

左侧取负

（2）设
 
是光滑的有向曲面，其方程为

,),(),,( xzDzxzxyy 




dxdzzyxQ ),,(则

“一投，二代，三定号”
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
















yz

yz

D

D

dydzzyzyxR

dydzzyzyxR

))(,),,((

),),,((
前侧取正

后侧取负

（3）设
 
是光滑的有向曲面，其方程为

,),(),,( yzDzyzyxx 




dzdyzyxQ ),,(则
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


dyxyzdx
 

其中Σ是球面 1222  zyx 外侧 

在 0,0  yx 的部分. 
解 两部分和分成把 21 

;1: 22
11 yxz 

,1: 22
22 yxz 

x
y

z

1





2

例1 计算




dyxyzdx 



1





2

 
xyD

dxdyyxxy ))(1( 22  
xyD

dxdyyxxy 221

 
xyD

dxdyyxxy 2212 1
30



注意：此题不能用对称性
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例2    计算  


yzdzdxxydydzxzdxdy 是其中

平面 x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y + z = 1    所围成的

空间区域的整个边界曲面的外侧

o

x

y

z

解  分成四个部分

1,0:1  zxy 左侧

1,0:2  yxz 下侧

1,0:3  zyx 后侧

所截得的部分被 0,0,01:4  zyxzyx
上侧

1

2

3
4
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上在 1 



1

0yzdzdxxydydzxzdxdy

0,0,1  zzoxyozxoy 面上而在面上的投影为在因

同理  
2

0


yzdzdxxydydzxzdxdy

 
3

0


yzdzdxxydydzxzdxdy

上在 4

  
4

)1(
 xyD

dxdyyxxxzdxdy
24
1



o

x

y

z

1

2

3

4

同理 ,
24
1

4




xydydz  
4

24
1



yzdzdx

所以  


yzdzdxxydydzxzdxdy
8
1


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例3

解

的外侧计算 1:,dd 2

2

2

2

2

2


 c

z
b
y

a
xyxz

21  上侧2

2

2

2

1 1:
b
y

a
xcz 

下侧2

2

2

2

2 1:
b
y

a
xcz 




21

yxzyxz
DD

dddd 21  

yx
b
y

a
xc

D

dd12 2

2

2

2

 
dd12 2 rrrabc

D

 
rrrabc d1d2 21

0

2

0
  


abc

3
4













sin
cos

bry
arx

注意：此题不能用对称性
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计算
dyzdxdzdyxz 



)( 2

,其中Σ是旋

转抛物面 )(
2
1 22 yxz  介于平面 0z 及 

2z 之间的部分的下侧. 

解1 


 dzdyxz )( 2

22 yzx  ：前






后前

,)2( 22 
yzD

dydzyzz

例4

22 yzx  ：后

,2
2

2

 zyDyz：


前


后

 
yzD

dydzyzz ))(2( 22




 dyzdx  
xyD

dxdyyx ))((
2
1 22 422  yxDxy：
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解2 


 dydzxz )( 2

有上在曲面 ,






 Sxz dcos)( 2 




 dxdyxz



cos
cos)( 2




 dxdyzxxzzdxdydydzxz ]))([()( 22

 
xyD

dxdyyxxxyx )}(
2
1)(])(

4
1{[ 2222

 
xyD

dxdyyxx )](
2
1[ 222

 
 2

0

2222

0
)

2
1cos( rdrrrd

.
1

1cos,
1

cos
2222 yxyx

x






 

.8

坐标转换法
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作业
习题6.7

8,11,12(1)(3),13,15
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练习  
S

yxzxzyzyxQ dddddd求

.2222 的外侧是球面其中 RzyxS 

解  
S

yxzxzyzyxQ dddddd

  
S

n Sezyx d,,


 
S

Szyx d222


S

SRd 34 R
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