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重点掌握内容：

1、坐标变换

2、结构分解

3、单变量标准型

4、多变量标准型

第三章 线性系统的标准型与结构分解

创新港-控制理论教学
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思考：空间的概念、空间的变换关系、系统描述
与坐标系关系
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1、线性空间

设 V 是一个非空集合，P 是数域，如果 V 满足下列条件：

（1）在 V  中定义了加法运算

（2）在 V 中定义了一个数量乘法运算

 

  k

则称 V 是数域 P 上的一个线性空间。

判定一个集合是否是一个线性空间，须满足：

（1）非空集合；

（2）定义了“加法运算”和“数乘运算”

预备知识

线性无关、基、维数 空间 nX



4

2、生成空间

设 是线性空间 的向量

形为

maaa ,,, 21  nX

nmRmii                   ,,1    , 

mmi aaaa   221

的全部向量组成如下的集合，记为

是 的线性子空间，它由 张成，

记为

nX

n

aa XXX      

aX maaa ,,, 21 

 ma aaSpanX ,,1 

到此并未要求 无关。

若 是 的极大
线性无关组

则 且

maaa ,,, 21 

maaa ,,, 21 mLaaa L      ,,, ''

2

'

1 

 ''

1 ,, La aaSpanX  LX a dim
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3、直和

1）交：设 为 的两 子空间，同属于 的
全部向量构成的集合 ，称为 的交，记为

也是线性空间

21, XX
nX

21, XX

12X 21, XX

12X2112 XXX 

2）和：设 形为 的全部向量集合
称为 的和，记为

是线性空间

和与并的区别

2211 , XaXa 
21 aaa 

21, XX

21 XXX a 
aX

2221 XXXX 

21 XX 

1X

2X

1l

2l

指 两条线
21 XX  21, ll
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例1 求 与 3211 ,, aaaSpanX   6542 ,, aaaSpanX 

的交与和空间
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
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
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
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
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
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4321 aaaa
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
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


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
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
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







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1

0
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1

1

65 aa

（1）求

设 ，则 ，使

1 2X X

1 2x X X
621 ,,,  

1 1 2 2 3 3 1

4 4 5 5 6 6 2

      

          

x a a a X

a a a X

  

  

   

   



7

则 0665544332211  aaaaaa 

0

340201

464220

110110

011131

6

5

4

3

2

1


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































































验证前4列的 解空间2维，即 2维 012 1 2X X

令 0    ,1 65  

0      2      1      0 4321  

'

1 2 3 5 1 2

1

1
2

6

4

X a a a X X

 
 
       
 
 
 
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'

2 2 3 6 1 2

0

2
3 2

8

6

X a a a X X

 
 

     
 
 
 

0      3      12    ,0 432165  

令

 ' '

1 2 1 2

1 0

1 2

6 8

4 6

X X Span X X Span

 
 

 
    

 
  

可通过初等变换化为简单向量

（2）求 21 XX 

    XaaSpanaaaSpanXX
aa

 41

,,

62121 ,,,,,
41


 无关
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3）子空间的直和

设 而 则 是直和，记为,, 21 XXX  21 XX 021 XX  21 XX 

例2 接例1研究

均与 线性无关41   , aa '

2

'

1, XX 532

'

1 3 aaaX 

632

'

2 23 aaaX 

        0 211

'

2

'

11  XXaSpanXXSpanaSpan 

       ' '

4 1 2 4 1 2 0Span a Span X X Span a X X 

则  1aSpan 与
1 2X X 之和均为直和

 4aSpan
1 2X X

即    1 1 1 2X Span a X X     2 4 1 2X Span a X X 

     214121 XXaSpanaSpanXXX 进而

即X被分解为子空间      2141 ,, XXaSpanaSpan  直和
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一般有 kXXX ,,, 21  是 X 的子空间，如果

kXXXX  21 则称此为空间的一个分解

4、线性映射，像空间

AyXxyF nm                 :

像

A像的全体构成 的一子空间，称A的像空间。nX

A的像空间为A矩阵列向量所张成的空间。

5、核空间

所有使 A y = 0 的全体 y 所构成的集合称为 A 的核空间。

记 ker A          N(A)
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3.1  坐标变换

线性系统的各种标准型，是使用等价变换作为手段，基于
如下事实求得。考虑常系数系统









EuCxy

BuAxx

经 非奇异矩阵 P 进行如下变换nn

Pxx ~

(3-1)

(3-2)

得到和它代数等价的系统









uExCy

uBxAx
~~~

~~~~
(3-3)

两式的系数矩阵有如下关系

EECPCPBBPAPA   ~
,

~
,

~
,

~ 11
(3-4)
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（1）能控性、能观性相同；

（2）特征值相同，即 ；

（3）输入输出关系（脉冲响应阵，传递函数阵）相同。

)
~

()( AA  

目标是：寻找一个奇异变换，使系统方程变成等价的，适于

研究需要的形式。

等价系统之间有性质：

3.2  线性系统的结构分解

3.2.1    能控子空间

状态空间X中全体能控状态组成的子空间Xc，称为能控子空间

定理3.1  BAABBSpan n 1   能控子空间

证明：对任一 ，则存在 和 u ( t ),                  使得：cXx 0  ftt ,0




ft
At dttBuex

0
0 )(

ft
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设 





1

0

)(
n

k

k

k

At Ate  凯莱-哈密顿定理

则有
 






ft n

k

k

k dttBuAtx
0

1

0

0 ))())((( 

1

1

10
~~~



 n

n uBAuABuB 

1,,1,0      ,)()()1(~
0

  nkdttutu
ft

k

k

k 

 BAABBSpanx n 1

0         

即  BAABBSpanX n

c

1   

下面证明：   c

n XBAABBSpan 1  

设 ,则有 两种情况。

（1） 则存在 无关向量

使对任意 ，有

1dim nX c  nnnn  11     ,

,1 nn  10 nnn 
0

,,1 ngg 

cXx 0
0      0      0 0001 0

 xgxgxg T

n

T

i

T  （*）
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即  0, 0  xgi

将（*）式代入

0
0

,,2,1                0)( nidttBueg
ft

AtT

i 


因为上式对任意 成立，则)(, tut f 0 Beg AtT

i

则

求导至 n – 1次，并令 t = 0 得;

  0      

0    0     0

1

12









BAABBg

BAgBAgABg

nT

i

nT

i

T

i

T

i



 BAABBSpan n 1        的维数小于或等于 01 nnn 

  c

n XBAABBSpan 1      

因为相互包含  BAABBSpanX n

c

1       

（2）当 nn 1 时，则 XX c  ，显然

  XBAABBSpanX n

c  1      
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定理3.1 能控子空间是A的不变子空间。

显然    BAABBSpanBAABBSpanA nn 11                

3.2.2   系统能控的结构形式

设系统 S(A，B，C）的能控子空间 ccc nXX dim, 且

nnc  ，则有
cncnc nnnxX dim, ，使

ncc XXX 

在 中选基底

在 中选基底

cX
c

n

c

c
ee ,,1 

c

n

c

n ee
c

,,1 ncX

则 c

n

c

c
ee ,,1 

c

n

c

n ee
c

,,, 1  为X 的一组基底，以此基底的

坐标记为 ，对任一 ，有：
c Xx








n

i

c

ii

c

nn

cc

ex

exexexx

1

2211

   

 ）行  

0

0

1

0

0

( iec

i 


































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令







































n

n

nc

n

c

x

x

X

x

x

X
c

c


11

             

定理3.2 在 坐标系下，系统 S 的状态方程必取如下形式：c

u
B

X

X

A

AA

X

X

nc

c

nc

c




































00

1

22

1211




（3-5）

证明：即证明 0,0 221  BA

1) 证

   

c

n

c XBBAABBSpanX 的列向量1      
0ncX在 中分量为

02 B

故
cnB

B

B 















































0

1

0

        ,  0        ,  

0

2

1
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2）证 021 A

在 坐标系下：
c

  行第 c

c

n n
AA

AA
AeAe

c




























0

1

1

,,
2221

1211

1 






























21

11

2221

1211

0 A

AI

AA

AA
cc nn

cc

c

ic niXAeAX ,,1        的不变子空间是

  0               
0

21

11

1 







 A

A
AeAe c

n

c

c
即

由坐标的选择可知，
ncc XXX 

3.2.3  不能观子空间

定义3.1（不能观） 对于非零状态 ，若 有限Xx 0  0tt f 

使 ，称 上 为不能观状态。0)( ty  ftt ,0 0x
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1） 0),()( 000  xttCtyx 为不能观

定常下 00 xCeAt

3）所有不能观状态组成一子空间 是线性空间noX

2）S完全能观 0 noX

定理3.3 的交为核空间 1ker,,ker,ker n

no CACACX 


1

0

ker





n

i

i

no CAX

证明：证相互包含


1

1

ker





n

i

no

i XCA1）


1

1

000 0      0ker




 
n

i

i CAxCxCAx 核空间定义设任 0   0

1  xCAn

而以 为初态的输出0x )0)(( tu







1

0

00 0)(
n

k

k

k

At xCAxCety 


1

0

0 ker





n

i

no

i

no XCAXx
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2） 
1

0

ker





n

i

i

no CAX

设任一 0)(, 00  xCetyXx At

no 则

对该式求直至n-1次导数，且令 t = 0

0          0     0 0

1

00   xCACAxCx n


1

0

1

0

0 kerker









n

i

i
n

k

no

k CAXCAx


1

0

ker





n

i

i

no CAX故

定理3.4 不能观子空间 是A的不变子空间noX

3.2.4 系统能观的结构形式

u
B

B

X

X

A

AA

X

X nono




































2

1

022

1211

0
0



（3-6）

  









0

2  0
X

X
Cy

no

定理3.5 在 坐标系下，系统 S 的状态方程必取如下形式：0

证：省略。
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3.2.5  结构分解的变换矩阵

（1）能控与不能控分解

若 n 维线性定常系统不完全能控，即

  nnBAABBrank c

n 1      

则可选出 个线性无关向量cn
cnVVV ,,, 21  ，则

 
cnc VVVSpanX ,,,  21 

经过简化，得到 作为 的一组基底（并不要
求是标准正交基）

c

n

cc

c
eee ,,, 21 

cX

得到 的一组基底 ，并且ncX
c

n

c

n ee
c

,,1 

 c

n

c

nnc eeSpanX
c

,,1 

求不能控部分，使 ncc XXX 

所求坐标变换为   1

11 ,,,,,


 c

n

c

n

c

n

c eeeeP
cc
 （3-7）

使用此变换矩阵系统就可以变成（3-5）形式
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例3 给定线性定常系统

uXX















































0

2

1

2

1000

3304

4424

1102

  Xy 2111 

化为能控和不能控结构形式

解：求能控子空间
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cc eeSpan 为 的基cX

求 使 ，则：
ncX ncc XXX 

的基为 nc

cc

nc XeeSpanX
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nn

CA

CA

C

rankCBAS

n

























0

1

),,(


不完全能观

0nnnno 不能观维数

0  ,  ,0  ,0 1

0   xCACAxCxXx n

n 设

解方程得到 个线性无关的向量，经过化简设为：non
00

2

0

1 ,,,
noneee  ，则：  00

2

0

1 ,,,
nonno eeeSpanX 

（2）能观与不能观结构分解

选取 组成 ，使
00

1 ,, nn ee
no
 0X

0XXX no 

取坐标变换

  100

1

00

2

0

1 ,,,,,,


 nnn eeeeeP
nono


在该坐标变换下系统有（3-6）形式。

由于 的选择不唯一，则状态空间X的分解不唯一但（3-5）
的形式不变。

ncX
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例4 对例3化为能观与不能观形式

解：求不能观子空间

0          0     0 32  xCAxCACAxCx

解为
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0

30 eeSpanX

故   10

4

0

3

0

2

0

1       


 eeeeP

由于 选取不唯一，则 X 的分解不唯一。0X
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（3）系统结构规范分解

设系统不完全能控且不完全能观，则用坐标变换使 X 分
为四个子空间的直和

4321 XXXXX 

能控不能观

能控能观

1X

2X

不能控不能观

不能控能观

3X

4X

取 2X 使 21 XXX c 

取 3X 使 31 XXX no 

4321 XXXXX 选 4X 使

4321               nnnn维数 n

cn
non

先求 ，然后令noc XX ,
noc XXX 1

这种分解为X的规范分解，它也不是唯一的。
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若在4个部分中分别选一组基底，设为

1
                : 211 neeeX 

2111
                : 212 nnnn eeeX  

32121
             : 13 nnnnn eeX   nnnn eeX              :

3214 

由这组基底总合构成坐标变换，利用该坐标变换，系统状态
方程必化为标准分解形式
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





（3-8）

 
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例5 对例3和例4的结果继续分解
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因而
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取坐标变换   1

4321          


 eeeeP

在此坐标变换下

uXX


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
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




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2200

2020

3401

    Xy 2010

讨论：

1）空间分解的变换阵不唯一，但分解出的各子空间维数是一

致的，且能控（观）因子不变（指各部分的特征值）。

2）空间分解不一定所有空间都有，按定义求空间。
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总结：

1. 能控子空间构成  1  nSpan B AB A B


1

0

ker





n

i

i

no CAX不能观子空间构成

2. 按能控与不能控分解 规范型 变换矩阵求法
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4. 按全空间分解 规范型 变换矩阵求法

u
B

B

X

X

X

X

A

AA

AA

AAAA

X

X

X

X















































































0

0

000

00

00 2

1

4

3

2

1

44

2433

2422

14131211

4

3

2

1









 





















4

3

2

1

42  00

X

X

X

X

CCy



29

3.3  单变量系统标准型

1、能控标准型

单输入单输出系统可表示为

buAXX       : cXy  （3-9）

其中 b 是 列向量， 是 行向量。1n c n1

假设系统完全能控，则有属性   nbAAbbrank n 1      

令系统的特征多项式为
01

1

1)()det(   





ssssAsI n

n

n 

定义如下 n 个常数
cbn 1



cbcAb nn 12   

cbbcAbcA n

n

n

2

3

1

2

1   



 

cbbcAbcA n

n

n

1

2

1

1

0   



 



30

构造如下的变换矩阵

 
























1

1

  , , ,

11

1-n1

n

n bAbbAP










 （3-10）

容易看出，P 是非奇异的。

定理3.6 对完全能控的单输入单输出线性定常系统，通过非
奇异变换 ，可变成能控标准型XPX 1

ubXAX ccc


      :
（3-11）

Xcy c

其中









































 





1

0

0

 ,
10

10

1

110

1





bPbAPPA c

n

c



（3-12）

 110  nc cPc   证明：略
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例6 考虑单输入单输出系统

uXX
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解：特征多项式 45)( 3 


sss

i 常数

  3
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1102 
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012

2

0  cbcAbbcA 

利用（3-12），可导出系统的能控标准型
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变换矩阵为
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2、能观测规范形

对于系统(3-9)，假设完全能观，有

n
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c
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n













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构造如下矩阵
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





A

cA

cA

Q

n

n

n









 1

1

11

1

1





很明显，Q为非
奇异阵。

定理3.7 对完全能观测的单输入单输出线性定常系统，通过非
奇异变换 ，可变成能观标准型Qxx ˆ

ubxAx 000
ˆˆ:  

（3-13）xCy ˆ
0

其中，



















































1

1

0

0

1

1

0

1

0   ,

1

1

00

nn

QbbQAQA

















 1001

0  cQC
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例7 考虑例6系统，变成能观规范型

解：已知 45)( 3  sss 0     4     3 012  

利用(3-13)，可得到能观规范型

uxx

































 



3

4

0

ˆ

010

501

400

̂  xy ˆ100

变换矩阵为

























































110

113

444

100

10

1 2

2

12

c

cA

cA

Q 



3.4   多输入多输出系统标准型

特点:（1）规范型不唯一

（2）构造变换矩阵较复杂

重点讨论两种标准型：龙伯格标准型和旺纳姆标准型
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3.4.1  搜索线性无关列或行的方法

共同性问题：搜索能控性矩阵中的 n  个线性无关列

或能观性矩阵中的 n  个线性无关行。

下面以能控性矩阵 为例，说明搜索方法。cW

 BAABBW n

c

1 

cW 为 pnn ，从 中选n个线性无关列，有不同选法，cW

(ij)

1b 2b
pb

0A

1A

1nA

格（ij）单元表示 j

ibA

用格栅图表示
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 

 

 

 0

0

1b
pb

A

2A

1nA

方法1 按列搜索格栅

I
Step1：从格栅栏第1列开始，自上往

下，顺序找出所有线性无关的

列向量；

Step2:  转入右邻列从上往下继续搜

索，直到找到n个线性无关列

向量。

    

           

    

        

2

1

1

1

21

21

21 bAbA

AbAb

bb

vv 



最后排成：

        221

1

11
1  AbbbAAbb

v 

不一定用足
pb
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   0

 0 

 0



0

1b
pb

A

2A

1nA

方法2 按行搜索格栅

I Step1: 从格栅栏第1行开始，自左至右，
顺序找出所有线性无关的列向量；

Step2: 转入下一行，从左到右搜索， 对
每格判断列向量和先前的向量组
是否相关。若相关,划0,无关画。

若某格已画0，则所在列中位于其
下的所有列向量必和先前的列向量
相关，该列无需搜索。

prBrank  
2b

Step3:直到找到n个线性无关列向量,停
止。
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 1

1

1

11       1  rAbAbbbAAbb rrr

 最后排成：

可以证明  r ,,, 21  为能控性指数。

3.4.2   龙伯格能控标准型

这种标准型在极点配置方面有着很大的用途。下面考虑

线性多变量时不变系统

Cxy       

   :



 BuAxx （3-14）

其中，A为 常阵，B为 常阵，C为 常阵，nn pn nm

rank B= r。

假设按行搜索，找出 中n个线性无关的列向量，组成非
奇异矩阵

cW

]        [
1

2

1

221

1

111
21

rrr bAAbbbAAbbbAAbbQ r 


 

对 求逆，将 表为1Q 1

1


Q
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

































 

T

r

T

r

T

T

r
e

e

e

e

QP















1

1

11

1

1

1

P为块矩阵，每块行数为 rii ,,2,1, 

在矩阵P中，取出各个块阵的末行，即为 ,,,
21 21

T

r

TT

r
eee  

并组成变换矩阵















































1

1

1

1

1

1

1

1

1

r

r

r

r

Ae

Ae

e

Ae

Ae

e

T

T

r

T

r

T

r

T

T

T

























（3-15）
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定理3.8 [龙伯格能控标准型]   对完全能控的多变量定常系统
（3-14），通过非奇异变换 ，可得到下列龙伯格能控
标准型

Txx ˆ

xCy

uBxAx

c

cccL

ˆˆ        

ˆˆˆˆ :



 
（3-16）

其中

















 



rrr

r

nn
c

AA

AA

TATA

ˆˆ

ˆˆ

ˆ

1

111

1

)(






 ,,2,1  ,

*

10

10

ˆ
)(

riA
ii

ii 







































( )

0 0

ˆ ,      
0 0

i j

ijA i j
 

 
 
  
 
 
  






































**1

0

0

*1

0

**0

ˆ
)(















TBB
pn
c

1

)(

ˆ 



CTC
nm
c

无特殊形式
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例8 给定线性定常系统

3   ,

1

0

0

1

0

2

171

160

241











































 nuxx

解：

























8121111

571100

862402

]     [ 2BAABBWc

按行搜索，找出3个线性无关列



























































1

1

4

    

1

0

0

     

1

0

2

121 Abbb
（完全能控）

组成 1Q  2111 bAbbQ 

对 求逆，得1Q



















































135.0

010

025.0

111

010

042
1

1

1QP
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









































135.0

160

010

21

12

12

T

T

T

e

Ae

e

T

利用变换矩阵T，可得到龙伯格标准型

      

3036-

2719-

010

      

135.0

160

010

171

160

241

135.0

160

010

ˆ

1

1































































































TATAc





























































1

1

0

0

1

0

1

0

0

1

0

2

135.0

160

010

ˆ TBBc
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定理3.9 （龙伯格能观标准型）对完全能观的多变量线性定常
系统（3-14），利用对偶性原理，可得到龙伯格能观标准型

xCy

uBxAxL

0

00

         

:



  (3-17)

其中



















rrr

r

AA

AA

A







1

111

0

riAii ,,2,1       ,

*1

*1

*00




























jiAij 

















       ,

*00

*00







































**

**

100

100

0













C

0B 无特殊形式 n m     r<m

系统（3-16）和系统（3-17），存在关系
T

c

T

c

T

c BCCBAA ˆ      ˆ      ˆ
000 
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对于多变量线性定常系统（3-14），假设按列搜索方法，
找出 中 n 个线性无关列向量，组成非奇异矩阵cW

1 2 11 1

1 1 1 1 2 2 2, , , , , , , , , , lvv v

l l lQ b Ab A b b Ab A b b Ab A b
    

其中 nvvv l  21

定义基组

3.4.3    旺纳姆标准型

（1）设 





1

0

111

1

1

v

j

j

j

v
bAbA 

定义相应的基组






























                                                11

1121

3

1,11

2

12

1111

2

1,11

1

11

1

1

1

1

1

1

1

be

bbAbAe

bbAbAe

v

v

v

v

v

v

v











（2）设  


  


1

0

1

1 1

2222

2

2

v

j i

v

j

ijji

j

j

v
i

erbAbA 

定义相应的基组






























                                                22

2222

3

1,22

2

22

2212

2

1,22

1

21

1

2

2

2

2

2

2

be

bbAbAe

bbAbAe

v

v

v

v

v

v

v










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（3）设
3

3

1 2

3 3 3 3

0 1 1

iv v
v j

j ji ij

j i j

A b A b r e


  

   

定义相应的基组









   

                                                33

3323

3

1,33

2

32

3313

2

1,33

1

31

3

3

3

3

3

3

3






























be

bbAbAe

bbAbAe

v

v

v

v

v

v

v





（l）设  






 


1

0

1

1 1

l i

l

v

j

l

i

v

j

ijljil

j

ljl

v
erbAbA 

定义相应的基组






























                                                

2

3

1,

2

2

1

2

1,

1

1

llv

lll

v

vll

v

l

lll

v

vll

v

l

be

bbAbAe

bbAbAe

l

l

l

l

l

l

l











在上列这些基组的基础上，组成非奇异变换阵

1

1

11 12 1 1 2, , , , , , , ,
lv l l lvP e e e e e e



   
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



















 

ll

l

l

c

A

AA

AAA

PAPA






222

11211

1

其中，

liA

i

ii

ivii

vv
ii 




,2,1        ,

10
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110

)(
































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r

r

A

ijv

ij

vv

ij

i

ji









,1j        ,

00

001

)(





















































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定理3.10 （旺纳姆能控标准型）对完全能控的多变量线性定
常系统，利用非奇异变换 ，可得到旺纳姆能控标准型

uBxAx cc 

xCy c

（3-18）

Pxx 
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例9 考虑下列完全能控的线性系统
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导出
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利用（3-18），可求出
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其中
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定理3.11 [旺纳姆能观标准型]   对完全能观的多变量线性定常
系统，利用对偶性原理，可导出下列旺纳姆能观标准型为

xCy

uBxAx

o

ooow

ˆˆ        

ˆˆˆˆ :



 
（3-19）
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1、线性系统等价坐标变换关系式，性质

2、结构分解

（1）能控子空间，不能观子空间，概念与求法

（2）按能控与不能控、能观与不能观、全空间结构分解

规范型与求法

3、单变量标准型

能控标准型、能观标准型

4、多变量标准型

龙伯格标准型（按行）、旺纳姆标准型（按列）

知识点：
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习题：
1. p212, 4.11

2. P212, 4.13

UXX
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 XY 2121 

3.将系统化为全空间的标准结构形式


