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第一章第一章

结构振动基本概念结构振动基本概念
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振动是日常生活和工程中普遍存在的现象，有振动是日常生活和工程中普遍存在的现象，有
机械振动、电磁振荡、光的波动等形式机械振动、电磁振荡、光的波动等形式

机械系统的振动

单自由度系统单自由度系统

多自由度系统多自由度系统

连续体连续体

简化简化
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单自由度系统的振动反映振动的一些最基本规律单自由度系统的振动反映振动的一些最基本规律

两自由度系统的一些特点可推广到多自由度系统两自由度系统的一些特点可推广到多自由度系统
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1.1  1.1  单自由度系统的自由振动单自由度系统的自由振动1.1  1.1  单自由度系统的自由振动单自由度系统的自由振动

自由振动微分方程自由振动微分方程

重力重力 PP 作用下弹簧的静变形作用下弹簧的静变形

kPst 

运动微分方程运动微分方程

d 2
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 xkP
dt

xdm st  2

2

kx
dt

xdm 2

2
只在恢复力作用下维持的振只在恢复力作用下维持的振

动称为无阻尼自由振动动称为无阻尼自由振动
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kx
dt

xdm 2

2

两端同除以质量两端同除以质量 mm，，并设并设 mk2
0

2
2xd 无阻尼自由振动微分方程的无阻尼自由振动微分方程的无阻尼自由振动微分方程的无阻尼自由振动微分方程的

标准形式标准形式

方程解的形式方程解的形式 rtex  代入运动微分方程代入运动微分方程，，可得可得
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本征方程本征方程

本征方程的两个根本征方程的两个根 0201 ,  irir 
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运动微分方程的解运动微分方程的解

CC11、、CC22由运动起始条件确定由运动起始条件确定，，令令

2

12
2

2
1 tan,

C
CCCA  
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   tAx 0sin

上式表示无阻尼振动是简谐振动上式表示无阻尼振动是简谐振动
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无阻尼自由振动的特点无阻尼自由振动的特点

固有频率

无阻尼自由振动是简谐振动无阻尼自由振动是简谐振动，，是一种周期振动是一种周期振动

自由振动的周期自由振动的周期
0

2



T

1
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f
T

 2120  mk0

 0 0 为为固有角（圆）频率或固有频率，只与表征系统本固有角（圆）频率或固有频率，只与表征系统本

身特性的质量和刚度有关，与运动的初始条件无关身特性的质量和刚度有关，与运动的初始条件无关
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计算系统的固有频率是研究系统振动问题的重要课题计算系统的固有频率是研究系统振动问题的重要课题

之一之一，，将将 和和 代入上式代入上式gPm  stPk 

st

g


 0

对上述振动系统，只要知道重力作用下的静变形，就对上述振动系统，只要知道重力作用下的静变形，就

可求得系统的固有频率可求得系统的固有频率
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振幅与初相角

AA 表示相对于振动中心点表示相对于振动中心点 OO 的最大位移的最大位移，，称为振幅称为振幅

称为相位或相位角称为相位或相位角，，为初相角为初相角，，决定了质决定了质

点的起始位置点的起始位置

  t0

将起始将起始 tt == 00时时，，物块的坐标物块的坐标 xx == xx00，，速度速度 vv == vv00代入代入

dx
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   tA
dt
dxv 00 cos




cos
sin

0

0

Av
Ax




0

00
2
0

2
02

0 tan,
v
xvxA 



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例：如图所示例：如图所示，，质量为质量为mm == 00..55kgkg的物块的物块，，沿光滑斜面沿光滑斜面
无初速度滑下无初速度滑下，，当物块下落高度当物块下落高度 hh == 00..11mm时撞于无质时撞于无质
量的弹簧上并与弹簧不再分离量的弹簧上并与弹簧不再分离。。弹簧刚度系数弹簧刚度系数 kk ==
00..88kN/mkN/m，，倾角倾角  == 3030ºº，，求此系统振动的固有频率和振求此系统振动的固有频率和振00..88kN/mkN/m，，倾角倾角  3030 ，，求此系统振动的固有频率和振求此系统振动的固有频率和振
幅幅，，并给出物块的运动方程并给出物块的运动方程

解：物块于弹簧的自然位置解：物块于弹簧的自然位置AA处碰上弹簧处碰上弹簧。。若物块平若物块平

衡时衡时，，由于斜面的影响由于斜面的影响，，弹簧应有变形量弹簧应有变形量

mg sin
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k
mg  sin

0 

物块在任意位置物块在任意位置 xx 处受重力处受重力mgmg，，
斜面约束力斜面约束力 FFNN 和弹性力和弹性力 FF 作用作用

(a)(a)
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物块沿物块沿 xx 轴的运动微分方程为轴的运动微分方程为

 xkmg
dt

xdm  02

2

sin 
dt

代入式代入式(a)(a) kx
dt

xdm 2

2
则系统通解为则系统通解为

   tAx 0sin
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得固有频率得固有频率 srad40
kg5.0

1000N/m8.0
0 




m
k

显然固有频率与斜面倾角无关显然固有频率与斜面倾角无关
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当物块碰上弹簧时当物块碰上弹簧时，，取时间取时间tt == 00作为振动的起点作为振动的起点，，此此

时物块的初位移时物块的初位移

30i89k50 2 

m1006.3
1000mN8.0

30sinsm8.9kg5.0 3
2

00








x

物块碰上弹簧时物块碰上弹簧时，，初速度为初速度为

sm4.1m1.0sm8.922 2
0  ghv
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振幅与初相角振幅与初相角

rad087.0arctan,mm1.35
0

00
2
0

2
02

0 
v
xvxA 


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此物块的运动方程为此物块的运动方程为，，式中式中 tt 以以 ss 计计

 mm 087.040sin1.35  tx
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其它类型的单自由度振动系统其它类型的单自由度振动系统

除弹簧与质量组成的振动系统外除弹簧与质量组成的振动系统外，，工程中还有很多工程中还有很多

振动系统振动系统，，如扭振系统等如扭振系统等，，这些系统形式上虽然不这些系统形式上虽然不

同同，，但它们的运动微分方程却具有相同的形式但它们的运动微分方程却具有相同的形式

扭杆的扭转刚度系数扭杆的扭转刚度系数

表示使圆盘产生单位表示使圆盘产生单位

扭角所需的力矩扭角所需的力矩
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圆盘对于中心圆盘对于中心

轴的转动惯量轴的转动惯量
圆盘相对于固定圆盘相对于固定

端的扭转角度端的扭转角度

扭角所需的力矩扭角所需的力矩
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圆盘转动的运动微分方程圆盘转动的运动微分方程


tO kdJ 2

2

tO k
dt

J 2

令令 ，，则上式变为则上式变为
O

t

J
k

2
0

02
0

2

 d
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002  
dt
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1.2  1.2  单自由度系统的有阻尼自由振动单自由度系统的有阻尼自由振动1.2  1.2  单自由度系统的有阻尼自由振动单自由度系统的有阻尼自由振动

阻尼阻尼 振动过程中的阻力

实际中的自由振动多是随时间不断减小着的实际中的自由振动多是随时间不断减小着的，，直到直到

最后振动停止最后振动停止，，说明在振动过程中说明在振动过程中，，系统除受恢复系统除受恢复

力的作用外力的作用外，，还存在着某种影响振动的阻力还存在着某种影响振动的阻力

介质阻尼介质阻尼 在介质中振动在介质中振动
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阻尼的类型 内阻尼内阻尼

干摩擦阻尼干摩擦阻尼

结构材料变形结构材料变形

接触面摩擦接触面摩擦
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粘性阻尼
振动速度不大时，由于介质粘性引振动速度不大时，由于介质粘性引
起的阻力近似与速度一次方成正比起的阻力近似与速度一次方成正比

设振动质点的运动速度为设振动质点的运动速度为 vv，，则粘性阻尼的阻力则粘性阻尼的阻力 FFDD

cvFD 

cc 为粘性阻尼系数，负号表示阻力与速度的方向相反为粘性阻尼系数，负号表示阻力与速度的方向相反
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一般的机械振动系统都可以简化为由惯性元件一般的机械振动系统都可以简化为由惯性元件 ((mm))
弹性元件弹性元件 (( kk )) 和阻尼元件和阻尼元件 (( cc )) 组成的系统组成的系统
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振动微分方程振动微分方程

恢复力恢复力 FFee ，，方向指向平衡位置方向指向平衡位置

kxFe 

粘性阻尼力粘性阻尼力 FFdd ，，方向与速度方方向与速度方

向相反向相反，，大小与速度成正比大小与速度成正比

dxccvF xd 
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dtxd

物块的运动微分方程物块的运动微分方程
dt
dxckx

dt
xdm 2

2

上式两端除以上式两端除以 mm，，令令 mcmk 2,2
0  
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02 2
02

2

 x
dt
dx

dt
xd 

其解可设为其解可设为其解可设为其解可设为 rtex 

由此可得本征方程由此可得本征方程 02 2
0

2  rr

方程的通解为方程的通解为
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2
0

2
2

2
0

2
1 ,   rr其中其中

本征根为实数和复数时本征根为实数和复数时，，运动规律有很大不同运动规律有很大不同
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欠阻尼状态 0  mkc 2

本征方程的两个根为共轭复数本征方程的两个根为共轭复数

22
02

22
01 ,   irir

根据欧拉公式根据欧拉公式     tAex t 22
0sin
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或或     tAex d
t sin

有阻尼自由振动的固有角频有阻尼自由振动的固有角频

率率
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阻尼自由振动中的初始幅值和初相角阻尼自由振动中的初始幅值和初相角

 
22

2
002

0 



xvxA

22
00tan

xv
x










0   00 xv 

欠阻尼状态下欠阻尼状态下，，振动的振幅随时间不断衰减振动的振幅随时间不断衰减，，所以所以

又称为衰减振动又称为衰减振动

这种振动不符合周这种振动不符合周
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这种振动不符合周这种振动不符合周

期振动的定义，所期振动的定义，所

以不是周期振动以不是周期振动
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质点从一个最大偏离位置到下一质点从一个最大偏离位置到下一

个最大偏离位置所需的时间称为个最大偏离位置所需的时间称为

衰减振动的周期衰减振动的周期，，记为记为 TTdd衰减振动的周期衰减振动的周期，，记为记为 TTdd

2
0

2

0
0

1
2

1

2






















dT
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其中其中
mk
c

20



 阻尼比阻尼比，，欠阻尼状态下欠阻尼状态下，， << 11
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有阻尼自由振动的周期有阻尼自由振动的周期 TTdd 、、频率频率 ffdd 和角频率和角频率 dd

与与

无阻尼自由振动的无阻尼自由振动的 TT 、、ff 、、 的关系的关系

在空气中的振动系统阻尼比都比较小在空气中的振动系统阻尼比都比较小，，对振动频率对振动频率

的影响不大的影响不大，，一般可以认为一般可以认为dd == 00 ，， TTdd == TT
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两相邻振幅的比两相邻振幅的比

 
d

di

i
T

Tt

t

i

i e
Ae

Ae
A
A 





 



1
减缩因数减缩因数
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欠阻尼状态下，阻尼对自由振动的频率影响较小，欠阻尼状态下，阻尼对自由振动的频率影响较小，

但阻尼对自由振动的振幅影响较大但阻尼对自由振动的振幅影响较大

振动频率比无阻尼自由振动下降振动频率比无阻尼自由振动下降 00 125125%%

对数减缩对数减缩

5.0

振动频率比无阻尼自由振动下降振动频率比无阻尼自由振动下降 00..125125%%

减缩因数为减缩因数为00..73017301

经过经过1010个周期后个周期后，，振幅只有原振幅的振幅只有原振幅的44..33%%

d
i T

A
A  ln
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iA 1




 2
1
2

2





与阻尼比的关系与阻尼比的关系 对数减缩也是反映阻对数减缩也是反映阻

尼特性的参数尼特性的参数
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临界阻尼状态  10   mkccr 2

本征方程的根为两个相等的实根本征方程的根为两个相等的实根，，微分方程的解为微分方程的解为

物体的运动随时间的物体的运动随时间的

增长而无限地趋向于增长而无限地趋向于

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 24

增长而无限地趋向于增长而无限地趋向于

平衡位置平衡位置，，因此运动因此运动

已不具有振动的特点已不具有振动的特点
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过阻尼状态  10   mkc 2

本征方程的根为两个不等的实根本征方程的根为两个不等的实根，，微分方程的解为微分方程的解为

不再具有振动性质不再具有振动性质

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 25
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1.3 1.3 单自由度系统的无阻尼受迫振动单自由度系统的无阻尼受迫振动1.3 1.3 单自由度系统的无阻尼受迫振动单自由度系统的无阻尼受迫振动

受迫振动受迫振动 外加激振力作用下的振动

工程中的自由振动工程中的自由振动，，都会由于阻尼的存在而逐渐衰都会由于阻尼的存在而逐渐衰

减减，，最后完全停止最后完全停止

实际中存在大量持续振动实际中存在大量持续振动，，这是由于外界有能量输这是由于外界有能量输

入以补充阻尼的损耗入以补充阻尼的损耗 般都承受外加的激振力般都承受外加的激振力

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 26

入以补充阻尼的损耗入以补充阻尼的损耗，，一般都承受外加的激振力一般都承受外加的激振力

工程中常见的激振力多是周期变化的；一般回转机工程中常见的激振力多是周期变化的；一般回转机

械械、、往复式机械往复式机械、、交流电磁铁等会引起周期激振力交流电磁铁等会引起周期激振力
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简谐激振力

简谐力随时间变化的关系简谐力随时间变化的关系

一种典型的周期变化的激振力一种典型的周期变化的激振力

)sin(   tHF

振动微分方程振动微分方程

如图所示振动系统如图所示振动系统 其中物块质其中物块质

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 27

如图所示振动系统如图所示振动系统，，其中物块质其中物块质

量为量为 mm。。物块所受的力有恢复力物块所受的力有恢复力

FFee 和激振力和激振力 FF

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

如图如图，，恢复力恢复力 FFee 在坐标轴上的投影在坐标轴上的投影

kxFe 

质点的运动微分方程质点的运动微分方程

)sin(2

2

  tHkx
dt

xdm

上式两端除以上式两端除以，，并设并设
Hhk

 ,2
0

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 28

上式两端除以上式两端除以，，并设并设
m

h
m

,0

)sin(2
02

2

  thx
dt

xd 无阻尼受迫振动微无阻尼受迫振动微

分方程的标准形式分方程的标准形式
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由由11--11节知齐次方程的通解为节知齐次方程的通解为

)sin( 01   tAx

设特解形式为设特解形式为

无阻尼受迫振动微分方程的全解无阻尼受迫振动微分方程的全解

)sin(2   tbx 22
0  


hb

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 29

无阻尼受迫振动微分方程的全解无阻尼受迫振动微分方程的全解

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

)sin()sin(
22

0
0 


 


 thtAx

频率为固有频率的频率为固有频率的

自由振动自由振动

频率为激振力频率频率为激振力频率

的受迫振动的受迫振动

由于实际的振动系统中总有阻尼存在由于实际的振动系统中总有阻尼存在 自由振动部自由振动部

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 30

由于实际的振动系统中总有阻尼存在由于实际的振动系统中总有阻尼存在，，自由振动部自由振动部

分总会逐渐衰减下去分总会逐渐衰减下去，，因而我们着重研究第二部分因而我们着重研究第二部分

受迫振动受迫振动，，它是一种稳态的振动它是一种稳态的振动

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

受迫振动的振幅受迫振动的振幅
受迫振动的振幅与激振

力频率之间的关系

激振力的周期趋近于无穷大 即激振激振力的周期趋近于无穷大 即激振

0
激振力的周期趋近于无穷大，即激振激振力的周期趋近于无穷大，即激振

力为一恒力，此时并不振动，所谓的力为一恒力，此时并不振动，所谓的

振幅振幅 bb00 实为静力实为静力 HH 作用下的静变形作用下的静变形

k
Hhb  2

0
0 

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 31

0

00  
值越大，振幅值越大，振幅 bb00 越大，即振幅越大，即振幅 bb00

随着频率随着频率 单调上升，当单调上升，当 接近接近 00

时，振幅时，振幅 bb00 将趋于无穷大将趋于无穷大

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

0 

bb 为负值为负值，，但习惯上把振幅都取为正值但习惯上把振幅都取为正值，，因而此时因而此时 bb 取其取其

绝对值绝对值 而视为受迫振动而视为受迫振动 与激振力反向与激振力反向 上式的相位上式的相位

)sin(2   tbx

绝对值绝对值，，而视为受迫振动而视为受迫振动 xx22 与激振力反向与激振力反向，，上式的相位上式的相位

角应加角应加（（或减或减））180180°°，，这时这时，，随着激振力频率随着激振力频率 增大增大，，

振幅振幅 bb 减小减小。。当当 趋于趋于 ，，振幅振幅 bb 趋于零趋于零

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 32

振幅频率曲线振幅频率曲线

（（共振曲线共振曲线））
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共振现象共振现象
激振力频率等于系统的固有频率
时，振幅 b 在理论上应趋于无穷

大，这种现象称为共振

共振时受迫振动的运动规律共振时受迫振动的运动规律

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 33

thb
02幅值幅值

系统共振，受迫振动振幅随时间无限增大系统共振，受迫振动振幅随时间无限增大0 

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

   thx
dt

xd sin2
02

2

齐次方程齐次方程
2xd 特征方程特征方程齐次方程齐次方程 02

02  x
dt

xd  特征方程特征方程 02
0

2 r

0ir 

当当 0  0 ii  是特征方程的根是特征方程的根

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 34

      tbtatx 0101 sincos

将其代入微分方程将其代入微分方程

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

     
      

 








tbtatttb

ttatbta

0101
2
00

2
01

0
2
01001001

sincossin

coscos2sin2

   th 0sin

0,
2 11  bha

       thtbta 0001001 sincos2sin2

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 35

2 0

 


 tthx 0
0

cos
2

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

实际上实际上，，由于系统存在有阻尼由于系统存在有阻尼，，共振时振幅不可能共振时振幅不可能

达到无限大达到无限大

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 36
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例：如图例：如图所示为一长所示为一长 ll 无重刚杆无重刚杆OAOA，，其一端其一端OO绞支绞支，，
另一端另一端AA水平悬挂在刚度系数为水平悬挂在刚度系数为 kk 的弹簧上的弹簧上，，杆的中点杆的中点
装有一质量为装有一质量为 mm 的小球的小球。。若在点若在点AA加一激振力加一激振力 FF == FF00
sinsintt，，其中激振力的频率其中激振力的频率  == 00..55 00 ，， 00为系统的固为系统的固sinsintt，，其中激振力的频率其中激振力的频率  00..55 00 ，， 00为系统的固为系统的固
有频率有频率。。忽略阻尼忽略阻尼，，求系统的受迫振动规律求系统的受迫振动规律。。

解：设任一瞬时刚杆的摆角为解：设任一瞬时刚杆的摆角为，，根据刚体定轴转动根据刚体定轴转动

微分方程可以建立系统的运动微分方程微分方程可以建立系统的运动微分方程，，为为

l i22 

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 37

令令

tlFkllm  sin)
2

( 0
22 

ml
F

lm

lFh
m
k

lm

kl 0

2

0

2

2
2

0
4

)
2

(
,4

)
2

(

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则上述微分方程可以整理为则上述微分方程可以整理为

可得上述方程的特解可得上述方程的特解 即受迫振动为即受迫振动为

th  sin2
0 

可得上述方程的特解可得上述方程的特解，，即受迫振动为即受迫振动为

将将  == 00..55 00 代入上式代入上式，，可解得可解得

th 


 sin
22

0 


西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 38

00

t
kl
Ft

m
k

ml
F

th 


 sin
3
4sin4

4
3

4

sin

4
3

0

0

2
0


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1.4 1.4 单自由度系统的有阻尼受迫振动单自由度系统的有阻尼受迫振动1.4 1.4 单自由度系统的有阻尼受迫振动单自由度系统的有阻尼受迫振动

若选平衡位置若选平衡位置 OO 为左边原点为左边原点，，坐标轴铅直向下坐标轴铅直向下，，则各则各

力在坐标轴上的投影为力在坐标轴上的投影为

线性恢线性恢

复力复力
粘性阻粘性阻

尼力尼力

tHF
dt
dxccvF

kxF

d

e

sin





西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 39

复力复力
尼力尼力

简谐激振力简谐激振力

可建立质点运动微分方程可建立质点运动微分方程

tH
dt
dxckx

dt
xdm sin2

2



能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

有阻尼受迫振动微分方程的标准形式有阻尼受迫振动微分方程的标准形式

方程的通解为方程的通解为

h

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 40

其中其中
22222

0 4)(  


hb
22

0

2tan







AA 和和 为积分常数，由运动的初始条件确定为积分常数，由运动的初始条件确定
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)sin()sin( 22
0    tbtAex t

衰减振动衰减振动（图（图aa）） 受迫振动受迫振动（图（图bb））

由于阻尼的存在由于阻尼的存在，，第一部分振动随第一部分振动随

时间的增加时间的增加，，很快地衰减了很快地衰减了

衰减振动有显著影响的这段过程为衰减振动有显著影响的这段过程为

过渡过程过渡过程（（或称瞬态过程或称瞬态过程））

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 41

一般来说一般来说，，过渡过程很短暂过渡过程很短暂，，以后以后

系统基本上按第二部分受迫振动的系统基本上按第二部分受迫振动的

规律进行振动规律进行振动，，过渡过程以后的过过渡过程以后的过

程称为稳态过程程称为稳态过程

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

受迫振动的振幅不仅与激振力的力幅有关受迫振动的振幅不仅与激振力的力幅有关，，还与激还与激

振力的频率以及振动系统的参数振力的频率以及振动系统的参数 mm，，kk 阻力系数阻力系数 cc
有关有关

振振

幅幅

比比

0b
b



不同阻尼条件下的振幅频不同阻尼条件下的振幅频

率关系率关系

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 42

频率比频率比

比比

其中其中
0
 

crc
c

21
2tan

s
s





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阻尼对振幅的影响程度与频率有关阻尼对振幅的影响程度与频率有关

阻尼对振幅的影响甚微，这时可忽略系阻尼对振幅的影响甚微，这时可忽略系

统的阻尼而当做无阻尼受迫振动处理统的阻尼而当做无阻尼受迫振动处理0 

振振

幅幅

0b
b



统的阻尼而当做无阻尼受迫振动处理统的阻尼而当做无阻尼受迫振动处理0

0 

振幅显著地增大振幅显著地增大。。这时阻尼对这时阻尼对

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 43

频率比频率比

幅幅

比比

振幅显著地增大振幅显著地增大。。这时阻尼对这时阻尼对

振幅有明显的影响振幅有明显的影响，，即阻尼增即阻尼增

大大，，振幅显著地下降振幅显著地下降
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振幅振幅 bb 具有最大值具有最大值 bbmaxmax ，，这时的频率称为共振频率这时的频率称为共振频率。。

2
0

22
0 212  

振振

幅幅

0b
b



共振频率下的振幅共振频率下的振幅

22
0

max
2  


hb

0bb

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 44

频率比频率比

幅幅

比比2
0

max
12  

b

一般情况下阻尼比一般情况下阻尼比  <<<< 11，，这这

时可以认为共振频率时可以认为共振频率  == 00
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阻尼对受迫振动的振幅影响也较小阻尼对受迫振动的振幅影响也较小，，这这

时又可以忽略阻尼时又可以忽略阻尼，，将系统当做无阻尼将系统当做无阻尼

系统处理系统处理
0 

振振

幅幅

0b
b



西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 45

频率比频率比

比比
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1.5 1.5 两个自由度系统的自由振动两个自由度系统的自由振动1.5 1.5 两个自由度系统的自由振动两个自由度系统的自由振动

单自由只研究车身作为刚体只研究车身作为刚体 单自由
度系统

只研究车身作为刚体只研究车身作为刚体
的上下平移的振动的上下平移的振动

还需研究车身在铅垂面内还需研究车身在铅垂面内
相对重心的摆动相对重心的摆动
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再要研究车身的左右晃动再要研究车身的左右晃动

两个自由度系统

多自由度系统
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两个自由度系统的无阻尼自由振动两个自由度系统的无阻尼自由振动

质量质量 mm11 与一端固定的刚度系数为与一端固定的刚度系数为

的弹簧连接的弹簧连接kk11 的弹簧连接的弹簧连接

质量质量 mm22 用刚度系数为为用刚度系数为为 kk22 的弹的弹

簧与簧与 mm11 连接连接

物块可以在水平方向运动物块可以在水平方向运动 摩擦等阻力都忽略不计摩擦等阻力都忽略不计

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 47

物块可以在水平方向运动物块可以在水平方向运动，，摩擦等阻力都忽略不计摩擦等阻力都忽略不计

两物块的运动微分方程两物块的运动微分方程
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为简化上式为简化上式，，令令
2

2

1

2

1

21 ,,
m
kd

m
kc

m
kkb 




0
0

212

211




dxdxx
cxbxx





微分方程理论微分方程理论，，可设上列方程组的解为可设上列方程组的解为

 
 12222

1221111

xxkxm
xxkxkxm







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   tAx sin1
   tBx sin2

其中其中 AA、、BB 是振幅是振幅，，是角频率是角频率，，为初相角为初相角
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系统发生振动时系统发生振动时，，方程具有非零解方程具有非零解，，则方程的系数行则方程的系数行

列式必须等于零列式必须等于零，，即即

2  cb
频率行列式频率行列式02 

 


dd
cb

展开行列式后得系统的本征方程展开行列式后得系统的本征方程，，称为频率方程称为频率方程

频率行列式频率行列式

    024  cbddb 
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频率方程的两个根频率方程的两个根
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cddbdb







 


2

2
2,1 22



11 较小较小

第一固有频率第一固有频率

22 较大较大

第二固有频率第二固有频率
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两个自由度系统具有两个固有频率，这两个固有频
率只与系统的质量和刚度等参数有关，而与振动的

初始条件无关
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振幅振幅 AA，，BB 具有两组确定的比值具有两组确定的比值，，即对应于第一固即对应于第一固

有频率有频率

2 1dcA

1

1
2
11

1 1












d

d
b

c
B
A

对应于第二固有频率对应于第二固有频率

2
22 1





dcA
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2
2
22 





dbB

其中其中 11 和和 22 为比例常数为比例常数。。从上面两式可以看出：这两从上面两式可以看出：这两

个常数只与系统的质量个常数只与系统的质量、、刚度等参数有关刚度等参数有关。。
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两组两组振幅振幅 AA，，BB 的比值的比值是两个定值是两个定值，，对应于第一固对应于第一固

有频率有频率 11 的振动称为第一主振动的振动称为第一主振动，，其运动规律为其运动规律为

对应于第二固有频率对应于第二固有频率 22 的振动称为第二主振动的振动称为第二主振动，，

其运动规律为其运动规律为

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 52

       2222
2

2222
2

1 sin,sin   tAxtAx
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各个主振动中两个物块的振幅比各个主振动中两个物块的振幅比

0
22

1 22
11

1 


















 







 cddbdb
cc

b
A
B 

221  ccA

0
22

1 22
2

2

2
2 



















 







 cddbdb
cc

b
A
B 

当系统作第一主振动时，振幅比当系统作第一主振动时，振幅比 11 为正，表示为正，表示 mm11 和和
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mm22 总是同相位，即作同方向的振动总是同相位，即作同方向的振动

当系统作第二主振动时，振幅比当系统作第二主振动时，振幅比 22 为正，表示为正，表示 mm11 和和

mm22 反相位，即作反方向的振动反相位，即作反方向的振动
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在第一主振动中振动的在第一主振动中振动的

形状，称为第一主振型形状，称为第一主振型

在第在第二二主振动中振动的主振动中振动的

形状，称为第一主振型形状，称为第一主振型

对于确定的系统对于确定的系统 振幅比振幅比  和和  只与系统参数有只与系统参数有
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对于确定的系统对于确定的系统，，振幅比振幅比 11 和和 22 只与系统参数有只与系统参数有

关关，，是确定的值是确定的值

各阶主振型具有确定的形状各阶主振型具有确定的形状
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因此因此，，主振型和固有频率一样都只与系统本身的参主振型和固有频率一样都只与系统本身的参

数有关而与振动的初始条件无关数有关而与振动的初始条件无关

主振型也叫固有振型主振型也叫固有振型
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1.6 1.6 两个自由度系统的受迫振动两个自由度系统的受迫振动1.6 1.6 两个自由度系统的受迫振动两个自由度系统的受迫振动

右图所示是一个无阻尼系统右图所示是一个无阻尼系统，，在主在主

质量质量 mm11 上作用有激振力上作用有激振力 HHsinsintt

两个质量的运动微分方程两个质量的运动微分方程

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 56

 12222 xxkxm 

其中其中 xx11 和和 xx22 两个质量相对于各自平衡位置的位移两个质量相对于各自平衡位置的位移
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令令

12

2

1

2

1

21 ,,,
m
Hh

m
kd

m
kc

m
kkb 




则上式可简化为则上式可简化为

0
sin

212

211




dxdxx
thcxbxx



 

其中齐次通解是上一节的自由振动其中齐次通解是上一节的自由振动，，在阻尼作用下在阻尼作用下
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将很快衰减掉将很快衰减掉

下面着重分析其特解下面着重分析其特解，，即受迫振动部分即受迫振动部分
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设上述方程的一组特解为设上述方程的一组特解为

解上述代数方程组得解上述代数方程组得

tAx sin1  tBx sin2 

解上述代数方程组得解上述代数方程组得

cddb
hdB

cddb
dhA








))(())((

)(
2222

2




可见，此振动系统中两个物体的受迫振动都是谐振动，可见，此振动系统中两个物体的受迫振动都是谐振动，
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其频率都等于激振力的频率其频率都等于激振力的频率 

受迫振动的两个振幅受迫振动的两个振幅 AA、、BB 与激振力的大小、激振力的与激振力的大小、激振力的

频率和系统的参数有关频率和系统的参数有关
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受迫振动的振幅与激振频率之间的关系受迫振动的振幅与激振频率之间的关系

0 T0 T

激振力变化极其缓慢激振力变化极其缓慢，，实际上相当于静力作用实际上相当于静力作用

0
1

b
k
H

cb
hBA 



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式中式中 bb00 相当于在力的大小等于力幅相当于在力的大小等于力幅 HH 的作用下主质的作用下主质

量量 mm11 的静位移的静位移，，这时两个质量有相同的位移这时两个质量有相同的位移
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系统频率方程系统频率方程

   02
0

2
02

2
0 


cddb

dd
cb


   002

0 dd 

由此可解得系统的固有频率由此可解得系统的固有频率 11 和和 22

21   或
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振幅振幅AA和和BB都成为无穷大都成为无穷大，，即系统发生共振即系统发生共振
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1.7 1.7 多自由度系统的振动多自由度系统的振动1.7 1.7 多自由度系统的振动多自由度系统的振动

用大于一的有限个独立坐标描述的振动系统称为多
自由度系统

实际的工程结构将分布的质量以及分布的弹性和实际的工程结构将分布的质量以及分布的弹性和

阻尼简化为自由度系统讨论阻尼简化为自由度系统讨论

自由度系统

本章主要讨论线性多自由度系统本章主要讨论线性多自由度系统。。线性多自由度系线性多自由度系

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 61

统存在与自由度数统存在与自由度数相等的多个固有频率相等的多个固有频率

每个固有频率对应系统的一种特定振动形态每个固有频率对应系统的一种特定振动形态，，称为称为

模态模态。。系统以任一固有频率所做的振动称为主振动系统以任一固有频率所做的振动称为主振动
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多自由度系统的动力学方程多自由度系统的动力学方程

设系统具有设系统具有 nn 个自由度个自由度，，以以 nn 个广义坐标个广义坐标 表表),,2,1( niqi 

系统的势
能和动能

示系统的位形示系统的位形。。系统的势能系统的势能 为广义坐标的函为广义坐标的函

数数，，在平衡位置处满足在平衡位置处满足

),,,( 21 nqqqV 

),,2,1(0)( 0 ni
q
V

i





设势能设势能 VV 在平衡位置处也取零值在平衡位置处也取零值 将将 VV 在平衡位置附近展在平衡位置附近展
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设势能设势能 VV 在平衡位置处也取零值在平衡位置处也取零值，，将将 VV 在平衡位置附近展在平衡位置附近展

开泰勒级数开泰勒级数，，只保留广义坐标的二阶微量只保留广义坐标的二阶微量，，考虑上式考虑上式，，得得


 


n

i

n

j
jiij qqkV

1 12
1

((11))
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设系统受定常约束设系统受定常约束，，其动能为广义速度的二次齐次函数其动能为广义速度的二次齐次函数

j

n n

iij qqmT 
2
1 ((22))

i j 1 12

引入广义坐标列阵引入广义坐标列阵 、、质量矩阵质量矩阵 和刚度和刚度

矩阵矩阵 ，，则式则式 ((11)) 和和 ((22)) 可用矩阵表示为可用矩阵表示为

)( iqq  )( ijmM 

)( ijkK 

MTKV TT 
11

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 63

qMqTKqqV TT 
2

,
2



其中其中，，KK、、MM 均为均为 nn 阶对称正定矩阵阶对称正定矩阵
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动力学方程可写作矩阵形式动力学方程可写作矩阵形式

动力学方程

QKqqM 

其中其中 为非保守力构成的矩阵为非保守力构成的矩阵。。讨论保守系统讨论保守系统)( iQQ 

弹性恢复力弹性恢复力 、、惯性力惯性力 与非保守力与非保守力 QQ 平衡平衡Kq qM 
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的自由振动时的自由振动时，，令令 QQ == 00，，方程简化为方程简化为

)( iQQ

0 KqqM 
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多自由度系统的自由振动多自由度系统的自由振动

将线性动力学方程将线性动力学方程 中的广义力坐标列阵中的广义力坐标列阵 qq
改用改用 表示表示 得得

0 KqqM 

固有频率

改用改用 表示表示，，得得)( jxx 

0 KxxM 

此方程有以下特解此方程有以下特解

)21)(sin( njtAx  
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),,2,1)(sin( njtAx jj  

也可写作矩阵形式也可写作矩阵形式 )sin(   tAx
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其中其中 为各坐标振幅组成的为各坐标振幅组成的 nn 阶列阵阶列阵。。将上式将上式

代入方程代入方程 ，，化作矩阵化作矩阵 KK 和和 MM 的广义本征的广义本征

值问题值问题

)( jAA 

0 KxxM 

AA 有非零解的充分与必要条件为系数行列式等于零有非零解的充分与必要条件为系数行列式等于零

0)( 2  AMK 

02  MK 

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 66

即即 0

2
2

2
21

2
1

2
2

222
2

2221
2

21

1
2

112
2

1211
2

11








nnnnnnnn

nn

nn

mkmkmk

mkmkmk
mkmkmk







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展开后得到展开后得到 22 的的 nn 次代数方程次代数方程，，即系统的本征方程即系统的本征方程

02)1(2
1

2
1  


n

nn aaa n   频率方程频率方程

对于平衡状态稳定的正定系统，各坐标只能在平衡值附对于平衡状态稳定的正定系统，各坐标只能在平衡值附

近做微振幅简谐振动近做微振幅简谐振动

上式存在上式存在 22 的的 nn 个正实根，即系统的本征值。每个本个正实根，即系统的本征值。每个本

征值所对应的征值所对应的  (( ii = 1 2= 1 2 nn )) 为系统的为系统的 nn 个固有频个固有频
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征值所对应的征值所对应的 ii ( ( ii = 1, 2, …, = 1, 2, …, nn ) ) 为系统的为系统的 nn 个固有频个固有频

率，将其从小到大按序排列为率，将其从小到大按序排列为

nn   121 
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上式也称作频率方程上式也称作频率方程上式也称作频率方程上式也称作频率方程

与单自由度相同与单自由度相同，，多自由度的固有频率也是由系统多自由度的固有频率也是由系统

本身的物理参数决定本身的物理参数决定，，与起始运动状态无关与起始运动状态无关
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满足下式的非零满足下式的非零 nn 阶列阵阶列阵 AA 也视为也视为 nn 维向量称为维向量称为

模态

系统的本征向量系统的本征向量

每个本征值每个本征值 对应于一个本征向量对应于一个本征向量 AA(( ii ))，，nn 个本征个本征

向量分别满足向量分别满足

2
i
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),,2,1(0)( )(2 niAMK i
i 

解出的解解出的解 记作记作)1,2,1()(  njA i
j  )1,2,1()(  nji

j 
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则第则第 ii 阶固有频率对应的自由振动振幅阶固有频率对应的自由振动振幅 AA(( ii )) 为为

)1,2,1()( )()(
2

)(
1

)()(  niA Ti
n

iiii 

系统按第系统按第 ii 阶固有频率所做的振动称为系统的第阶固有频率所做的振动称为系统的第 ii 阶阶
主振动主振动，，写作写作 )1,2,1()(  nix i 

其中其中 ),2,1(1)( nii
n 
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)sin()()(
ii

i
i

i tx  

其中其中 ii、、ii 为任意常数为任意常数，，取决于初始运动状态取决于初始运动状态
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)sin()()(
ii

i
i

i tx  

列阵列阵 II 表示系统作第表示系统作第 ii 阶主振动时阶主振动时，，各坐标振幅的相对各坐标振幅的相对

比值比值

此相对比值完全由系统的物理性质确定此相对比值完全由系统的物理性质确定，，与初始运与初始运

动状态无关动状态无关，，称作系统的第称作系统的第 ii 阶模态阶模态，，或第或第 ii 阶主阶主

振型振型
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系统的固有频率和对应的模态完全由系统的物理参系统的固有频率和对应的模态完全由系统的物理参

数矩阵数矩阵 KK 和和 MM 确定确定，，为系统的固有特征为系统的固有特征
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设两个固有频率设两个固有频率 ii 和和 jj 所对应的模态分别为所对应的模态分别为 和和

模态的正交性

)( i
，，它们均满足式它们均满足式 即即)( j ),,2,1(0)( )(2 niAMK i

i 

)(2)( i
i

i MK   )(2)( j
j

j MK  

)(0)()( jiM ji T

 )(0)()( jiK ji T

 (1)(1)
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上两式分别表示不同固有频率的模态关于质量矩阵上两式分别表示不同固有频率的模态关于质量矩阵

的正交性和关于刚度矩阵的正交性的正交性和关于刚度矩阵的正交性



19

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

当当 ii == jj 时时，，ii == jj，，式式 恒成恒成

主质量和主刚度

0)( )()(22  ji
ji M

T


立引入参数立引入参数 MMpipi 和和 KKpipi 为以下为以下 的二次型的二次型

利用克罗内克利用克罗内克 (Kronecker)(Kronecker) 符号将正交性条件符号将正交性条件((11))和和((22))
综合为综合为

)( i

)()()()( , iiii
pi KKpiMM

TT

  (2)(2)

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 73

综合为综合为

piij
ji

piij
ji KKMM

TT

  )()()()( ,

MMpipi 和和 KKpipi 分别称作第分别称作第 ii 阶主质量和第阶主质量和第 ii 阶主刚度阶主刚度

能源动力装置结构强度与振动 2012/10/22

固有频率与主质量和主刚度的关系式固有频率与主质量和主刚度的关系式

K i

此关系式与单自由度系统的的固有频率公式类似此关系式与单自由度系统的的固有频率公式类似

),2,1( ni
M
K

pi

pi
i 
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1.8 1.8 梁的弯曲振动梁的弯曲振动1.8 1.8 梁的弯曲振动梁的弯曲振动

动力学方程动力学方程 欧拉-伯努利梁

将未变形时梁的轴向将未变形时梁的轴向，，即各截面形心连成的直线取即各截面形心连成的直线取

作作 xx 轴轴

设梁具有对称面设梁具有对称面，，将对称面内与将对称面内与 xx 轴垂直的方向取轴垂直的方向取

作作 yy 轴轴，，梁在对称面内作弯曲振动时梁在对称面内作弯曲振动时，，梁的轴线只梁的轴线只
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yy ，， ，，

有横向位移有横向位移

不考虑剪切变形和截面绕中性轴转动对弯曲振动的不考虑剪切变形和截面绕中性轴转动对弯曲振动的

影响影响
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厚度为厚度为 dxdx 的微元体受力状况如图的微元体受力状况如图所示所示

其中其中 FsFs 和和 MM 分别表示分别表示剪力剪力和弯矩和弯矩，，

箭头指向为正方向箭头指向为正方向，，利用达朗伯原理利用达朗伯原理箭头 方箭头 方 ，，利 朗利 朗

列出微元体沿列出微元体沿 yy 方向的动力学方程方向的动力学方程为为

dxtxfdx
x
FsFsFs

t
ydxxl ),()()( 2

2









截面积截面积

(1)(1)
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单位长度质量单位长度质量)()( xSxl  

梁的抗弯刚度梁的抗弯刚度)(xEI

作用在梁上的分布载荷作用在梁上的分布载荷),( txf

截面积截面积)(xS

截面二次矩截面二次矩)(xI
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不考虑剪切变形和截面转动的影响时不考虑剪切变形和截面转动的影响时，，微元体满足力微元体满足力

矩平衡条件矩平衡条件，，以右截面上任意点为矩心列出以右截面上任意点为矩心列出

0)()(  dxdfddM 0
2

),()( 




dxdxtxfFsdxMdx

x
MM

略去高阶小量略去高阶小量，，从上式导出从上式导出

x
MFs





(2)(2)
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根据材料力学的分析根据材料力学的分析，，弯矩与挠度的关系为弯矩与挠度的关系为

2

2 ),()(),(
x

txyxEItxM




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将上两式代入式将上两式代入式((11))，，可得梁的弯曲振动方程可得梁的弯曲振动方程

若梁为等截面若梁为等截面，，则化作则化作

),(),(]),(
2

2

4

4

txf
t

txy
x

txyEI l 






 
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tx 

此方程含对空间变量此方程含对空间变量 xx 的四阶偏导数和对时间变量的四阶偏导数和对时间变量 tt 的二的二

阶偏导数，求解时必须列出阶偏导数，求解时必须列出44个边界条件和个边界条件和22个初始条件个初始条件
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固有频率和模态函数固有频率和模态函数

讨论梁的自由振动讨论梁的自由振动。。令令梁的弯曲振动梁的弯曲振动方程中方程中 ff ((xx,, tt)) == 00

0),()(]),()([ 2

2

2

2

2

2













t
txyx

x
txyxEI

x l

将方程的解分离变量将方程的解分离变量，，写作写作

])()([)( xxEItq  代入上式代入上式
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)()(),( tqxtxy 
)()(
])()([

)(
)(

xx
xxEI

tq
tq

l 




上式的左边与上式的左边与 xx 无关无关，，右边与右边与 tt 无关无关，，只可能等于常数只可能等于常数，，

记作记作 --22
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0)()( 2  tqtq 

其通解为其通解为 )sin()(   ttq

对于等截面梁对于等截面梁，，ll 为常数为常数，，则简化为常系数微分方程则简化为常系数微分方程

0)()( 4)4(  xx  其中其中 24 
EI

l

上式通解可写为上式通解可写为
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xshCxchCxCxCx  4321 sincos)( 

可解出无穷多个固有频率可解出无穷多个固有频率 ii，，及对应的及对应的 ii 模态函数模态函数，，构构

成系统的第成系统的第 ii 个主振动个主振动
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),2,1)(sin()(),()(  itxatxy iiii
i 

系统的自由振动是无穷多个主振动的叠加系统的自由振动是无穷多个主振动的叠加

)sin()(),(
1

ii
i

ii txatxy  




其中积分常数其中积分常数 aaii 和和 ii 由系统的初始条件确定由系统的初始条件确定
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)sin()(),(
1

ii
i

ii txatxy  




常见的约束状况与边界条件常见的约束状况与边界条件

固定端处梁的挠度固定端处梁的挠度 yy 和转角和转角 均等于零均等于零。。即即
x
y




)0(0)(,0)( 000 lxxx 或 
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简支端处梁的挠度简支端处梁的挠度 yy 和弯矩和弯矩 MM 均等于零均等于零，，可利用可利用

式式 写出写出
2

2 ),()(),(
x

txyxEItxM





)0(0)(,0)( 000 lxxx 或 
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常见的约束状况与边界条件

自由端处梁的弯矩自由端处梁的弯矩 MM 和剪力和剪力 FsFs 均等于零均等于零，，可利用可利用

x
MFs



 2

2 ),()(),(
x

txyxEItxM





)0(0)(,0)( 000 lxxx 或 
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例：例：求简支梁的固有频率和模态函数求简支梁的固有频率和模态函数

解：利用式解：利用式 列出边界条件列出边界条件)0(0)(,0)( 000 lxxx 或 

将式将式 代入后代入后，，

得到得到








0)(,0)(
0)0(,0)0(

ll 


xshCxchCxCxCx  4321 sincos)( 

西安交通大学叶轮机械研究所 谢永慧 84

0,0 31  CC

以及以及








0sin
0sin

42

42

lshClC
lshClC


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解出解出

因因 ，，由上式解出由上式解出 CC44 == 00，，频率方程简化为频率方程简化为0lsh

0sin l

)21(iil解出解出

对应的固有频率为对应的固有频率为

),2,1(  iili 

),2,1()( 2  iEI
l

i

l
i 



代回式代回式 计算模计算模

态函数态函数，，将任意常数取作将任意常数取作11，，得到得到

xshCxchCxCxCx  4321 sincos)( 
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态函数态函数，，将任意常数取作将任意常数取作11，，得到得到

),2,1(sin)( ix
l

ixi

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),2,1(sin)( ix
l

ixi

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