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第一部分第一部分 流体力学的控制方程流体力学的控制方程

第1章 流体力学的基本概念第第11章章 流体力学的基本概念流体力学的基本概念

第2章 流体力学的基本方程第第22章章 流体力学的基本方程流体力学的基本方程

第3章 流体力学的几个重要定理第第33章章 流体力学的几个重要定理流体力学的几个重要定理
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第一章第一章 流体力学的基本概念流体力学的基本概念

1.1  拉格朗日参考系与欧拉参考系1.1  1.1  拉格朗日参考系与欧拉参考系拉格朗日参考系与欧拉参考系

1.2  迹线、流线和脉线1.2  1.2  迹线、流线和脉线迹线、流线和脉线

1.3  物质导数1.3  1.3  物质导数物质导数

1.4  速度分解定理1.4  1.4  速度分解定理速度分解定理

1.5  有旋运动的基本概念1.5  1.5  有旋运动的基本概念有旋运动的基本概念

1.6  物质积分的随体导数1.6  1.6  物质积分的随体导数物质积分的随体导数

1.7  应力张量1.7  1.7  应力张量应力张量 1.8  本构方程1.8  1.8  本构方程本构方程
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1.1 1.1 拉格朗日参考系和欧拉参考系拉格朗日参考系和欧拉参考系
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流体质点流体质点

流体质点流体质点流体质点 由确定流体分子组成的流体团由确定流体分子组成的流体团

宏观上充分小宏观上充分小

在数学上可近似地看成一个几何上没有维度的点在数学上可近似地看成一个几何上没有维度的点

流体质点尺寸流体质点尺寸 << << 流场宏观特性尺寸流场宏观特性尺寸

分子平均自由程分子平均自由程 <<<<流体质点尺寸流体质点尺寸微观上充分大微观上充分大

包含大量的分子，对分子团进行统计平均后可以得到稳包含大量的分子，对分子团进行统计平均后可以得到稳

定数值，少数分子的进出不影响稳定的平均值定数值，少数分子的进出不影响稳定的平均值
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连续介质假说连续介质假说连续介质假说

连续介质假说连续介质假说

流体由无穷多的流体质点连续无间隙地组成，速流体由无穷多的流体质点连续无间隙地组成，速

度、压强及流体物性从一点到另一点连续变化度、压强及流体物性从一点到另一点连续变化

分子平均自由程分子平均自由程 << << 流场宏观特性尺寸流场宏观特性尺寸

适用条件适用条件

当讨论流体速度、密度等变量时，实际上是指流当讨论流体速度、密度等变量时，实际上是指流

体质点的速度和密度体质点的速度和密度
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拉格朗日参考系拉格朗日参考系11

流体的物理量表示为流体质点和时间的函数流体的物理量表示为流体质点和时间的函数

拉格朗日参考系—着眼于流体质点拉格朗日参考系拉格朗日参考系——着眼于流体质点着眼于流体质点

设设tt = = tt00 时刻流体质点的空间位置坐标时刻流体质点的空间位置坐标

作为流体质点的标号，则该质点的物理量可表示为作为流体质点的标号，则该质点的物理量可表示为

 tzyx ,,, 000 

其中其中 xx0 0 , , yy00 , , zz00 , , tt为拉格朗日变数为拉格朗日变数

 0000 ,, zyxr
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拉格朗日参考系拉格朗日参考系22

任意时刻流体质点的位置矢量任意时刻流体质点的位置矢量

 trrr ,0
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其它物理量其它物理量

     trTTtrtrpp ,,,,, 000


 

任意时刻流体质点的速度任意时刻流体质点的速度    
dt

trrdtru ,, 0
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拉格朗日参考系拉格朗日参考系33

任意时刻流体质点的加速度任意时刻流体质点的加速度
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拉格朗日参考系中，流体质拉格朗日参考系中，流体质

点的空间位置随时间变化，点的空间位置随时间变化，

因此因此xx, , yy, , z z 是时间是时间 tt的函数，的函数，

xx, , yy, , zz , , t t 不是相互独立的不是相互独立的

 z 

y 

x

 trr




rr




r




固定固定 rr00，变化，变化 tt，，某确定流体某确定流体
质点随时间的运动规律质点随时间的运动规律

固定固定 tt，变化，变化 rr00，，同一时刻不同一时刻不
同流体质点的参数分布同流体质点的参数分布
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欧拉参考系欧拉参考系11

流体的物理量是空间点和时间的函数流体的物理量是空间点和时间的函数

欧拉参考系—着眼于空间点欧拉参考系欧拉参考系——着眼于空间点着眼于空间点

空间点位置为空间点位置为 ((xx , , y y , , zz))，，则则物理量物理量 的空间分布的空间分布

 tzyx ,,, 

xx,  ,  yy , , z z , , tt为欧拉变数为欧拉变数
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欧拉参考系欧拉参考系22

空间中的速度分布空间中的速度分布

   trutzyxuu ,,,,




空间中的压强分布、温度等的分布空间中的压强分布、温度等的分布

   trptzyxpp ,,,,




   trTtzyxTT ,,,,




固定固定xyzxyz，变化，变化tt
某确定空间点参数某确定空间点参数

随时间的变化规律随时间的变化规律

固定固定tt，变化，变化xyzxyz
同一时刻不同空同一时刻不同空

间点的参数分布间点的参数分布

场－分布着某种物理量的空间区域场－分布着某种物理量的空间区域 流场流场
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欧拉参考系欧拉参考系33

欧拉参考系中 x, y, z, t是相互间无函数关系的独立
变量。在拉格朗日参考系中 x, y, z不再是独立变
量，他们都是时间 t和 r0 ( x0, y0, z0 ) 的函数

欧拉参考系中 x, y, z, t是相互间无函数关系的独立
变量。在拉格朗日参考系中 x, y, z不再是独立变
量，他们都是时间 t和 r0 ( x0, y0, z0 ) 的函数
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拉格朗日向欧拉参考系的转换拉格朗日向欧拉参考系的转换11

方法方法

已知已知  tr ,0


  将将  trrr ,00


 代入左式代入左式

  ttrr ,,0


   tr ,


 

例：拉格朗日变数 ( x0, y0, z0 ) 给出的流体运动规律为：
，求 (1)以欧拉

坐标表示的速度场；(2) 试确定流动是否为定常；(3) 求
加速度

例：例：拉格朗日变数拉格朗日变数 ( ( xx00, , yy00, , zz00 ) ) 给出的流体运动规律为给出的流体运动规律为：：

，求，求 (1)(1)以欧拉以欧拉
坐标表示的速度场；坐标表示的速度场；(2) (2) 试确定流动是否为定常；试确定流动是否为定常；(3) (3) 求求
加速度加速度

    22
0

2
0

2
0 1,1,   tezztyyexx tt
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拉格朗日向欧拉参考系的转换拉格朗日向欧拉参考系的转换22

    22
0

2
0

2
0 1,1,   tezztyyexx tt

(1) (1) 以欧拉坐标表示的速度场以欧拉坐标表示的速度场
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由题中给出的运动规律，可得由题中给出的运动规律，可得
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拉格朗日向欧拉参考系的转换拉格朗日向欧拉参考系的转换33

定常场与非定常场定常场与非定常场定常场与非定常场

流场中每一点的物理量都不随时间变化，称为定常
场；否则，为非定常场

流场中每一点的物理量都不随时间变化，称为定常
场；否则，为非定常场

0



t


或或  zyx ,, 

定常场数学描述定常场数学描述
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拉格朗日向欧拉参考系的转换拉格朗日向欧拉参考系的转换44

均匀场与非均匀场均匀场与非均匀场均匀场与非均匀场

流场中各空间点上的物理量都一样，称为均匀场；

否则，为非均匀场

流场中各空间点上的物理量都一样，称为均匀场；

否则，为非均匀场

0











zyx


或或  t 

均匀场数学描述均匀场数学描述
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拉格朗日向欧拉参考系的转换拉格朗日向欧拉参考系的转换55

(2) (2) 流动是否定常流动是否定常

速度的欧拉表达式包含变量速度的欧拉表达式包含变量 tt，所以是非定常流动，所以是非定常流动

(3) (3) 加速度加速度
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欧拉参考系转换为拉格朗日参考系欧拉参考系转换为拉格朗日参考系11

由速度求流体质
点的运动轨迹

由速度求流体质
点的运动轨迹

 tcccrrdturd ,,, 321




代入初始条件代入初始条件 00 , rrtt




     033022011 ,, rccrccrcc


  trrr ,0




代入欧拉参考系表达式代入欧拉参考系表达式     truttrruu ,,, 00




如已知欧拉参考
系中的其他变量

如已知欧拉参考
系中的其他变量

    trttrr ,,, 00
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欧拉参考系转换为拉格朗日参考系欧拉参考系转换为拉格朗日参考系22

例：已知速度场 ，求矢径表

达式 及加速度的拉格朗日描述

例：已知速度场例：已知速度场 ，，求求矢径表矢径表

达式达式 及加速度的拉格朗日描述及加速度的拉格朗日描述

t
zw

t
yv

t
xu










1
3,

1
2,

1

 tzyxrr ,,, 000




(1) (1) 矢径表达式矢径表达式

dt
t

xudtdx



1 t

dt
x

dx



1

  ctx  1lnln

 tcx  11

同理同理  22 1 tcy   33 1 tcz 
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欧拉参考系转换为拉格朗日参考系欧拉参考系转换为拉格朗日参考系33

由由 0t 时时 030201 ,, zcycxc  得得

      ktzjtyitxr
 3

0
2

00 111 

(2) (2) 加速度的拉格朗日描述加速度的拉格朗日描述
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1.2 1.2 迹线、流线和脉线迹线、流线和脉线

迹线迹线迹线
流体质点在空间运动

时所描绘出来的轨迹

流体质点在空间运动

时所描绘出来的轨迹

迹线方程迹线方程  
dt
rdtru



,

一个流体质点的速度矢量一个流体质点的速度矢量

总是和该质点的迹线相切总是和该质点的迹线相切

迹线也可以定义为始终与迹线也可以定义为始终与

同一个流体质点的速度矢同一个流体质点的速度矢

量相切的曲线量相切的曲线

pathlinepathline

 z 

y 

x

 trr




rr




r
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迹线方程迹线方程

迹线方程迹线方程  
dt
rdtru



, dt

w
dw

v
dy

u
dx



积分得积分得  tcccrrdturd ,,, 321




     033022011 ,, rccrccrcc




   tzyxrtrrr ,,,, 0000




tt是自变量，是自变量，xx, , yy, , zz是流体质点的空间坐标，因此是是流体质点的空间坐标，因此是 tt
的函数，求解是在拉格朗日参考系中进行的的函数，求解是在拉格朗日参考系中进行的

00 , rrtt
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迹线方程例题迹线方程例题

例：已知平面流动速度场：

求：t = 0时刻通过(1, 1)点的流体质点的迹线
例：已知平面流动速度场：例：已知平面流动速度场：

求：求：tt = 0= 0时刻通过时刻通过(1, 1)(1, 1)点的流体质点的迹线点的流体质点的迹线

  0,,21  wyvtxu

 














y
dt
dy

tx
dt
dx 21

微分方程微分方程

积分积分
  ttt ecyecx 2
1

1 ,  

初始条件初始条件 0t 1 yx 121  cc

  ttt eyex   ,1 yyx ln1

满足上述速度分布的流

场中有无数个流体质点

于是有无数条迹线，本

题只求其中一条

满足上述速度分布的流满足上述速度分布的流

场中有无数个流体质点场中有无数个流体质点

于是有无数条迹线，本于是有无数条迹线，本

题只求其中一条题只求其中一条
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流线流线

流线流线流线
某瞬时流场中一条假想曲线
该曲线上各点速度方向和曲
线在该点切线方向重合

某瞬时流场中一条假想曲线
该曲线上各点速度方向和曲
线在该点切线方向重合

非定常流动，空间给非定常流动，空间给

定点的速度大小和方定点的速度大小和方

向随时间而变化，因向随时间而变化，因

此流线总是指某一给此流线总是指某一给

定时刻的流线定时刻的流线
xx

yy

zz
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流线方程流线方程

xx

yy

zz

流线微分方程流线微分方程

kdzjdyidxld




kwjviuu




0
wvu
dzdydx
kji

uld





     tzyxw
dz

tzyxv
dy

tzyxu
dx

,,,,,,,,,


tt为常数，为常数，xx，，yy，，z z ，，t t 相互独立相互独立
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流线方程例题流线方程例题

例：已知平面流动速度场：

求：t = 0时刻通过(1, 1)点的流体质点的流线
例：已知平面流动速度场：例：已知平面流动速度场：

求：求：tt = 0= 0时刻通过时刻通过(1, 1)(1, 1)点的流体质点的流线点的流体质点的流线

  0,,21  wyvtxu

  y
dy

tx
dx


 21微分方程微分方程

积分积分
  cyx t  21lnln

定解条件定解条件 0t 1 yx 11 c

 tyx 21 yx 
t t = 0= 0

 tycx 21
1



非定常流动，流线

随时间不同而不同

非定常流动，流线非定常流动，流线

随时间不同而不同随时间不同而不同
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非定常到定常流动流线示意非定常到定常流动流线示意

定常流动时流线、迹线、脉线重合，流线一般不相交或转折定常流动时流线、迹线、脉线重合，流线一般不相交或转折
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脉线脉线

脉线脉线脉线
相继通过流场同一空间点的

流体质点在同一瞬时的连线

相继通过流场同一空间点的

流体质点在同一瞬时的连线

流场显示技术，反映流场结构、流动特点流场显示技术，反映流场结构、流动特点
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脉线方程脉线方程11

求求  时刻从时刻从 xx**、、yy**、、zz* * 进入流场的流体质点的迹线方进入流场的流体质点的迹线方

程，即程，即时刻通过时刻通过xx**、、yy**、、zz* * 的迹线的迹线

dt
w

dw
v

dy
u

dx


初始条件初始条件 *** ,,    zzyyxxt  时，

积分上积分上

述方程述方程

 
 
 












,,,,,
,,,,,
,,,,,

***

***

***





tzyxzz
tzyxyy
tzyxxx

 ,,* trrr


或或

脉线切线与速度矢量方向不一定相同脉线切线与速度矢量方向不一定相同脉线切线与速度矢量方向不一定相同



20102010--99--1515 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 3131

脉线方程脉线方程22

 

 

迹线（虚线） 

   ,,,, *** tzyxrtr




 *** ,, zyx

    ,,,, *** tzyxrr



脉线（实线） 

 时刻由点时刻由点 ( ( xx** , , yy** , , zz** ))注入流场的一个流注入流场的一个流

体质点的迹线；不同的体质点的迹线；不同的  表示不同的迹线表示不同的迹线

   ,,* trrtr




内取值在     tt，固定

tt 瞬时前不同时刻瞬时前不同时刻  经由经由 ( ( xx** , , yy** , , zz** ))点注点注
入流场的不同流体质点在入流场的不同流体质点在 tt时刻的空间位置时刻的空间位置

内取值在  -  
 
t
t

 
固定

    ,,* trrr
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脉线方程例题脉线方程例题11

例：已知平面流动速度场：

求：t = 0时刻通过(1, 1)点的流体质点的脉线
例：已知平面流动速度场：例：已知平面流动速度场：

求：求：tt = 0= 0时刻通过时刻通过(1, 1)(1, 1)点的流体质点的脉线点的流体质点的脉线

  0,,21  wyvtxu

 














y
dt
dy

tx
dt
dx 21

微分方程微分方程

积分积分
  ttt ecyecx 2
1

1 ,  

初始条件初始条件 t 1 yx

     ecec 2
1

1 ,
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脉线方程例题脉线方程例题22

yyx ln1

       ttt eyex ,11

上式即通过上式即通过 (1, 1) (1, 1) 点的脉线方程，式中点的脉线方程，式中 --    tt

显然不同时刻，脉线形状不同，令显然不同时刻，脉线形状不同，令 0t

     eyex ,1

 

 

 

 

x

y

0 1

1

yyx ln1
yx 

yyx ln1
迹线 

流线 
脉线 
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流管流管

C

在流场中做一封闭且不自相交的曲线 C，在某瞬
时通过该曲线上的流线构成的管状表面称为流管

在流场中做一封闭且不自相交的曲线 C，在某瞬
时通过该曲线上的流线构成的管状表面称为流管

有限流管有限流管

流管元流管元

流体不能从侧壁穿入穿出流体不能从侧壁穿入穿出

定常流动时，定常流动时流管形状不变，类似于定常流动时，定常流动时流管形状不变，类似于

固定管道固定管道
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1.3 1.3 物质导数物质导数

欧拉参考系和拉格朗日参考系中的时间导数欧拉参考系和拉格朗日参考系中的时间导数欧拉参考系和拉格朗日参考系中的时间导数

欧拉参考系欧拉参考系  tzyxuu ,,,




zyxt
u

,,












某一空间点上的流体速度随时间某一空间点上的流体速度随时间

的变化，称当地导数或局部导数的变化，称当地导数或局部导数

拉格朗日参考系拉格朗日参考系  tzyxuu ,,, 000




000 ,, zyxt
u











流体质点速度随时间流体质点速度随时间

的变化率，即加速度的变化率，即加速度
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欧拉法描述流体质点的加速度欧拉法描述流体质点的加速度11

物质导数是流体质点的物理量随时间的变化率
又称质点导数，随体导数

物质导数是流体质点的物理量随时间的变化率物质导数是流体质点的物理量随时间的变化率
又称质点导数，随体导数又称质点导数，随体导数

Dt
uD


欧拉参考系下某流体质点的欧拉参考系下某流体质点的速度速度随时随时

间的变化率间的变化率

tt时刻时刻  tzyxu ,,,


tt + +  t t 时刻时刻

 ttzzyyxxu   ,,,


 z 

y 
x

 trr




rr




r



 tru ,


 ttrru   ,
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欧拉法描述流体质点的加速度欧拉法描述流体质点的加速度22

   
t

tzyxuttzzyyxxua
t 




,,,,,,lim
0


 




z
uw

y
uv

x
uu

t
u

Dt
uDa





















   

t

trut
t
uz

z
uy

y
ux

x
utru

t 





,,
lim

0



























流体质点
的加速度

流体质点
的加速度

流体质点的速度随时间的变化率流体质点的速度随时间的变化率
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欧拉法描述流体质点的加速度欧拉法描述流体质点的加速度33

当地加速度或局部加速度当地加速度或局部加速度

空间点上的速度随时间的变化空间点上的速度随时间的变化

率，由速度场的非定常性引起率，由速度场的非定常性引起t
u




z
uw

y
uv

x
uu














0 tu


速度场定常速度场定常

由流体质点在非均匀的速由流体质点在非均匀的速

度场中运动引起度场中运动引起

迁移加速度或对流加速度迁移加速度或对流加速度

0











z
uw

y
uv

x
uu



速度场均匀速度场均匀
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欧拉法描述流体质点的加速度欧拉法描述流体质点的加速度44
 

H 

A B C 

AABB

BBCC

匀速直线运动匀速直线运动

无当地和对流加无当地和对流加

速度速度

加速运动，存在加速运动，存在

对流加速度对流加速度

AABB BBCC速度变化，存在速度变化，存在

当地加速度当地加速度

速度变化，存在当地速度变化，存在当地

和对流加速度和对流加速度

非定常非定常

定定
常常
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 u
tz

w
y

v
x

u
tDt

D 

物质导数物质导数11

任意物理量 的物质导数任意物理量任意物理量 的物质导数的物质导数

物质导数（质点导数或随体导数）物质导数（质点导数或随体导数）

流体质点的物理量流体质点的物理量 随时间的变化率随时间的变化率
Dt
D
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物质导数物质导数22

t


局部导数或当地导数局部导数或当地导数

空间点上的空间点上的 随时间的变化率随时间的变化率

由物理量场的非定常性引起由物理量场的非定常性引起

z
w

y
v

x
u










 

由流体质点在非均匀的由流体质点在非均匀的

物理量场中运动引起的物理量场中运动引起的

的变化率的变化率

位变导数或对流导数位变导数或对流导数  u




20102010--99--1515 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 4242

物质导数例题物质导数例题11--11

例：为研究城市的空气污染情况，需测量某项污染指
标 s 随时间的变化率，采用了三种方法：1)把测量探
头安装在一高塔上；2) 把探头安装在一直升飞机
上，直升飞机速度为 ；3)把探头安装在一气球上，
设气球随气流运动，气流速度为 。试用数学公式分
别表示上述三种方法的测量结果。

例：例：为研究城市的空气污染情况，需测量某项污染指为研究城市的空气污染情况，需测量某项污染指
标标 s s 随时间的变化率，采用了三种方法：随时间的变化率，采用了三种方法：1)1) 把测量探把测量探
头安装在一高塔上；头安装在一高塔上；2)2) 把探头安装在一直升飞机把探头安装在一直升飞机
上，直升飞机速度为上，直升飞机速度为 ；；3)3)把探头安装在一气球上，把探头安装在一气球上，
设气球随气流运动，气流速度为设气球随气流运动，气流速度为 。试用数学公式分。试用数学公式分
别表示上述三种方法的测量结果。别表示上述三种方法的测量结果。

U


u


(1) (1) 测量探头安装在一高塔上，测得的是在流场某一固定测量探头安装在一高塔上，测得的是在流场某一固定

点上点上 ss的随时间的变化率，即的随时间的变化率，即 ss的当地导数的当地导数

t
s





20102010--99--1515 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 4343

物质导数例题物质导数例题11--22

(2) (2) 直升飞机上探头测得的直升飞机上探头测得的 s s 变化率应等于变化率应等于 ss的当地变化率的当地变化率

加上加上 ss的空间变化率与直升飞机速度的乘积的空间变化率与直升飞机速度的乘积

z
sU

y
sU

x
sU

t
s

zyx 














(3) (3) 由于气球与空气速度相同，气球上探头测得的由于气球与空气速度相同，气球上探头测得的 ss变化率变化率

就是就是 ss的随体导数或物质导数的随体导数或物质导数

z
su

y
su

x
su

t
s

Dt
Ds

zyx 
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物质导数例题物质导数例题22--11

例：考虑图示收缩通道内理想不可压缩流体的一维定
常流动，分别求欧拉和拉格朗日参考系内的速度和加
速度表达式

例：考虑图示收缩通道内理想不可压缩流体的一维定例：考虑图示收缩通道内理想不可压缩流体的一维定
常流动，分别求欧拉和拉格朗日参考系内的速度和加常流动，分别求欧拉和拉格朗日参考系内的速度和加
速度表达式速度表达式

解：欧拉参考系，不可压缩流体解：欧拉参考系，不可压缩流体

根据连续方程根据连续方程

   xAxuAu 00

 

 

x = 0 

x = x x = l 

u0 

l 

A(x) 

A0 

   lxAxA  10

     lxu
xA
Auxu  10

00







 





l
x

l
u

x
uu

Dt
Duax 1

2
0
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物质导数例题物质导数例题22--22

 lxuu  10  


tx
dtu

lx
dx

0 00 1

在拉格朗日参考系中，在拉格朗日参考系中，uu = = u u ( ( t t ))是是 tt = 0= 0时刻从时刻从 xx = 0= 0出发的出发的

流体质点的速度表达式，由流体质点的速度表达式，由

 lxu
dt
dx

 10

  tulxl 01ln  














 1exp 0

l
tulx

两边对两边对 tt求导求导 







l
tuu

dt
dxu 0

0 exp

再对再对 tt求导求导 







l
tu

l
u

dt
dua 0

2
0 exp
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1.4 1.4 速度分解定理速度分解定理

Helmholtz速
度分解定理

HelmholtzHelmholtz速速
度分解定理度分解定理

流体微团的运动可分解为平
动、转动、变形三部分之和

流体微团的运动可分解为平
动、转动、变形三部分之和

tt 0

0t
=
平动平动

+
线变形线变形

+
旋转旋转

流体微团
复合运动

流体微团
复合运动

+
角变形角变形
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速度分解定理速度分解定理22
 

M 
M 

u 

u + δu 

r 

r + δr 

δrM ( M ( xx, , yy, , zz ) ) 处的速度处的速度 u


MM ( ( x + x + xx, , y + y + yy, , z + z + zz ) ) 处速度处速度

uu 


以以 x x 方向速度为例由泰勒级数展方向速度为例由泰勒级数展

开，略去高阶小项开，略去高阶小项

z
z
uy

y
ux

x
uu 














上式分别加、减上式分别加、减 z
x
wy

x
v 







2
1,

2
1 
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速度分解定理速度分解定理33

u

令令 


































z
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x
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x
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x
us xzxyxx 2

1,
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2
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y
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x
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x
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z
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2
1

2
1

应变率张量的各分量应变率张量的各分量

旋转角旋转角
速度速度



20102010--99--1515 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 4949

速度分解定理速度分解定理44

yzzsysxsu zyxzxyxx  

同理，对于同理，对于 yy方向和方向和 zz方向速度分量也可得方向速度分量也可得

zxzsysxsv xzyzyyxy  

xyzsysxsw yxzzyzxz  

其中其中 
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速度分解定理速度分解定理55

平动速度平动速度  tzyxu ,,,


线变形率线变形率
z
w

y
v

x
u

zzyyxx 










   ,,

角变形率角变形率

z
v

y
w

z
u

x
w

y
u

x
v

yzxzxy 






















   ,,

旋转角速度旋转角速度
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线变形线变形11

x
x
uu 





tx
x
u  )(



x
x

y y

u

A O 

B C B 

O 

C 

A 
u

x
x
uu 





A’

C’ 

线变形——体积发生变化线变形——体积发生变化

x x 方向相对变形率方向相对变形率
x
u



y y 方向和方向和 zz方向相对变形率方向相对变形率 z
w

y
v





 ,

xx

yy
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线变形线变形22－散度－散度

线变形引起总的相对体积膨胀率线变形引起总的相对体积膨胀率

u
z
w

y
v

x
u

dt
Vd

V















)(1 



不可压缩流体不可压缩流体 0 u


速度散度为零速度散度为零

单位体积流体单位时间内增加单位体积流体单位时间内增加//减少了多少体积，或减少了多少体积，或

单位时间有多少流体体积从单位体积内流入单位时间有多少流体体积从单位体积内流入//流出流出
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旋转旋转11

存在交叉导数存在交叉导数

OAOA边旋转角速度边旋转角速度
x
v

ttOA 



 


 0
lim
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yy

xx
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OBOB边旋转角速度边旋转角速度 y
u

ttOB 



 


 0
lim

xx

yy
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旋转旋转22

规定相互垂直的流体线规定相互垂直的流体线OAOA和和OBOB的角速度的角速度OAOA和和

OBOB的平均值为流体团绕的平均值为流体团绕 z z 轴的旋转角速度，且轴的旋转角速度，且

逆时针方向为正逆时针方向为正
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u
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v

z 2
1

流体团绕流体团绕 x x 和和 yy轴的旋转角速度轴的旋转角速度
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旋转旋转33－角速度矢量、旋度－角速度矢量、旋度

u

wvu
zyx

kji

















2
1

2
1

无旋流动无旋流动 0

涡量涡量

无旋无旋 有旋有旋

流体微团本身是否旋转流体微团本身是否旋转
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角变形角变形
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速度分解定理速度分解定理66

写成矩阵形式写成矩阵形式
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应变率张量应变率张量 旋转率张量旋转率张量
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量11

一维的量，只有大小，没有方向，它只需一维的量，只有大小，没有方向，它只需11个数来个数来

表示，如温度表示，如温度 TT、密度、密度 等等

标量标量标量

矢量矢量矢量

不仅有数量的大小，而且有指定的方向不仅有数量的大小，而且有指定的方向

必需由沿某一空间坐标系的必需由沿某一空间坐标系的 3 3 个坐标轴方向的个坐标轴方向的 3 3 个个
分量来表示，是三维的量分量来表示，是三维的量

如力如力 FF，速度，速度 uu，加速度，加速度 aa，动量，动量 mumu等等
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量22

除有大小外，有两个方向，如应力除有大小外，有两个方向，如应力ijij：力的方向：力的方向

和力作用面的方向，因此需要和力作用面的方向，因此需要 9 9 个分量来表示，个分量来表示，

称为二阶张量称为二阶张量

张量张量张量

三维空间中的 n阶张量由 3n个分量组成三维空间中的 n阶张量由 3n个分量组成

标量和矢量是低阶张量，标量为零阶张量，而矢量标量和矢量是低阶张量，标量为零阶张量，而矢量

为一阶张量为一阶张量
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量33

二阶张量二阶张量二阶张量


















333231

232221

131211
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pP ij

有 9 个分量有 9 个分量

以矩阵形式可表示为以矩阵形式可表示为
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应变率张量和旋转率张量均为二阶张量应变率张量和旋转率张量均为二阶张量
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量44

对称张量对称张量 jiij pp 

应变率张量为二阶对称张量应变率张量为二阶对称张量
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一个对称张量，只有一个对称张量，只有66个独立的分量个独立的分量

322331132112 ,, ssssss 
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量55

反对称张量反对称张量 jiij pp 

应变率张量为二阶对称张量应变率张量为二阶对称张量

一个对称张量，只有一个对称张量，只有33个独立的分量个独立的分量

322331132112 ,, aaaaaa 
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量66

xx、、yy、、zz分别记作分别记作 xx11、、xx22、、xx33

aaxx、、aayy、、aazz分别记作分别记作 aa11、、aa22、、aa33

分别记作分别记作kji


、、 321 eee


、、

指标表示法指标表示法指标表示法

332211 eaeaeakajaiaa zyx




直角坐标的直角坐标的 3 3 个方向记个方向记作作 11、、22、、33

xxii

aaii
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量77

求和约定求和约定求和约定 在同一项中有两个指标相同
表示对该指标从 1 到 3 求和
在同一项中有两个指标相同
表示对该指标从 1 到 3 求和

332211 nnnn iiijji  j j : : 哑指标哑指标 ii : : 自由指标自由指标

改变哑指标的字母不改变表达式内容改变哑指标的字母不改变表达式内容

同一方程所有项中的自由指标必须相同同一方程所有项中的自由指标必须相同

同一项中同一指标出现的次数不能多于同一项中同一指标出现的次数不能多于22
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量88

举例举例
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量99
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应变率张量用指标表示应变率张量用指标表示
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量1010
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旋转率张量用指标表示旋转率张量用指标表示
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量1111

































z
y
x

sss
sss
sss





333231

232221

131211

变形速度变形速度 旋转速度旋转速度
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1312由于流体微由于流体微
团变形产生团变形产生
的速度变化的速度变化

由于流体微由于流体微
团绕瞬时轴团绕瞬时轴
旋转而产生旋转而产生
的速度变化的速度变化
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量1212









时当

时当

ji
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ij 1
0



Kronecker符号的重要性质Kronecker符号的重要性质

jiij   322331132112  

ijij aa 
3322

13132121111

, aaaa

aaaaa

jjjj

jj









ijij 的作用相当于把的作用相当于把aajj的下标由的下标由 jj置换为置换为 ii
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量1313

3ii 3332211   ii

ikjkij   1131132112111111  jj

3 jjiijiij 

把下标由把下标由 jj置换为置换为 ii
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量1414










321    213    312      1-
312    231    123      1

    0

，，，、、

，，，、、

、、

奇排列

偶排列

中有两个以上指标相同

kji
kji
kji

ijk

将首位指标移至末位，或将末位指标移至首位，奇将首位指标移至末位，或将末位指标移至首位，奇

偶性不变偶性不变

kijjkiijk  

任意两个相邻的指标交换位置，会改变奇偶性；任意两个相邻的指标交换位置，会改变奇偶性；

ikjjikijk  

置换符号置换符号
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量1515

ksjtktjsistijk  

ktktktkjjtktjjijtijk  23 

置换符号的性质置换符号的性质

62  kkijkijk 

0ijijk
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补：笛卡尔张量补：笛卡尔张量1616

旋转率张量与旋转角速度的关系旋转率张量与旋转角速度的关系
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速度分解定理例题速度分解定理例题11

例：平面简单剪切运动的速度分布为：

求：(1) 流体微团的旋转角速度；(2) 应变率张量sij；(3) 
旋转率张量aij；(4) 变形速度sij xj及旋转速度aij xj

例：例：平面简单剪切运动的速度分布为平面简单剪切运动的速度分布为：：

求求：：(1) (1) 流体微团的旋转角速度；流体微团的旋转角速度；(2) (2) 应变率张量应变率张量ssijij；；(3) (3) 
旋转率张量旋转率张量aaijij；；(4) (4) 变形速度变形速度ssijij xxjj及旋转速度及旋转速度aaijij xxjj

0,  wvayu

(1) (1) 旋转角速度旋转角速度

ka

wvu
zyx

kji

u
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速度分解定理例题速度分解定理例题22

(2) (2) 应变率张量应变率张量
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(4) (4) 变形速度变形速度
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速度分解定理例题速度分解定理例题33

(3) (3) 旋转率张量旋转率张量
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(4) (4) 旋转速度旋转速度
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速度分解定理例题速度分解定理例题44

以上结果表明一个平面剪切运动可以分解为一个剪切变形以上结果表明一个平面剪切运动可以分解为一个剪切变形

运动和一个旋转运动运动和一个旋转运动,,可以用下图直观的表示可以用下图直观的表示
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1.5 1.5 有旋运动的基本概念有旋运动的基本概念

涡量涡量涡量

方向和大小分别代表流体微团瞬时转动轴的方向
和旋转角速度的 2 倍

方向和大小分别代表流体微团瞬时转动轴的方向
和旋转角速度的 2 倍
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k
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势流势流势流

流场中处处涡量为零，称为无旋流动或势流；流
动有旋与否由流体微团本身是否旋转来判断

流场中处处涡量为零，称为无旋流动或势流；流
动有旋与否由流体微团本身是否旋转来判断

0 u




20102010--99--1515 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 7979

势流势流

平面剪切运动平面剪切运动
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速度势函数速度势函数11
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速度势函数速度势函数速度势函数
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速度环量速度环量

 
L

ldu


速度环量是流体绕封闭曲线旋转速度环量是流体绕封闭曲线旋转

强度的度量，线积分沿强度的度量，线积分沿逆时针逆时针方方

向进行向进行

速度环量速度环量速度环量

L 

ld


u


速度沿曲线的线积分与路径无关速度沿曲线的线积分与路径无关 速度场
有势

速度场
有势

AP

P

Α
  ldu


无旋无旋

 
ACPABP
          lduldu
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斯托克斯公式斯托克斯公式

涡通量涡通量涡通量  
AA

dAnAd


L 

n

dA 
A




 
AL

Adldu


斯托克斯定理斯托克斯定理斯托克斯定理

速度环量为零，涡量为零；反之亦然速度环量为零，涡量为零；反之亦然

速度环量是线积分，被积函数是速度本身；涡通量速度环量是线积分，被积函数是速度本身；涡通量

是面积分，被积函数是速度的偏导数；利用速度环是面积分，被积函数是速度的偏导数；利用速度环

量更方便量更方便
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涡线、涡面和涡管涡线、涡面和涡管11

涡线涡线涡线

 

曲线上各点的涡量矢量方向和
曲线在该点的切线方向相同

曲线上各点的涡量矢量方向和
曲线在该点的切线方向相同

zyx

dzdydx








某给定时刻，通过空间同一点的某给定时刻，通过空间同一点的

流线和涡线，一般来说方向不同流线和涡线，一般来说方向不同

在平面流动和轴对称流动中，流线与涡线正交在平面流动和轴对称流动中，流线与涡线正交

涡线上各流体质点都围绕涡线的涡线上各流体质点都围绕涡线的

切线方向旋转切线方向旋转
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涡线、涡面和涡管涡线、涡面和涡管22

涡面涡面涡面      
在涡量场内取一非涡线
的曲线，过曲线每一点
作涡线，这些涡线组成

的曲面称涡面

在涡量场内取一非涡线
的曲线，过曲线每一点
作涡线，这些涡线组成

的曲面称涡面

 涡管涡管涡管

在流场内作一非涡线且
不自相交的封闭曲线，
某瞬时通过该曲线上各
点的涡线组成一管状表

面，称涡管

在流场内作一非涡线且
不自相交的封闭曲线，
某瞬时通过该曲线上各
点的涡线组成一管状表

面，称涡管

涡管横截面无限小时称涡管横截面无限小时称微元涡管微元涡管
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涡量场的运动学性质涡量场的运动学性质11

涡量场是无源场涡量场是无源场涡量场是无源场

  0 u


意味着流场内无源和无汇，不可压缩流体的速度意味着流场内无源和无汇，不可压缩流体的速度

场称为无源场场称为无源场

矢量恒等式 ( P.393 )矢量恒等式 ( P.393 )

0 u
 流体微团的相对体积膨胀率为零流体微团的相对体积膨胀率为零

流出单位体积控制体的体积流量为零流出单位体积控制体的体积流量为零

涡量的散度也为零，因此涡量场也是无源场涡量的散度也为零，因此涡量场也是无源场
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涡量场的运动学性质涡量场的运动学性质22

涡线和涡管都不能在流体内部中断涡线和涡管都不能在流体内部中断涡线和涡管都不能在流体内部中断

如果发生中断，取封闭曲面，将中断处包含在其如果发生中断，取封闭曲面，将中断处包含在其

中，则通过封闭曲面的涡通量将不为零，与无源中，则通过封闭曲面的涡通量将不为零，与无源

场矛盾场矛盾

不可压缩流体的速度场是无源场，因此流线和流不可压缩流体的速度场是无源场，因此流线和流

管也不能在流体内部终止管也不能在流体内部终止
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涡量场的运动学性质涡量场的运动学性质33

涡线和涡管只能在流体中自行封闭，形成涡环涡线和涡管只能在流体中自行封闭，形成涡环

或将其头尾搭在固壁或自由面或将其头尾搭在固壁或自由面

或延伸至无穷远或延伸至无穷远

流线和流管也必须自行封闭，或延伸至无穷远，或流线和流管也必须自行封闭，或延伸至无穷远，或

将其头尾搭在固壁或自由面上将其头尾搭在固壁或自由面上
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涡量场的运动学性质涡量场的运动学性质44

涡管强度涡管强度涡管强度  

 

A2

A1

2


1




由由 0


0         0
21

   AA
dAnd





0
21

  AA
dAndAn


 
21 AA

dAndAn


对一个确定的涡管，它的任一横截面上的涡通量相
等。该常数称为涡管强度

对一个确定的涡管，它的任一横截面上的涡通量相
等。该常数称为涡管强度

对于图示涡管有对于图示涡管有
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涡量场的运动学性质涡量场的运动学性质55

 

 

A2

A1

2


1




引用斯托克斯公式引用斯托克斯公式

21 

 
1

1 A
dAn


在同一时刻围绕A1周界的速度环量与围绕A2周界的

速度环量相等，即涡管任意横截面上的环量相等

在同一时刻围绕A1周界的速度环量与围绕A2周界的

速度环量相等，即涡管任意横截面上的环量相等

 
2

2 A
dAn


 
21 AA

dAndAn
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1.6 1.6 物质积分的随体导数物质积分的随体导数--雷诺输运定理雷诺输运定理

系统系统系统 某一确定流体质点集合的总体某一确定流体质点集合的总体

与外界无质量交换与外界无质量交换

随流体质点的运动而运动随流体质点的运动而运动

边界形状、包围空间大小边界形状、包围空间大小

随流体质点的运动而变化随流体质点的运动而变化

拉格朗日参考系中，通常把注意力集中在流动的拉格朗日参考系中，通常把注意力集中在流动的

系统上系统上

systemsystem
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拉格朗日参考系中的物理定律拉格朗日参考系中的物理定律

物理定律通常应用于系统物理定律通常应用于系统

0  const   
dt
dmmsys 或质量守恒方程质量守恒方程

 
dt

umd
dt
udmamF




动量方程动量方程

   murH
dt
HdT 





动量矩方程动量矩方程

WQdtdE  能量守恒方程能量守恒方程
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系统系统体积分的随体导数体积分的随体导数

系统体积分的随体导数系统体积分的随体导数

dτ


sys

d
Dt
D

Dt
DNsys

单位体积流体的物理量分布函数单位体积流体的物理量分布函数

系统体积内包含的总物理量系统体积内包含的总物理量N

mN 
 

umkN




u


 质量质量 动量动量

Administrator
附注
要理解，不要死记N与fai的关系
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控制体控制体11

流场中某一确定的空间区域流场中某一确定的空间区域

与外界有质量交换与外界有质量交换

空间位置相对于某参照系不变空间位置相对于某参照系不变

边界形状、包围空间大小一般是确定的边界形状、包围空间大小一般是确定的

欧拉参考系中通常把注意力集中在通过控制体欧拉参考系中通常把注意力集中在通过控制体

的流体上的流体上

控制体控制体控制体
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雷诺输运定理雷诺输运定理11

I 
II III 

CSI 

CSIII 

n
n

t tt

u


u


dA1 

dA3 

欧拉方法描述系统物理量随时间的变化率，即采用

与控制体相关的物理量描述系统体积分的随体导数

欧拉方法描述系统物理量随时间的变化率，即采用

与控制体相关的物理量描述系统体积分的随体导数

   
t

tNttN
Dt

DN
t 




syssys

0

sys lim





初始时刻初始时刻

系统与控系统与控

制体重合制体重合
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雷诺输运定理雷诺输运定理22

tt时刻后：时刻后：

系统：系统：II + IIIII + III

控制体：控制体：I + III + II

CV I III CV

0

{ ( ) ( ) ( )} ( )
lim

t

N t t N t t N t t N t
t

  


     


   
t

tNttN
t 




CVCV

0
lim 




 
t

ttN
t 









I

0
lim  

t
ttN

t 









III

0
lim

   
t

tNttN
Dt

DN
t 




syssys

0

sys lim





I 
II III 

CSI 

CSIII 

n
n

t tt

u


u


dA1 

dA3 
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雷诺输运定理雷诺输运定理33
第一项第一项

第二项：第二项： t t 时间内由时间内由CSCSII流入流入CVCV的流体所包含的的流体所包含的 NN

t t 时间由时间由dAdA11流入流入CVCV的流体体积为：的流体体积为：

   
t

tNttN
t 




CVCV

0
lim 


t
N



 CV 




CV
d

t

tdAnu  1




I 
II III 

CSI 

CSIII 

n
n

t t

u


u


dA1 
dA3 

 
  





tttt

d
tt

ttN






I0

I

0

1limlim

 
 ICS0

1lim tdAnu
tt





 

ICS
dAnu
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雷诺输运定理雷诺输运定理44

第三项：第三项： tt 时间由时间由CSCSIIIIII流出流出

CVCV的流体所包含的的流体所包含的 NN

tdAnu  3




 
  




tttt
d

tt
ttN







III0

III

0

1limlim

 
 IIICS0

1lim tdAnu
tt





 

IIICS
dAnu




 




IIII CSCSCV

dAnudAnud
tDt

DN 


I 
II III 

CSI 

CSIII 

n
n

t t

u


u


dA1 
dA3 
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雷诺输运雷诺输运定理定理55

 




A

dAnud
tDt

DN 




sys

系统的物理量系统的物理量 N N 随时间的变化率随时间的变化率
Dt

DNsys

控制体物理量控制体物理量 N N 随时间的变化随时间的变化

率，反应流场的非定常性率，反应流场的非定常性





d
t

物理量物理量 N N 流出控制体的净流率，反应流场流出控制体的净流率，反应流场

不均匀性，系统位置、体积随时间的改变不均匀性，系统位置、体积随时间的改变

 
A

dAnu
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雷诺输运雷诺输运定理定理66

  


 dudAnu
A



通过高斯定理将面积分转换成体积分通过高斯定理将面积分转换成体积分

  



 






 du
t

d
Dt
D 

 







AA
dAnud

t
dAnud

t





 
 



















 d
x
u

t
d

Dt
D

k

k
张量形式张量形式
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雷诺输运雷诺输运定理例题定理例题11

(1) (1) 流场中某空间点的流体密度随时间的变化率流场中某空间点的流体密度随时间的变化率

k
t

3



例：给定一流场的速度分布和密度分布为

其中， ，k 为非零常数。求：(1) 流场中
某空间点的流体密度随时间的变化率；(2) 流体质点的
密度在运动过程中随时间的变化率；(3) 初始时刻在体
积0  r  a中的流体质量的随体导数

例：例：给定一流场的速度分布和密度分布为给定一流场的速度分布和密度分布为

其中，其中， ，，k k 为非零常数。求为非零常数。求：：(1) (1) 流场中流场中
某空间点的流体密度随时间的变化率；某空间点的流体密度随时间的变化率；(2) (2) 流体质点的流体质点的
密度在运动过程中随时间的变化率；密度在运动过程中随时间的变化率；(3) (3) 初始时刻在体初始时刻在体
积积0 0  rr  aa中的流体质量的随体导数中的流体质量的随体导数

 trkrzwryvrxu 3,,, 3333  
2222 zyxr 

(2) (2) 流体质点的密度在运动过程中随时间的变化率流体质点的密度在运动过程中随时间的变化率

z
w

y
v

x
u

tDt
D
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雷诺输运雷诺输运定理例题定理例题22

密度的当地导数、对流导数均不为零，但密度的随体导数密度的当地导数、对流导数均不为零，但密度的随体导数

为零，即每个流体质点在运动过程中密度保持不变，为不为零，即每个流体质点在运动过程中密度保持不变，为不

可压缩流体可压缩流体

(3) (3) 在体积在体积 0 0  rr  a a 中的流体质量的随体导数中的流体质量的随体导数

03333

3333

2

2

2

2

2

2

2
3

2
3

2
3
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r
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z
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y
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x
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tDt
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ryv
rxu
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3

3

3








  


 dtrkdM 33
流体质量流体质量
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雷诺输运雷诺输运定理例题定理例题33

MM的当地导数的当地导数

 trk
rzw
ryv
rxu

33

3

3

3






    









AA

dAnutrkdtrk
tDt

DM 
3lim3 3

0

3

流体质量的随体导数流体质量的随体导数

 
A 

Aε 

a 

O 
ε 

n


n


    

3

33

43

33

akkd

dtrk
t

dtrk
t























MM的对流导数的对流导数

      
  AAAA

dAnutrkdAnutrkdAnutrk


333 333
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雷诺输运雷诺输运定理例题定理例题44

在在 AA表面上表面上

3333 r
rk

r
zj

r
yi

r
xu


由于由于

223

11
arr

r
r
rnu 




在在 AA表面上表面上 2

1
  nunu



 

 

 tak

da
a

takd

dAnutrk
A

34

sin13

3

3

0

2
2

32

0

3


















 

y 

x 

z 

a 

 

a d 

asin d 
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ryv
rxu
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3

3

3
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雷诺输运雷诺输运定理例题定理例题55

 trk
rzw
ryv
rxu

33

3

3

3








 
A 

Aε 

a 

O 
ε 

n


n


   333 43 


 
akdAnutrk

AA



  33

0
43lim kadAnutrk

AA



 



则流体质量的随体导数则流体质量的随体导数

044 33  kaka
Dt

DM 

   tkdAnutrk
A

343 33  
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1.7 1.7 应力张量应力张量

应力矢量应力矢量应力矢量
 

 

 
 

np
 n



A 

A
Fp

An 








0
lim

下标下标 nn表示面元表示面元 AA的法线方向的法线方向

应力矢量方向与法线方向不一定重合应力矢量方向与法线方向不一定重合

 ntrpp nn


,,

作用在方位各异的面上的应力矢量一般并不相同作用在方位各异的面上的应力矢量一般并不相同
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应力矢量应力矢量

 

 

 
 

np


n


A 

nn 

n 

  nnnnp ,


应力矢量方向与法线方向不一定重合应力矢量方向与法线方向不一定重合

kjip nznynxn


 

npnnn


 22
nnnn p   



应力矢量可以向三个坐标方向分解应力矢量可以向三个坐标方向分解

np



np


 

  

n


A 

nn pp




作用在流体两侧的应力矢量大小相作用在流体两侧的应力矢量大小相

等，方向相反等，方向相反
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应力张量应力张量11

x

O
y 

z

dx

dy 

dz

A

B 

C

xp



np


yp



zp



n


过空间一点的三个相互垂直平面上的应力矢量

或它们的九个分量完全描写了一点的应力状态

过空间一点的三个相互垂直平面上的应力矢量

或它们的九个分量完全描写了一点的应力状态

倾斜面外法线单位矢量倾斜面外法线单位矢量

四面体流体微元四面体流体微元

     
knjnin

kznjynixnn

zyx






 ,cos,cos,cos

倾斜面和其余三个面的面积倾斜面和其余三个面的面积

AnAnAnA zyx  ,,,

倾斜面和其余三个面上作用的应倾斜面和其余三个面上作用的应

力矢量力矢量 zyxn pppp 


,,,
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应力张量应力张量22

x

O
y 

z

dx

dy 

dz

A

B

C

xp



np


yp



zp



n


惯性力惯性力 a




重力重力

表面力表面力

  Apnpnpnp zzyyxxn  


达朗贝尔原理：作用于四面体上的质量力（重力），
表面力和惯性力及其力矩应该平衡

达朗贝尔原理：作用于四面体上的质量力（重力），
表面力和惯性力及其力矩应该平衡

g


三阶无三阶无

穷小量穷小量

0

二阶无穷小量二阶无穷小量

忽略惯性力、重力，只考虑表面力忽略惯性力、重力，只考虑表面力
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应力张量应力张量33

x

O
y 

z

dx

dy 

dz

A

B 

C

xp



np


yp



zp



n


由由

0F


0  zzyyxxn pnpnpnp


zzyyxx pppppp


  ,,

zzyyxxn pnpnpnp




一点的应力状态可由过空间一点的三个相互垂直平一点的应力状态可由过空间一点的三个相互垂直平

面上的应力矢量描述面上的应力矢量描述
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应力张量应力张量44
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应力张量应力张量55
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 应力张量ij应力张量应力张量ijij

应力张量完全表达了一点应力状态，对角线元素应力张量完全表达了一点应力状态，对角线元素

为法向应力分量，非对角线元素为切向应力分量为法向应力分量，非对角线元素为切向应力分量

应力张量与作用面方位无关，只是空间点位置和应力张量与作用面方位无关，只是空间点位置和

时间的函数时间的函数

求一点沿某个方位的应力矢量，只需用作用面的求一点沿某个方位的应力矢量，只需用作用面的

单位矢量与该点的应力张量点乘即可单位矢量与该点的应力张量点乘即可

   trnntr jijni ,,,
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应力张量应力张量66

应力张量的 9 个分量中只有 6 个是独立的应力张量应力张量的的 9 9 个分量中只有个分量中只有 6 6 个是独立的个是独立的
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应力张量应力张量77

上下表面上下表面

侧面的四个表面侧面的四个表面

表面力对表面力对 zz´́轴的力矩为轴的力矩为00

y 

z 

x 

z

x

y

z' 

法向应力作用线的延长线通过法向应力作用线的延长线通过

zz´́轴，力矩为轴，力矩为00

与与zz´́轴平行的四个切向应力，轴平行的四个切向应力，

力矩为力矩为00
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应力张量应力张量88

只有四个切向应力对只有四个切向应力对 zz´́ 轴轴
有矩，合力矩为零有矩，合力矩为零
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 应力张量是应力张量是

二阶对称张量二阶对称张量
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应力张量应力张量99

理想流体与静止流体的应力张量理想流体与静止流体的应力张量理想流体与静止流体的应力张量

理想流体或静止流体中切应力为零，只有法向应力理想流体或静止流体中切应力为零，只有法向应力

且同一点各个不同方向上的法向应力相等且同一点各个不同方向上的法向应力相等

pnnzzyyxx  

负号是强调压强与作用面的法线方向相反负号是强调压强与作用面的法线方向相反

在理想流体或静止流体中，只用一个标量函数即压在理想流体或静止流体中，只用一个标量函数即压

强便完全地描述了一点上的应力状态强便完全地描述了一点上的应力状态

ijij p 
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应力张量例题应力张量例题11

(1) (1) 平面外侧的法线单位矢量，令平面外侧的法线单位矢量，令

013  zyxF

例：流体内某处的应力张量可表示如下，试求作用于
平面 x + 3y + z = 1外侧（离开原点一侧）的应力矢量及
应力矢量的法向和切向分量

例：流体内某处的应力张量可表示如下，试求作用于例：流体内某处的应力张量可表示如下，试求作用于
平面平面 xx + 3+ 3yy + + zz = 1= 1外侧（离开原点一侧）的应力矢量及外侧（离开原点一侧）的应力矢量及
应力矢量的法向和切向分量应力矢量的法向和切向分量
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应力张量例题应力张量例题22

(2) (2) 应力矢量的法向和切向分量应力矢量的法向和切向分量
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1.8 1.8 本构方程本构方程

牛顿流体的本构方程牛顿流体的本构方程牛顿流体的本构方程 应力与应变率应力与应变率
之间的关系之间的关系

应力张量是应变率张量的线性函数应力张量是应变率张量的线性函数

Stokes假设Stokes假设

流体是各向同性的，即流体的性质与方向无关流体是各向同性的，即流体的性质与方向无关

当流体静止时，应变率为零，流体中的应力就是当流体静止时，应变率为零，流体中的应力就是

流体静压强流体静压强
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本构方程本构方程22

bIaS 

根据假设根据假设 (1)(1)，应力张量可写为，应力张量可写为
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本构方程本构方程33
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本构方程本构方程44

pI根据假设根据假设 (2) (3)(2) (3)，静止流体，静止流体

  uKpzzyyxx
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本构方程本构方程55

写成分量形式写成分量形式
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广义牛顿应力公式广义牛顿应力公式
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压强，各向同性压强，各向同性

由体积膨胀或收缩引起的各向同性粘性应力由体积膨胀或收缩引起的各向同性粘性应力

由运动流体微团变形引起的粘性应力由运动流体微团变形引起的粘性应力
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粘性系数粘性系数11

体积粘性系数 K 和第二粘性系数 体积粘性系数 K 和第二粘性系数 

定义平均法向应力定义平均法向应力

 zzyyxxp  
3
1

upuKpp








  

3
2

 




3
2

3
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K

uKpzzyyxx


不可压缩流体不可压缩流体 pp 
0 u



平均法向应力等于平衡态压强，应力张量中平均法向应力等于平衡态压强，应力张量中 自动自动
不出现不出现
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粘性系数粘性系数22

可压缩流体可压缩流体 upp








  

3
20 u



流体发生膨胀或压缩时，平均法向应力不等于平衡态流体发生膨胀或压缩时，平均法向应力不等于平衡态

压强，且压强，且 出现在与相对体积膨胀率有关的项中出现在与相对体积膨胀率有关的项中

体积膨胀引起粘性应力与体积变化时的能量耗散机体积膨胀引起粘性应力与体积变化时的能量耗散机

制有关，除高温和高频声波等极端情况，一般气体制有关，除高温和高频声波等极端情况，一般气体

运动可近似认为运动可近似认为


3
2        0

3
2

 即K 斯托克
斯假设

斯托克
斯假设

K
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粘性系数粘性系数33

IupS 



 




3
22









u
z
wp

u
y
vp

u
x
up

zz

yy

xx

























3
22

3
22
3
22
























i

j

j

i

k

k
ijijij x

u
x
u

x
up 

3
2

斯托克斯假设下，本斯托克斯假设下，本

构方程中只出现一个构方程中只出现一个

粘性系数粘性系数 
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