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第三章第三章 流体力学的几个重要定理流体力学的几个重要定理

3.1  开尔文定理3.1  3.1  开尔文定理开尔文定理

3.2  伯努利方程3.2  3.2  伯努利方程伯努利方程

3.3  非惯性系中的伯努利方程3.3  3.3  非惯性系中的伯努利方程非惯性系中的伯努利方程

3.4  涡量动力学方程3.4  3.4  涡量动力学方程涡量动力学方程
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3.1 3.1 开尔文定理开尔文定理

开尔文定理开尔文定理开尔文定理

证明：设由确定的流体质点组成的封闭物质线证明：设由确定的流体质点组成的封闭物质线 C C ( ( t t ))，其，其
位置和形状随流动而变化位置和形状随流动而变化

对于正压、质量力单值有势的理想流体流动、沿任
意封闭的物质周线上的速度环量和通过任一物质面
的涡通量在运动过程中守恒

对于正压、质量力单值有势的理想流体流动、沿任
意封闭的物质周线上的速度环量和通过任一物质面
的涡通量在运动过程中守恒
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开尔文定理开尔文定理22

速度矢量为单值函数速度矢量为单值函数
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加速度环量加速度环量

沿一条由流体质点组成的物质周线的速度环量的沿一条由流体质点组成的物质周线的速度环量的

随体导数等于该周线上的加速度环量随体导数等于该周线上的加速度环量

以上结论是纯运动学性质的，对任何流体都成立以上结论是纯运动学性质的，对任何流体都成立以上结论是纯运动学性质的，对任何流体都成立
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开尔文定理开尔文定理33

理想流体理想流体理想流体 fp
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正压流体正压流体正压流体  p 

欧拉运动方程欧拉运动方程

流体作等熵流动，等温流动，等密度流动等均可流体作等熵流动，等温流动，等密度流动等均可

视为正压流体视为正压流体

质量力有势且为单值函数质量力有势且为单值函数质量力有势且为单值函数
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开尔文定理开尔文定理44
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引入标量算符引入标量算符 d
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由于由于 drdr是任取的，所以对正压流体流场中任一点是任取的，所以对正压流体流场中任一点
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开尔文定理开尔文定理55

设理想、正压流体，质量力有势且为单值函数设理想、正压流体，质量力有势且为单值函数
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对于正压、质量力单值有势的理想流体流动，沿对于正压、质量力单值有势的理想流体流动，沿

任意封闭物质周线上的速度环量守恒任意封闭物质周线上的速度环量守恒
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开尔文定理开尔文定理66

设在封闭的物质线设在封闭的物质线 CC((tt) ) 上张一曲面上张一曲面 AA((tt))，则由，则由 Stokes Stokes 定理定理
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对于正压、质量力单值有势的理想流体流动，通对于正压、质量力单值有势的理想流体流动，通

过任意物质面的涡通量守恒过任意物质面的涡通量守恒
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开尔文定理开尔文定理77

开尔文定理成立的条件开尔文定理成立的条件开尔文定理成立的条件

理想流体理想流体 正压正压 质量力有势质量力有势

粘性，非正压流体与质量力无势是引起速度环量粘性，非正压流体与质量力无势是引起速度环量

和涡通量发生变化的三大因素和涡通量发生变化的三大因素

放松任何一个条件，开尔文定理不成立放松任何一个条件，开尔文定理不成立
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开尔文定理开尔文定理88

涡旋不生不灭定理涡旋不生不灭定理涡旋不生不灭定理

若某时刻在某部分流体内无旋，则以前或以后任若某时刻在某部分流体内无旋，则以前或以后任

一时刻这部分流体皆无旋一时刻这部分流体皆无旋

若某时刻该部分流体有旋，则以前或以后的任何若某时刻该部分流体有旋，则以前或以后的任何

时刻这部分流体皆为有旋时刻这部分流体皆为有旋

设流体理想、正
压、质量力有势

设流体理想、正
压、质量力有势

0


0S
Sd


0 S
Sd
开尔文定理开尔文定理

0
SS任取任取

设任何时刻无旋设任何时刻无旋 一直无旋一直无旋 与有旋矛盾与有旋矛盾
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开尔文定理开尔文定理99

涡管强度
保持定理
涡管强度涡管强度
保持定理保持定理

涡管在随流体运动过程中通过其
任一横截面的涡通量，即涡管

强度不随时间改变

涡管在随流体运动过程中通过其
任一横截面的涡通量，即涡管

强度不随时间改变

取取 CC((tt) ) 是涡管横截面是涡管横截面 AA((tt) ) 上围绕涡管一周的封闭物质周上围绕涡管一周的封闭物质周

线，则在某一瞬时线，则在某一瞬时

在运动过程中涡管会发生变形：当涡管被拉伸时，涡在运动过程中涡管会发生变形：当涡管被拉伸时，涡

量增大，涡管被压缩时，涡量减小，以保持通过横截量增大，涡管被压缩时，涡量减小，以保持通过横截

面的总的涡通量不变面的总的涡通量不变
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开尔文定理开尔文定理1010

0
  

21 AA
dAndAn


涡量场是无源场涡量场是无源场

每一瞬时通过同一涡管任意截面的涡通量处处每一瞬时通过同一涡管任意截面的涡通量处处

相等，即涡管强度在空间上守恒相等，即涡管强度在空间上守恒

满足开尔文定理时，涡管强度不但具有空间上的满足开尔文定理时，涡管强度不但具有空间上的

守恒性，而且具有时间上的守恒性守恒性，而且具有时间上的守恒性
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3.2 3.2 伯努利方程伯努利方程

兰姆—葛罗米柯方程兰姆兰姆——葛罗米柯方程葛罗米柯方程
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质量力有势、正压质量力有势、正压
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兰姆兰姆——葛罗米柯方程葛罗米柯方程
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右侧项类似于哥氏加速度右侧项类似于哥氏加速度 ，与速度和，与速度和

流线方向垂直流线方向垂直
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伯努利方程伯努利方程11

沿流线的伯努利方程沿流线的伯努利方程沿流线的伯努利方程

定常流动定常流动
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CC为伯努利常数，沿同一条流线为常数为伯努利常数，沿同一条流线为常数
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伯努利方程伯努利方程22

CGuudp



 2




伯努利方程或
伯努利积分

伯努利方程或
伯努利积分

理想流体、质量力有势、正压、定常、沿流线理想流体、质量力有势、正压、定常、沿流线

  0
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tDt

D    0 u


沿流线密度为常数沿流线密度为常数0Cpdp
 

不可压缩流体定常流动不可压缩流体定常流动不可压缩流体定常流动
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伯努利方程伯努利方程33

质量力只有重力，z轴铅垂向上质量力只有重力，质量力只有重力，zz轴铅垂向上轴铅垂向上

zegGf


 gzG 

Cgzuup





2





理想不可压缩流体、质量力只有重力、重力加理想不可压缩流体、质量力只有重力、重力加

速度沿速度沿 zz轴负向、定常、沿流线轴负向、定常、沿流线

单位质量流体的机械能沿一条流线守恒单位质量流体的机械能沿一条流线守恒

CGuudp
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伯努利方程伯努利方程44

理想流体非定常流动理想流体非定常流动
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质量力只有重力，z轴铅垂向上，密度沿流线为常数，理想质量力只有重力，质量力只有重力，zz轴铅垂向上，密度沿流线为常数，理想轴铅垂向上，密度沿流线为常数，理想
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伯努利方程伯努利方程55

势流伯努利方程势流伯努利方程势流伯努利方程
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 柯西柯西——拉格拉格

朗日积分朗日积分

ff ((tt) ) 是时间的函数，同一时刻在全场处处相等，是时间的函数，同一时刻在全场处处相等，

称非定常伯努利常数称非定常伯努利常数
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伯努利方程伯努利方程66

 tfGuudp
t
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理想、正压、质量力有势、无旋理想、正压、质量力有势、无旋

定常流动定常流动

fGdp



 2




ff在全场为常数，不同于沿流线的伯努利方程在全场为常数，不同于沿流线的伯努利方程
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伯努利方程例题伯努利方程例题11--11

如图所示的等截面直角管道ABC，垂直段管长
AB，水平段管长BC，AB = BC = L，管中盛满理
想不可压缩均质的水，C处有阀门，管口接大气，
大气压强为pa，质量力为重力。求：当阀门突然打
开，管中压强分布如何？

如图所示的等截面直角管道如图所示的等截面直角管道ABCABC，垂直段管长，垂直段管长
ABAB，水平段管长，水平段管长BCBC，，AB = BC = AB = BC = LL，管中盛满理，管中盛满理
想不可压缩均质的水，想不可压缩均质的水，CC处有阀门，管口接大气，处有阀门，管口接大气，
大气压强为大气压强为ppaa，质量力为重力。求：当阀门突然打，质量力为重力。求：当阀门突然打
开，管中压强分布如何？开，管中压强分布如何？

L 

L

z

l

A

B C 

管道中心线可看作流线，流管道中心线可看作流线，流

线从线从AA点开始计算，由不可压点开始计算，由不可压

连续方程连续方程

 tuu 

同一时刻，管道中各截面速同一时刻，管道中各截面速

度相同，则度相同，则 也相同也相同dtdu
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伯努利方程例题伯努利方程例题11--22
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对对 ll段列非定常伯努利方程段列非定常伯努利方程

aCA ppp 由由
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对对AA、、CC段列非定常伯努利方程段列非定常伯努利方程
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垂直管中，垂直管中，ll = = LL -- zz  zLgpp a 
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伯努利方程例题伯努利方程例题11--33
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水平管中，水平管中，ll > > LL，，zz = 0= 0

2
glgLpp a 
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伯努利方程例题伯努利方程例题22--11

例：液体在两头开口的等横截面U型管中振荡，液
柱长 L，液面上方为大气压强 pa , 忽略粘性摩擦力
和表面张力。求液柱运动规律。初始时刻U型管两
端自由面高度差为 h，液体静止。液体密度为常数

例：液体在两头开口的等横截面例：液体在两头开口的等横截面UU型管中振荡，液型管中振荡，液
柱长柱长 LL，液面上方为大气压强，液面上方为大气压强 ppaa , , 忽略粘性摩擦力忽略粘性摩擦力
和表面张力。求液柱运动规律。初始时刻和表面张力。求液柱运动规律。初始时刻UU型管两型管两
端自由面高度差为端自由面高度差为 hh，液体静止。液体密度为常数，液体静止。液体密度为常数

1

2 

h 

z1 

z2 

ξ 

ξ u 

u 

z 管内流动作一维流动处理，速度只管内流动作一维流动处理，速度只

是时间的函数，取速度正向由是时间的函数，取速度正向由11指向指向
22

 
dt
dtuu 



是液面至平衡位置的距离是液面至平衡位置的距离

应用非定常伯努利方程应用非定常伯努利方程
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伯努利方程例题伯努利方程例题22--22
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伯努利方程例题伯努利方程例题22--33

初始条件：初始条件：tt = 0= 0时时
2
h

 0
dt
d
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2 21  ChC
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伯努利方程例题伯努利方程例题33--11

例：在原静止的理想无界均质不可压缩流体中有一
半径为 a 的气球，初始时刻气球内部表压强为 p0 ,
气球表面的速度为零，若不考虑质量力和表面张力
的作用，且设无穷远处的压强为零，试在等温条件
下确定气球半径随时间的变化规律

例：在原静止的理想无界均质不可压缩流体中有一例：在原静止的理想无界均质不可压缩流体中有一
半径为半径为 aa 的气球，初始时刻气球内部表压强为的气球，初始时刻气球内部表压强为 pp00 ,,
气球表面的速度为零，若不考虑质量力和表面张力气球表面的速度为零，若不考虑质量力和表面张力
的作用，且设无穷远处的压强为零，试在等温条件的作用，且设无穷远处的压强为零，试在等温条件
下确定气球半径随时间的变化规律下确定气球半径随时间的变化规律

 tfur r 
24

取球坐标系，坐标原点在球心，流体只有径向运动，取球坐标系，坐标原点在球心，流体只有径向运动，

物理量只是物理量只是 rr 和和 tt 的函数，考虑流场中任意球面，半径的函数，考虑流场中任意球面，半径

为为 rr，速度为，速度为uurr，根据连续方程，根据连续方程

设气球表面半径为设气球表面半径为 RR，气球表面法向速度为，气球表面法向速度为 R

RRur r
22 44   Rr 



20102010--99--2929 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 2727

伯努利方程例题伯努利方程例题33--22

rr
RRur 





2

2 

取无穷远处速度势函数为零取无穷远处速度势函数为零
r
RR 2



0
2






 uup
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对气球附近和无穷远处列势流伯努利方程，取无穷远对气球附近和无穷远处列势流伯努利方程，取无穷远

处表压为零处表压为零

由由  RRRRR
rt

 221
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伯努利方程例题伯努利方程例题33--33

令令 rr =  =  RR

两边乘以两边乘以 RR 22


bpRRR  2

2
3  ppbb是球面压强是球面压强

气球运动过程是等温的，且气球运动过程是等温的，且 RR = = aa时，时，pp = = pp00

3
0

3 apRpb 
3

02

2
3









R
apRRR




R
RapRRRRR





3
0323 232 

由由  23323 32 RR
dt
dRRRRR    

R
RapRR

dt
d 




3
023 2
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伯努利方程例题伯努利方程例题33--44

积分一次积分一次 a
RapRR ln2 3

023




0   RaR 时

再积分一次再积分一次


R

a

a
R
dRR

ap
t

ln2
1 23

3
0
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3.4 3.4 涡量动力学方程涡量动力学方程

  fupuu
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 2


动量方程为动量方程为

由矢量恒等式由矢量恒等式 P.393P.393      uuuuuu



2
1

  Gupuuu
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2

2
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对上式两边取旋度对上式两边取旋度

    Gupuuu
t
u
















 















2
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00 00 00

流体密度和粘性系数均为常数流体密度和粘性系数均为常数流体密度和粘性系数均为常数
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涡量动力学方程涡量动力学方程22

   uu
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2
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由矢量恒等式由矢量恒等式

         uuuuu




   
Dt
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2

00 00

涡量场是无源场，不可压流体速度场是无源场涡量场是无源场，不可压流体速度场是无源场
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涡量动力学方程涡量动力学方程33

    




 


2uu

tDt
D

 




 



u
tDt

D 涡量的随体导数，第一项是当涡量的随体导数，第一项是当

地导数，第二项是对流导数地导数，第二项是对流导数

均质不可压缩流体、质量力有势、粘性系数为常数均质不可压缩流体、质量力有势、粘性系数为常数




2

粘性对涡量变化的影响主要是粘性扩散，运动粘性系数粘性对涡量变化的影响主要是粘性扩散，运动粘性系数

在这里相当于扩散系数。扩散的作用是抹平差距，直至在这里相当于扩散系数。扩散的作用是抹平差距，直至

全流场涡量强度相等为止全流场涡量强度相等为止
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涡量动力学方程涡量动力学方程44

 
u




//u




u
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涡量矢量涡量矢量 与涡线相切，设涡线与涡线相切，设涡线

方向为方向为 ll，则，则
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u

PQ
u

PQPQ






 
0

//

0
limlim

使涡线拉伸或压缩使涡线拉伸或压缩

使涡线扭曲使涡线扭曲

使涡线拉伸或压缩，或而使涡线扭曲，结果都会导使涡线拉伸或压缩，或而使涡线扭曲，结果都会导

致涡量的变化致涡量的变化
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涡量动力学方程涡量动力学方程55

涡量方程中没有压强 p出现，可在压强场未知
情况下求解速度场和涡量场，再确定压强场

涡量方程中没有压强 p出现，可在压强场未知
情况下求解速度场和涡量场，再确定压强场
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两边取散度两边取散度
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由矢量恒等式由矢量恒等式
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涡量动力学方程涡量动力学方程66

        


uuuuu
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22 
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 222

2
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获得了涡量场和速度场后可根据上式求解压强场获得了涡量场和速度场后可根据上式求解压强场
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涡量动力学方程涡量动力学方程77

理想流体理想流体理想流体     
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涡量方程例题涡量方程例题11

例：证明在有势外力场作用下理想不可压缩均质流
体满足下列方程：(1) 平面流动时 ；

(2) 轴对称流动时， 其中 R 是空间点到对
称轴的距离

例：证明在有势外力场作用下理想不可压缩均质流例：证明在有势外力场作用下理想不可压缩均质流
体满足下列方程：体满足下列方程：(1) (1) 平面流动时平面流动时 ；；

(2) (2) 轴对称流动时，轴对称流动时， 其中其中 R R 是空间点到对是空间点到对
称轴的距离称轴的距离

证明：证明：(1) (1) 设运动平面为设运动平面为xoyxoy平面，则平面，则

由理想流体涡量方程由理想流体涡量方程
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涡量方程例题涡量方程例题22

(2) (2) zz沿流动方向，通过沿流动方向，通过 z z 轴任意轴任意

平面内的流动是相同的，称为平面内的流动是相同的，称为

轴对称流动，取圆柱坐标系，轴对称流动，取圆柱坐标系，

zz沿对称轴沿对称轴
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R, , z 

P.404P.404

0


Dt
D
 平面流动中，涡线不会拉伸或扭曲，没有因为平面流动中，涡线不会拉伸或扭曲，没有因为

涡线拉伸或扭曲导致的涡量变化，对于理想流涡线拉伸或扭曲导致的涡量变化，对于理想流

体，与流体质点固连的涡量矢量保持不变体，与流体质点固连的涡量矢量保持不变

0,0 




u
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涡量方程例题涡量方程例题33
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由理想流体涡量方程由理想流体涡量方程
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涡量只有涡量只有 方向分量，与流动平面垂直方向分量，与流动平面垂直
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涡量方程例题涡量方程例题44

0






 
RDt

D


环绕对称轴，长为环绕对称轴，长为 22R R 的环形涡线，当的环形涡线，当 RR 变化时涡线被变化时涡线被

拉伸或压缩，拉伸或压缩，会相应增加或减小，而会相应增加或减小，而 //RR 则保持不变则保持不变
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