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第第55章章 空间轴对称势流空间轴对称势流

5.1  速度势函数和斯托克斯流函数5.1  5.1  速度势函数和斯托克斯流函数速度势函数和斯托克斯流函数

5.2  速度势函数方程的解5.2  5.2  速度势函数方程的解速度势函数方程的解

5.3  基本流动5.3  5.3  基本流动基本流动 5.4  半无穷体绕流5.4  5.4  半无穷体绕流半无穷体绕流

5.5  圆球绕流5.5  5.5  圆球绕流圆球绕流

5.6  旋转体无攻角绕流5.6  5.6  旋转体无攻角绕流旋转体无攻角绕流
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轴对称流动轴对称流动
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形成轴对称流动形成轴对称流动

物体外形必须是轴物体外形必须是轴

对称的（旋转体）对称的（旋转体）

来流必须沿着对称轴方向来流必须沿着对称轴方向

轴对称流动中，任一通过对称轴的平面上的流动图
案都是相同的

轴对称流动中，任一通过对称轴的平面上的流动图
案都是相同的
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采用球坐标描述空间轴对称流动时采用球坐标描述空间轴对称流动时

三维问题退化为二维问题三维问题退化为二维问题
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5.1 5.1 速度势函数和斯托克斯流函数速度势函数和斯托克斯流函数

势函数势函数势函数

无旋流动中存在速度势无旋流动中存在速度势 ，轴对称流动在球坐标下，轴对称流动在球坐标下
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不可压缩流动速度势函数满足拉普拉斯方程不可压缩流动速度势函数满足拉普拉斯方程
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斯托克斯流函数斯托克斯流函数斯托克斯流函数

速度势函数和斯托克斯流函数速度势函数和斯托克斯流函数22

不可压缩流体轴对称流动球坐标系下的连续方程不可压缩流体轴对称流动球坐标系下的连续方程

    0sin
sin
11 2

2 










u
r

ur
rr r

    0sinsin2 










 urur
r r

令令 rur 

 sin2



 ur
r

sin



 则则自动满足连续方程自动满足连续方程
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速度势函数和斯托克斯流函数速度势函数和斯托克斯流函数33

等于常数的曲面是流面等于常数的曲面是流面

流线上速度流线上速度 与线元与线元 平行平行 eueuu rr
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 流线方程流线方程

子午面上的流线，也是子午面上的流线，也是

关于对称轴的旋转流面关于对称轴的旋转流面
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速度势函数和斯托克斯流函数速度势函数和斯托克斯流函数44
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代入速度与流函数的关系式代入速度与流函数的关系式
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过对称轴的平面内任意两点流函数的差乘以2，等
于通过以这两点的任意连线绕对称轴旋转形成的旋
转面的流量

过对称轴的平面内任意两点流函数的差乘以2，等
于通过以这两点的任意连线绕对称轴旋转形成的旋
转面的流量
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速度势函数和斯托克斯流函数速度势函数和斯托克斯流函数55

斯托克斯流函数满足的方程斯托克斯流函数满足的方程
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rr
u

r
ur 













  sin
1,

sin
1

2

0
sin

1sin2

2
2 
























r
r 不是拉氏方程，但不是拉氏方程，但

仍然是线性方程仍然是线性方程



20102010--1111--22 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 88

速度势函数和斯托克斯流函数速度势函数和斯托克斯流函数66
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求解求解 的拉氏方程以及流函数方程均可得出不可压的拉氏方程以及流函数方程均可得出不可压

缩流体轴对称无旋运动的解，均可采用简单势流叠缩流体轴对称无旋运动的解，均可采用简单势流叠

加获得复杂势流流场加获得复杂势流流场

有旋流动中势函数不存在，只有应用流函数才能找有旋流动中势函数不存在，只有应用流函数才能找

到一个标量方程来代替矢量形式的运动方程到一个标量方程来代替矢量形式的运动方程
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5.2 5.2 势流方程的解势流方程的解
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左边只是左边只是 rr的函数，右边只是的函数，右边只是 的函数，要恒等必为常数的函数，要恒等必为常数
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势流方程的解势流方程的解22
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其通解为其通解为       coscos lllll QDPCT 
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势流方程的解势流方程的解33

 coslQ

第二类勒让德函数，当第二类勒让德函数，当 coscos = = 1 1 时对所有的时对所有的 ll 值发散值发散

所以应取所以应取 DDll = 0= 0

 coslP

第一类勒让德函数，当第一类勒让德函数，当 ll 不为整数时其在不为整数时其在 coscos = = 1 1 时时
发散所以应取发散所以应取 ll = 0, 1, 2, 3, = 0, 1, 2, 3, ……

      coscos lllll QDPCT 

    coslll PCT 
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势流方程的解势流方程的解44
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5.3 5.3 基本流动基本流动
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均匀流流函数均匀流流函数
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rsin 

令原点流函数为令原点流函数为 00，，PP点为点为 

则均匀流穿过位置矢量围绕对则均匀流穿过位置矢量围绕对

称轴旋转形成的圆锥面的流量称轴旋转形成的圆锥面的流量

2

圆锥面垂直于流动方向的投影圆锥面垂直于流动方向的投影

 2sin r

穿过圆锥面的流体将全部通过该投影面积穿过圆锥面的流体将全部通过该投影面积

   2sin 2 rU  22 sin
2
1 Ur
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点源和点汇点源和点汇11

点源和点汇点源和点汇点源和点汇
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ur 

设空间点源位于原点，强度为设空间点源位于原点，强度为 QQ，，
球面上只有径向速度分量，由连球面上只有径向速度分量，由连

续方程续方程
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式中负号对应点源，正号对应点汇式中负号对应点源，正号对应点汇

 rr  00，，uurr  ，原点为奇点；，原点为奇点； rr  ，，uurr  00

势函数势函数
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点源和点汇点源和点汇22
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流函数流函数

设点源稍偏向于原点设点源稍偏向于原点

右侧右侧

点源释放的流体通过圆锥面向外流出的流量点源释放的流体通过圆锥面向外流出的流量 2

点源释放的流体通过圆锥面投影面流出的流量点源释放的流体通过圆锥面投影面流出的流量





0

sin2 rrdur

 
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sin22sin22 drurrduQ rr

点源释放的流体通过圆锥面及投影面流出的总流量点源释放的流体通过圆锥面及投影面流出的总流量
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点源和点汇点源和点汇33

代入径向速度代入径向速度 24 r
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

  cos1
2

2 
QQ

 


 cos1
4


Q

如果让点源位于原点左边，则得到的流函数与上式仅相如果让点源位于原点左边，则得到的流函数与上式仅相

差一个常数，并不影响得到的流场分布差一个常数，并不影响得到的流场分布
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偶极子偶极子11

偶极子偶极子偶极子

一对相等强度的点源和点汇在一对相等强度的点源和点汇在 PP
点的势函数点的势函数

 rr
Q

r
Q







44

势函数势函数 P

O x 

Q Q 
r 

r 
rr 

x 
 












rrr

Q
 1
11

4 当当 rr / / rr << 1 << 1 时时















































 2

2

2

2

4
11

4 r
rO

r
r

r
Q

r
rO

r
r

r
Q 






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偶极子偶极子22

当当 rr / / r r 很小时，很小时，

P 

O x 

Q Q 
r 

r 
rr 

x 
 

 cosxr 



 cos

4 2r
xQ



设设 






xQ

Q
x 0
lim



 cos

4 2r


点汇在右，点源在左，偶极子方向指向点汇在右，点源在左，偶极子方向指向 xx轴负向轴负向
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偶极子偶极子33

流函数流函数 

 cos

4 2r


由势函数可得速度分量为由势函数可得速度分量为











 sin
4

,cos
2 33 rr

u
rr

ur 














 sincos

2 r



  rf

r
 


 2sin

4

由由   







2

2
2

2 sin
4

sinsin
4 r

urrf
rr





rr
u

r
ur 













  sin
1,

sin
1

2

  Crf  

 2sin

4 r

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偶极子偶极子44

均匀流，点源（汇）和偶极子流动的势函数是
势流方程的基本解

均匀流，点源（汇）和偶极子流动的势函数是均匀流，点源（汇）和偶极子流动的势函数是
势流方程的基本解势流方程的基本解

   



 





 

0
1 cos,

l
ll

ll
ll P

r
BrAr 

均匀流均匀流









1
10

lU
l

Al 0lB 对所有对所有 ll值值

   coscos1 UrUrP 

       13
2
1,,1 2

210  xxPxxPxP
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偶极子偶极子55
   

       13
2
1,,1

cos,

2
210

0
1









  






xxPxxPxP

P
r
BrAr

l
ll

ll
ll 点源（汇）点源（汇）










 0

4

00

lQ
l

Bl



0lA 对所有对所有 ll值值

 
r

QP
r

Q






4

cos
4 0 

偶极子偶极子 0lA 对所有对所有 ll值值










 1

4

10

l

l
Bl


   





 cos

4
cos

4 212 r
P

r

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线源线源11

 
P (r,  ) 

r 

 
 

   

d 
 

L 

X 

R = rsin 
  = sin 
  = sin 

如图取线元如图取线元 dd，线元的源强，线元的源强

为为 qdqd，则，则 PP点流函数点流函数

设源（汇）在区间设源（汇）在区间

均匀连续分布，线源单位长均匀连续分布，线源单位长

度的源强为度的源强为 qq

Lx 0

  
L qd

0
cos1

4





由由  ctgRX   dRd 2csc
XX保持不变保持不变

流函数流函数
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线源线源22







 







sin
1

sin
1ctgctg

4
qR







 




R
r

RR
X

R
LXqR 

4

 
P (r,  ) 

r 

 
 

   

d 
 

L 

X 

R = rsin 
  = sin 
  = sin 

 


  rLq
4

 









 






   sin

1ctg
4

cos1csc
40

2 qRdqRL
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线源线源33









2

tgln
4
q



 
 2tg

2tgln
4 




 q


 dRd 2csc
势函数势函数

 
















 dqd

R
RqqdL

sin
1

4sin
csc

44

2

0

 
P (r,  ) 

r 

 
 

   

d 
 

L 

X 

R = rsin 
  = sin 
  = sin
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5.4 5.4 半无穷体绕流半无穷体绕流

流函数流函数流函数 均匀流和一个位于原点的点源叠加均匀流和一个位于原点的点源叠加

   


 cos1
4

sin
2
1, 22 

QUrr

 






22 sin
cos1

2sin
2 


U

Q
U

r

2
cos

2
sin2sin,

2
cos2cos1 2  由由

2
sin4sin

2
2

2 


U

Q
U

r 
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半无穷体绕流半无穷体绕流22
 

r0 
 

U
Q
2

U
Q
4

0令令 rr00为物面坐标为物面坐标

 2sin
1

40 U
Qr 

0r
U

Qr
20 

0
2
 

U
Qr
40  

  2
cos

2sin
sin

4
sin00








U
Q

U
QrR 令令 U

QR


0

0
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半无穷体绕流半无穷体绕流33

势函数势函数势函数

 

r0 
 

U
Q
2

U
Q
4

半无穷体把流动分为两部分，均匀来流在体外，点源流动半无穷体把流动分为两部分，均匀来流在体外，点源流动

在体内，互不相混在体内，互不相混

r
QUr



4

cos 
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半无穷体绕流例题半无穷体绕流例题11

例：求半无穷体绕流物面上的速度和压强分布例：求半无穷体绕流物面上的速度和压强分布例：求半无穷体绕流物面上的速度和压强分布

均匀流与点源的叠加均匀流与点源的叠加

 

r0 
 

U
Q
2

U
Q
4

R

x 

r
QUr



4

cos 

物面速度分布物面速度分布

2
0

0 4
cos

0
r

QU
r

u
rr

r 













 sin1

0

0 U
r

u
rr








U
Qr
40   000  uur 柱体头部为驻点柱体头部为驻点

(1) (1) 速度分布速度分布
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半无穷体绕流例题半无穷体绕流例题22

 2
0

2
0

2

2
1

2
1

 uupUp r 

由物面方程由物面方程  2sin
1

40 U
Qr 

2
sin

4
2

2
0




U
r

Q


(2) (2) 物面压强分布物面压强分布

对物面一点及无穷远点列伯努利方程对物面一点及无穷远点列伯努利方程




  sin,
4

cos 02
0

0 Uu
r

QUur 
























2
sincos2

2
sincossin 242222

0
2
0

 Uuur








































2
sin

2
sin212

2
sin1 2242 U
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半无穷体绕流例题半无穷体绕流例题33
























2
sin3

2
sin21 4222

0
2
0


 Uuur

定义无量纲压强定义无量纲压强




















 

2
sin2

2
sin31

2
1

24
2

2
0

2
0

2







U
uu

U

ppp r

  1p 驻点驻点

压强恢复到来流静压压强恢复到来流静压

 

r0 
 

U
Q
2

U
Q
4

R

x 3UQx  0p



20102010--1111--22 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 3232

5.5 5.5 圆球绕流圆球绕流

 

 a 

流函数流函数流函数

均匀流和位于原点的偶极子均匀流和位于原点的偶极子



 222 sin

4
sin

2
1

r
Ur 

0令令 rr00为物面坐标为物面坐标 const
2

31

0 





 a

U
r




 = 0 = 0 的流面是一个球面的流面是一个球面 32 Ua 

 2
3

2 sin
2
1











r
arU
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圆球绕流圆球绕流22

势函数势函数势函数



 cos

4
cos 2r

Ur 

 cos
2
1

2

3











r
arU

32 Ua 
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圆球绕流例题圆球绕流例题11

例：利用流体绕流圆球的势函数

求圆球表面的压强分布，并计算流体作用在圆球上
的力

例：利用流体绕流圆球的势函数例：利用流体绕流圆球的势函数

求圆球表面的压强分布，并计算流体作用在圆球上求圆球表面的压强分布，并计算流体作用在圆球上
的力的力
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

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圆球绕流例题圆球绕流例题22

圆球表面圆球表面
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 sin
2

1

cos1

3

3

3

3





















r
aUu

r
aUur

 sin
2
3,0 Uuur 
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流动方向流体作用于圆球的力流动方向流体作用于圆球的力
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兰金卵体绕流例题兰金卵体绕流例题11
例：兰金卵球体绕流可通过均匀流和一对等强度的点
源和点汇叠加得到。设均匀流速度为 U；点源和点汇
的强度均为Q，分别位于原点两侧，距原点距离为 l。
求物面方程，并求特征尺寸 h和 L的计算式

例：兰金卵球体绕流可通过均匀流和一对等强度的点例：兰金卵球体绕流可通过均匀流和一对等强度的点
源和点汇叠加得到。设均匀流速度为源和点汇叠加得到。设均匀流速度为 UU；点源和点汇；点源和点汇
的强度均为的强度均为QQ，分别位于原点两侧，距原点距离为，分别位于原点两侧，距原点距离为 ll。。
求物面方程，并求特征尺寸求物面方程，并求特征尺寸 hh和和 LL的计算式的计算式
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兰金卵体绕流例题兰金卵体绕流例题22
 

r 
r1 

r2 
2 1  

l l 

R
 =

 rs
in
 

Q +Q 

U 

U 

Q +Q 

h 

L 

P  21
2
0 coscos

2





U
QR

021     21

00 R

及及 时时

2
3,

2
  RR00取最大值取最大值

(2) (2) 求对称卵球体的求对称卵球体的 L L 和和 hh

卵球体后驻点速度为零，后驻点的速度由均匀流、点源卵球体后驻点速度为零，后驻点的速度由均匀流、点源

点汇在该点的速度叠加获得点汇在该点的速度叠加获得
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兰金卵体绕流例题兰金卵体绕流例题33
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求解上式可得到求解上式可得到 hh

求解上式可得到求解上式可得到 LL



20102010--1111--22 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 3939

5.6 5.6 旋转体无攻角绕流旋转体无攻角绕流

 

P1 

P2 

P3 
Pm 

x x1 x2 x3 

q1 Rm 

xi-1 xi xi+1 

xn 
qn 

ri, m 

qi 

正问题正问题正问题

给定旋转体物面形状，求叠加后可以得到旋转体
无攻角绕流流场的奇点分布，该流场满足相应的

方程和边界条件

给定旋转体物面形状，求叠加后可以得到旋转体
无攻角绕流流场的奇点分布，该流场满足相应的

方程和边界条件

旋转体方程旋转体方程

 rr 
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旋转体无攻角绕流旋转体无攻角绕流22
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均匀流与在均匀流与在 xx 轴上区轴上区

间间 连续分布连续分布

的线源（汇）相叠加的线源（汇）相叠加
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求恰当的线源（汇）分布使得物面上流函数为零求恰当的线源（汇）分布使得物面上流函数为零

很难采用解析方法求解很难采用解析方法求解上式上式，需借助于数值方法，需借助于数值方法



20102010--1111--22 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 4141

旋转体无攻角绕流旋转体无攻角绕流33

离散线源（汇）为离散线源（汇）为 nn
小段，而在每一小段小段，而在每一小段

上上 qqii 取为常数取为常数，，对于对于
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在物面上选在物面上选 mm >= 2>= 2NN 个点，对每一点写上述方程，如此个点，对每一点写上述方程，如此

可以获得可以获得 mm个方程，联立求解这个方程可得出个方程，联立求解这个方程可得出 xxii和和 qqii
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旋转体无攻角绕流旋转体无攻角绕流44
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

也可以先选定也可以先选定 xxii，这样就只需在物面上选，这样就只需在物面上选 mm >= >= NN 个点，个点，

得到关于得到关于 qqii的的 nn个方程，求解这个方程可得到个方程，求解这个方程可得到 qqii

若物面线封闭，则若物面线封闭，则流出旋转体物面的净流量应为零，物体流出旋转体物面的净流量应为零，物体

内部的源汇之和应等于零内部的源汇之和应等于零
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