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第第44章章 平面势流平面势流

4.1  速度势函数与流函数4.1  4.1  速度势函数与流函数速度势函数与流函数 4.2  复位势和复速度4.2  4.2  复位势和复速度复位势和复速度

4.3  基本流动4.3  4.3  基本流动基本流动 4.4  圆柱绕流4.4  4.4  圆柱绕流圆柱绕流

4.5  布拉休斯公式4.5  4.5  布拉休斯公式布拉休斯公式 4.6  镜像法4.6  4.6  镜像法镜像法 4.7  保角变换4.7  4.7  保角变换保角变换

4.8  茹科夫斯基变换4.8  4.8  茹科夫斯基变换茹科夫斯基变换 4.9  茹科夫斯基翼型4.9  4.9  茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型

4.10  施瓦茨-克里斯托弗尔变换4.10  4.10  施瓦茨施瓦茨--克里斯托弗尔变换克里斯托弗尔变换
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理想不可压缩流体流动理想不可压缩流体流动11

基本方程组基本方程组基本方程组

0 u


  fpuu
t
u 







1

连续方程连续方程

运动方程运动方程

0

4 4 个方程包含个方程包含 4 4 个未知数个未知数
uu、、pp，方程组封闭，方程组封闭

流体动力学问题和热力学问题可分开求解流体动力学问题和热力学问题可分开求解, , 但压但压
强和速度仍然耦合在一起强和速度仍然耦合在一起

const
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理想不可压缩流体流动理想不可压缩流体流动22

边界条件边界条件边界条件

nUnu


法向无穿透条件法向无穿透条件

固壁静止时固壁静止时 0 nu


无穷远边界条件无穷远边界条件  uur


,

允许切向滑移允许切向滑移

粘性流动采用固壁上的无滑移条件，由于理想流体动量粘性流动采用固壁上的无滑移条件，由于理想流体动量

方程中没有高阶粘性项，欧拉方程比方程中没有高阶粘性项，欧拉方程比 NN--S S 方程低一阶，方程低一阶，

不需要象粘性流方程组那样多的边界条件不需要象粘性流方程组那样多的边界条件

  ufpuu
t
u 
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势流势流势流

理想不可压缩流体流动理想不可压缩流体流动33

不可压缩流动，速度势函数满足不可压缩流动，速度势函数满足

拉普拉斯方程拉普拉斯方程

0 u
 0 

基本方程组基本方程组

02  

 tfGp
t



 




2
1

边界条件边界条件
固壁静止时固壁静止时 0




n


无穷远处无穷远处  ur


,
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理想不可压缩流动理想不可压缩流动44

 tfGp
t













2
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02

  fpuu
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1

0

2 2 个方程个方程 4 4 个方程个方程

欧拉方程非线性欧拉方程非线性拉普拉斯方程线性拉普拉斯方程线性

速度、压强耦合求解速度、压强耦合求解

分开求解，先求解速度势分开求解，先求解速度势

函数，再由速度势函数求函数，再由速度势函数求

解速度，最后求解压强解速度，最后求解压强

势流方程组与一般理想不可压缩流动方程组相比
在数学上有了较大的简化

势流方程组与一般理想不可压缩流动方程组相比
在数学上有了较大的简化
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理想不可压缩流动理想不可压缩流动55

拉氏方程解的可叠加性拉氏方程解的可叠加性

02  

若若 是上式的解，则这些解的任意线性组合是上式的解，则这些解的任意线性组合n ,, 21

nnccc   2211

也是上式的解。也是上式的解。cc11、、cc22、、…… 、、 ccnn 是一组不全为零的是一组不全为零的

任意常数任意常数
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4.1 4.1 速度势函数与流函数速度势函数与流函数

平面流动平面流动平面流动

流场中各点的流体速度流场中各点的流体速度

都平行于都平行于 xoyxoy平面平面，即，即
0w

各物理量在各物理量在 zz
方向没有变化方向没有变化

0


z
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速度势函数速度势函数11

速度势函数速度势函数速度势函数 y
v

x
uu









 ,



速度势函数允许相差一个任意常数，不影响其对速度势函数允许相差一个任意常数，不影响其对

流场的描述流场的描述

等势线的法线方向与速度矢量方向重合等势线的法线方向与速度矢量方向重合

速度沿任意曲线的线积分与路径无关，等于两端速度沿任意曲线的线积分与路径无关，等于两端

点势函数之差点势函数之差

   0
0

MMrdu
M

M
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速度势函数速度势函数22

速度势函数从无旋流动条件出发定义的，只适用于速度势函数从无旋流动条件出发定义的，只适用于

势流，当流体为不可压时，满足拉氏方程势流，当流体为不可压时，满足拉氏方程
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流函数流函数11

不可压缩平面流动连续方程不可压缩平面流动连续方程

直角坐标系直角坐标系

0







y
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x
u

x
v

y
u
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udyvdxdy
y

dx
x

d 










不可压缩平面流动满足连续方程，必然存在流函不可压缩平面流动满足连续方程，必然存在流函

数，无论是否为势流数，无论是否为势流

流
函
数

流流
函函
数数 极坐标系极坐标系

R
u

R
uR 













,
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流函数流函数22

等流函数线等流函数线

0d

等流函数线就是二元流线等流函数线就是二元流线

const

u
v

dx
dy











 = const = const 表示一个流线族表示一个流线族

流函数可以相差一个任意常数而不影响其对流场流函数可以相差一个任意常数而不影响其对流场

的描述（不影响速度分布）的描述（不影响速度分布）

v
dy

u
dx
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流函数流函数33

流函数与流量的关系流函数与流量的关系

udy 

vdx 

B 

A

dl 

y 

x 
 = 1 

 = 2 

若曲线本身为流线

通过两流线间任意单位厚度曲线的体积流量等于通过两流线间任意单位厚度曲线的体积流量等于

两条流线上的流函数之差，与该曲线形状无关两条流线上的流函数之差，与该曲线形状无关

udyvdxdQ 
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流线和等势线流线和等势线——流网流网

等势函数线等势函数线

0d 0 vdyudx

等流函数线等流函数线

const

v
u

dx
dy
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v
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流线与等势线正交流线与等势线正交
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 --  方程方程

对于对于 xoyxoy平面的二维不可压缩运动平面的二维不可压缩运动

kz
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x
v
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2

2

2

yxyyxxz


若流动无旋若流动无旋 02  

流函数流函数 是从满足不可压缩流体平面流动的连续方程出是从满足不可压缩流体平面流动的连续方程出

发而定义，因此适用于无旋和有旋流动，在无旋条件下发而定义，因此适用于无旋和有旋流动，在无旋条件下

 满足拉氏方程满足拉氏方程

k


2
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4.2 4.2 复位势和复速度复位势和复速度

柯西—黎
曼条件
柯西柯西——黎黎
曼条件曼条件

xy

yx



















满足柯西满足柯西——黎曼条件的速度势函数和流函数必然黎曼条件的速度势函数和流函数必然

满足拉氏方程，它们是一对共轭的调和函数满足拉氏方程，它们是一对共轭的调和函数

、、满足柯西满足柯西——黎曼条件且可微，则可构造解析函数黎曼条件且可微，则可构造解析函数

   izF  iyxz 

复位势复位势复位势

1i
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复位势和复速度复位势和复速度22

FF((zz) ) 是解析函数，其导数值与求导方向无关，只是解析函数，其导数值与求导方向无关，只

是平面点的函数是平面点的函数

x
i

xx
F

dz
dFW













 ivuW 

复速度复速度复速度

共轭复速度共轭复速度 ivuW 

复速度与共軛复速度的乘积等于速度矢量与其自复速度与共軛复速度的乘积等于速度矢量与其自

身点乘身点乘

   uuvuivuivuWW
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复位势与复速度复位势与复速度33

柱坐标下的复速度柱坐标下的复速度
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     sincossincos iiuiuR 

  


i
R eiuuW   sincos ie i 



20102010--1010--2525 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 1818

复位势与复速度复位势与复速度44

复位势的性质复位势的性质

复位势可以相差一个常数而不影响其所代表的流复位势可以相差一个常数而不影响其所代表的流

场性质场性质

  constzF
 
  const,

const,





yx

yx



 等势线等势线

流线流线

 
LLLLLLL
dQidludiddFdz

dz
dFWdz




iQdz
dz
dF

L


复速度沿封闭曲线的积分，实部等于复速度沿封闭曲线的积分，实部等于

绕该封闭曲线的环量，虚部表示穿过绕该封闭曲线的环量，虚部表示穿过

该封闭曲线流出的流体体积流量该封闭曲线流出的流体体积流量
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平面无旋流动与复位势平面无旋流动与复位势11

平面无旋运动和解析函数之间存在一一对应的关系平面无旋运动和解析函数之间存在一一对应的关系

平面无旋运动平面无旋运动  ,    izF 

 , 平面无旋运动平面无旋运动   izF 

给定物体求该物体绕流问题的复位势给定物体求该物体绕流问题的复位势

正问题正问题

基本流动及其解析函数叠加形成新的解析函数及基本流动及其解析函数叠加形成新的解析函数及

复合流动，可解决以下问题复合流动，可解决以下问题

复变函数是强有力的工具复变函数是强有力的工具
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平面无旋流动与复位势平面无旋流动与复位势22

给出复位势，研究什么样的平面流动与之对应给出复位势，研究什么样的平面流动与之对应

根据一定的考虑将基本流动叠加起来，然后研究并根据一定的考虑将基本流动叠加起来，然后研究并

确定复合解析函数代表什么样的平面无旋流动确定复合解析函数代表什么样的平面无旋流动

反问题反问题

基本解析函数及基本流动的研究基本解析函数及基本流动的研究

基本流动的叠加基本流动的叠加

适当选择基本流动组合，使所得解析函数满足给定适当选择基本流动组合，使所得解析函数满足给定

的边界条件，如此复合的解析函数就是正问题的解的边界条件，如此复合的解析函数就是正问题的解

研究步骤研究步骤
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4.3 4.3 基本流动基本流动

均匀流均匀流均匀流    zicczF 21 

  iyxicci  21
ycxc

ycxc

12

21









令令  = = 常数，常数， = = 常数可得等势线和流线常数可得等势线和流线

2

1

c
c

dx
dy









 1

2

c
c

dx
dy











等势线和流线是正交的两族直线，流线与实轴的夹角为等势线和流线是正交的两族直线，流线与实轴的夹角为









 

1

21tan
c
c

cc11、、cc22为实常数为实常数
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4.3.1 4.3.1 均匀流均匀流

  ivuicc
dz
dFzW  21

速度处处为常数，整个流场中速度大小方向均不变速度处处为常数，整个流场中速度大小方向均不变

  zUezF i

 

ivu

iUU

Ue
dz
dFzW i





 





sincos

 sin,cos UvUu 

y 

x 

α 

u = Ucos 

v = Usin U 

复位势也可写为复位势也可写为

   zicczF 21 
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均匀流均匀流22
  zUezF i

  UzzF 
y 

x 

U 

平行于平行于 xx轴的均匀流动轴的均匀流动

  iUzzF 

0,  vUu

y 

x

U 

平行于平行于 yy轴的均匀流动轴的均匀流动

0

Uvu  ,090
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4.3.2 4.3.2 点源（汇）点源（汇）

点源（汇）点源（汇）点源（汇）   zczF ln cc > 0> 0，实常数，实常数

     ciRcReczczF i  lnlnln

速度势函数、流函数速度势函数、流函数

由由

 cRc  ,ln

等势线：等势线：RR = C= C，以原点为，以原点为

中心的同心圆族中心的同心圆族

流线：流线： = C= C，从原点出发的射线族，从原点出发的射线族

y 

x O 

r 
 = C 

 = C΄ 
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点源（汇）点源（汇）22

速度场速度场

    


 i
R

i eiuue
R
c

z
c

dz
dFzW  

  


i
R eiuuW 

0,  u
R
cuR

RR = 0= 0，，uuRR  ：原点为奇点：原点为奇点

原点有一点源释放流体向四周均匀流出，速度只有原点有一点源释放流体向四周均匀流出，速度只有

RR方向分量，离开原点愈远速度愈小方向分量，离开原点愈远速度愈小

uR 

y 

x O 

r 
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点源（汇）点源（汇）33

强度 m强度 m

围绕半径为围绕半径为 RR的圆作积分的圆作积分

单位时间从点源释放出的流体流单位时间从点源释放出的流体流

量（设垂直于流场为单位高度）量（设垂直于流场为单位高度）

cRd
R
cRdum R 


2

2

0

2

0
 

2
mc    zmzF ln

2


若点源在若点源在 zz00点点    0ln
2

zzmzF 


0,  u
R
cuR
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点源（汇）点源（汇）44

点汇点汇

以以–– mm代替代替 mm就得到点汇的复位势就得到点汇的复位势

  zmzF ln
2




   0ln
2

zzmzF 
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4.3.3 4.3.3 点涡点涡

点涡点涡点涡   ziczF ln cc为实常数为实常数

     cRicReiczF i  lnln

速度势函数、流函数速度势函数、流函数

由由

Rcc ln,  

等势线：等势线：  = C= C，从原点出，从原点出

发的射线族发的射线族

流线：流线：RR = C= C，以原点为中心的同心圆族，以原点为中心的同心圆族

 = C 
y 

uθ 

x O 

r 

 = C 



20102010--1010--2525 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 2929

点涡点涡22

速度场速度场

 
  





i
R

i

eiuu

e
R
ic

z
ic

dz
dFzW









R
cuuR  ,0

RR = 0= 0，，uu  ：原点为奇点：原点为奇点

速度只有速度只有 方向分量，流动沿逆时针方向（方向分量，流动沿逆时针方向（cc > 0> 0））

Vθ 

y 

x O 

 = C 

  ziczF ln
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点涡点涡33

强度 强度 

围绕半径为围绕半径为 RR的圆作积分的圆作积分

以速度环量度量点涡强度以速度环量度量点涡强度

cRd
R
cRduldu

C




 2
2

0

2

0
 



2


c   zizF ln
2




若点涡在若点涡在 zz00点点    0ln
2

zzizF 





 < 0< 0，，顺时针顺时针

 > 0> 0，，逆时针逆时针
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点涡点涡44

自由涡自由涡   zizF ln
2


    0ln
2

zzizF 





Vθ 

y 

x O 

 = C 

R
u

 2




速度随着速度随着 RR增加而减少增加而减少

沿任一不包括奇点在内的封闭沿任一不包括奇点在内的封闭

曲线的速度环量为零，即除奇曲线的速度环量为零，即除奇

点外流动是无旋的点外流动是无旋的

所有的环量和涡量都集中在奇点所有的环量和涡量都集中在奇点
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点涡点涡55

强制涡强制涡

Ru  

速度与速度与 RR成正比，整个流体象刚体一样围绕中心成正比，整个流体象刚体一样围绕中心

旋转，旋转角速度为旋转，旋转角速度为ωω

流场是处处有旋流场是处处有旋

一个典型的龙卷风流场在核心部分是强制涡流动一个典型的龙卷风流场在核心部分是强制涡流动

涡核，周围的流动则表现为自由涡涡核，周围的流动则表现为自由涡
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4.3.4 4.3.4 绕角流动绕角流动

绕角流动绕角流动绕角流动   nUzzF  UU,, nn为实数，为实数，nn > 1/2> 1/2

  innn eURUzzF 

速度势函数、流函数速度势函数、流函数

由由




nUR
nUR

n

n

sin
cos




 

  
 

 
 

  

0

n
 

n


 
 

 niURnUR nn sincos 

零流线零流线 n  ,0
这两条发自原点的射线构这两条发自原点的射线构

成交角为成交角为 //nn的角形区域的角形区域
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绕角流动绕角流动22

典型流动典型流动  

   

 
 

 = 0 


=
/

2

 = 0  =  

 = 0 

 = 2 

n = 2 

n = 1 

n = 1/2 

1n
夹角为夹角为 
的角形区域的角形区域

2/1n 夹角为夹角为 22
的角形区域的角形区域

显然显然 nn应大于应大于 1/21/2，小于，小于 1/2 1/2 时得到大于时得到大于 22的区域的区域

没有物理意义没有物理意义

2n 夹角为夹角为 /2 /2 
的角形区域的角形区域
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绕角流动绕角流动33

速度场速度场

   

    






 i
R

inn

iinnninn

eiuuennURnnUR

eenURenURnUz
dz
dFzW









sincos 11

1111

  nnURunnURu nn
R sin,cos 11  

设设 UU > 0> 0

n2
0   0,0  uuR

nn



2

0,0  uuR

 

  
 

 
 

  

0

n
 

n


 
 

设设 UU > 0> 0
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绕角流动绕角流动44

角点处速度角点处速度

 

   

 = 0 


=
/

2

n = 2 

122  n
R nURuuu 



1n 0u


绕流角点处流速为零绕流角点处流速为零

当当 RR  时，时，uu  ，即远处的流体沿着角域的一，即远处的流体沿着角域的一

条边线以无穷大的速度流来，然后沿另一条边线以条边线以无穷大的速度流来，然后沿另一条边线以

无穷大速度流去，这实际上是不可能存在的无穷大速度流去，这实际上是不可能存在的

可看作驻点流动可看作驻点流动

角形域内角形域内

速度的模速度的模

RR  00
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绕角流动绕角流动55
122  n

R nURuuu 


 

 
 

 = 0 

 = 2 

n = 1/2

1n u


绕流角点处绕流角点处流速趋于无穷大，根据流速趋于无穷大，根据

伯努利方程该点压强趋于负无穷大伯努利方程该点压强趋于负无穷大

 

 = 0  =  
n = 1 

可看作平板尖沿的绕流可看作平板尖沿的绕流

1n Uu 


直线流动，角点处速度取有限值直线流动，角点处速度取有限值

可看作均匀直线流动可看作均匀直线流动

角形域内速度的模角形域内速度的模

RR  00

RR  00
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4.3.5 4.3.5 偶极子偶极子

一对无限接近的非常强的点源和非常强的点汇一对无限接近的非常强的点源和非常强的点汇一对无限接近的非常强的点源和非常强的点汇

 

  
m m 

x

y     



























z
zm

z
zm

zmzmzF















1
1ln

2
ln

2

ln
2

ln
2

强度为强度为 mm 的点源位于的点源位于 zz = = ，相同强度的点汇位于，相同强度的点汇位于 zz = = 
，源与汇在某点，源与汇在某点 zz共同诱导的复位势共同诱导的复位势

若若 1
z

















 



2

21

11
z

O
zz
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偶极子偶极子22

  




















































  2

2

2

2

21ln
2

11ln
2 z

O
z

m
z

O
zz

mzF 





由由 1 时，时，    21ln  O

 
z

m
z

O
z

mzF





















 2

2

2
2

设设  
z

zF 








m
m

0
lim 为常数为常数

称为偶极子的强度，指向负称为偶极子的强度，指向负 xx轴方向轴方向
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偶极子偶极子33

流函数流函数

     i
yx
iyx

zz
z

z
zF 




 22

y 

x 

 = C΄ 

 = C 

22 yx
y


 

令令  = const= const

022  yyx

 22

2

22 






















yx

流线是圆心在流线是圆心在 yy轴且圆周通过原点的圆族轴且圆周通过原点的圆族
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偶极子偶极子44

速度势函数速度势函数

     i
yx
iyx

zz
z

z
zF 




 22

y 

x 

 = C΄ 

 = C 

22 yx
x


 

令令  = const= const

022  xyx

 2

2
2

22 






















 yx

等势线是圆心在等势线是圆心在 xx轴且圆周通过原点的圆族轴且圆周通过原点的圆族
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偶极子偶极子55

速度场速度场

   2
22

ie
Rzdz

dFzW 

y 

x 

 = C 

    


 i
R

i eiuuei
R

  sincos2


 sin,cos 22 R

u
R

uR 

可根据速度分量在可根据速度分量在 4 4 个象限中的正负确定流动方向个象限中的正负确定流动方向

RR  00时，速度趋近于无穷大，原点为奇点时，速度趋近于无穷大，原点为奇点
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偶极子偶极子66

位于 z0点偶极子的复位势位于 z0点偶极子的复位势

 
0zz

zF





强度为强度为 ，位于点，位于点 zz00，指向负，指向负 xx轴方向的偶极子的轴方向的偶极子的

复位势复位势
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4.4 4.4 圆柱绕流圆柱绕流

圆柱的无环量绕流圆柱的无环量绕流圆柱的无环量绕流 均匀流与偶极子叠加均匀流与偶极子叠加

 
z

UzzF 
 xx方向均匀流叠加指向方向均匀流叠加指向 xx

负向强度为负向强度为 的偶极子的偶极子

将将 代入上式代入上式iRez 

    sincos 





 






  

R
URi

R
URe

R
ReUzF ii

 sin





 

R
UR流函数流函数
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无环量圆柱绕流无环量圆柱绕流22

零流线零流线 0UaR  ,0

 

 

偶极子流动被包围在圆内，向上游的流动由偶极子流动被包围在圆内，向上游的流动由

于受到均匀来流作用，折转方向流向下游于受到均匀来流作用，折转方向流向下游

均匀来流被排斥在圆均匀来流被排斥在圆

外，流线发生弯曲，外，流线发生弯曲，

围绕圆围绕圆 RR = = aa 从圆外流从圆外流

过，圆外为圆柱绕流过，圆外为圆柱绕流

圆圆 R R = = aa把流把流
场分为两部分场分为两部分
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无环量圆柱绕流无环量圆柱绕流33

  









z
azUzF

2

圆柱绕流复位势圆柱绕流复位势

  

































   sincos

222

R
aRi

R
aRUe

R
aReUzF ii

az 

 

 

速度势函数和流函数速度势函数和流函数





sin1

cos1

2

2

2

2

R
R
aU

R
R
aU





















aR 
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无环量圆柱绕流无环量圆柱绕流44

速度分布速度分布





 sin1

cos1

2

2

2

2





















R
aUu

R
aUuR

aR 

 

 

 cos1 2

2

R
R
aU 










 sin2,0 UuuR 圆表面圆表面 法向无穿透法向无穿透

  sin,cos UuUuR 无穷远无穷远

无穷远边界条件无穷远边界条件

Uu 
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无环量圆柱绕流无环量圆柱绕流55

x 

y 

B A 

C 

D 

圆柱表面速度分布和压强分布圆柱表面速度分布和压强分布

AA点、点、BB点点 驻点驻点

x 

y 

B 

C 

D 

A 

速度分布，压强分布相对于速度分布，压强分布相对于 xx轴和轴和 yy轴对称轴对称

  222 sin4
2
1

2
1 UUpp  



20102010--1010--2525 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 4949

无环量圆柱绕流无环量圆柱绕流66

达朗贝
尔悖论

达朗贝
尔悖论

在粘性流体中运动的物体会承受摩擦阻力在粘性流体中运动的物体会承受摩擦阻力( ( frictionfriction
dragdrag ) ) 和压差阻力（形状阻力和压差阻力（形状阻力 pressure dragpressure drag ))

流线型 钝体 

理想不可压流动中，任一封闭理想不可压流动中，任一封闭
物体的绕流，其阻力都是零物体的绕流，其阻力都是零
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4.4.2 4.4.2 有环量的圆柱绕流有环量的圆柱绕流

-Γ 
U，p 

x 
y 

无环量圆柱绕流与圆心
处强度为-点涡的叠加
无环量圆柱绕流与圆心无环量圆柱绕流与圆心
处强度为处强度为--点涡的叠加点涡的叠加

  zi
z

azUzF ln
2

2














点涡流动的流线是同心圆，无穷远处速度为零点涡流动的流线是同心圆，无穷远处速度为零

圆柱表面是流线圆柱表面是流线及无穷远处均匀来流的边界条件未及无穷远处均匀来流的边界条件未

被破坏被破坏

沿任一绕原点的封闭周线的速度环量不为零而为沿任一绕原点的封闭周线的速度环量不为零而为 
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有环量的圆柱绕流有环量的圆柱绕流22

复速度复速度
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R
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R
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z
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z
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dz
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1 2
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sin1cos1 2
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aUu
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  2
sin1,cos1 2

2

2
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有环量的圆柱绕流有环量的圆柱绕流33

RR
aUu

R
aUuR 

  2
sin1,cos1 2

2

2

2 




















a
UuuR 

 2
sin2,0 

 法向无穿透法向无穿透

圆柱面圆柱面

无穷远无穷远   sin,cos UuUuR  Uu 


无穷远边界条件无穷远边界条件

驻点驻点 0u
aU


4

sin 
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有环量的圆柱绕流有环量的圆柱绕流44

aU


4
sin 

0sin 

RU4RU4 RU4

一驻点一驻点
两驻点位于两驻点位于33、、44
象限，并关于象限，并关于 yy
轴对称轴对称

柱面无驻点，驻柱面无驻点，驻

点进入流体中点进入流体中

 ,0无环量无环量

有环量有环量

23 
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有环量的圆柱绕流有环量的圆柱绕流55

柱面压强分布柱面压强分布

x

y 

B 

C 

D 
A 


















 

 

2
2

2
sin2

2
1

a
UUpp




圆柱在圆柱在 yy方向所受的力方向所受的力













2

0
sin

sin

dpR

pdsF
Sy

 UFy 

库塔－茹可夫斯基升力定理库塔－茹可夫斯基升力定理
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基本势流叠加例题基本势流叠加例题11--11

例：设流场由均匀流和点源叠加而成，速度为 U 的均
匀流自左向右沿正 x 轴方向流动，强度为 Q 的点源布
置在原点。试确定：(1) 流场中驻点的位置；(2) 通过驻
点的流线方程

例：例：设流场由均匀流和点源设流场由均匀流和点源叠加叠加而成，速度为而成，速度为 UU 的均的均
匀流自左向右沿正匀流自左向右沿正 xx 轴方向流动，轴方向流动，强度强度为为 QQ 的点源布的点源布
置在原点。试确定置在原点。试确定：：(1) (1) 流场中驻点的位置；流场中驻点的位置；(2)(2) 通过驻通过驻
点的流线方程点的流线方程

(1) (1) 流场中驻点的位置流场中驻点的位置

  zQUzzF ln
2


x 

y 
U

Q
2

U
Q
2

U
Q
4

 
z

QU
dz
dFzW

2


  0zW

U
Qz
2



由由

驻点位置驻点位置 


 ,
2 U

QR即即

由由
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基本势流叠加例题基本势流叠加例题11--22

(2) (2) 通过驻点的流线方程通过驻点的流线方程

  


ii ReQReUzQUzzF ln

2
ln

2
由由

   


 iRQiUR  ln
2

sincos







 






  







2
sinln

2
cos QURiRQUR





2

sin QUR 

过驻点的流线过驻点的流线




 ,
2 U

QR

2
Q

 
22

sin QQUR  
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基本势流叠加例题基本势流叠加例题11--33

x 

y 
U

Q
2

U
Q
2

U
Q
4

22
sin QQUR  




 



sin2 U
QR 



当当
2
 

U
QR
4



0
U
QRy
2

sin  
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基本势流叠加例题基本势流叠加例题22--11

例：求沿正 x 轴方向的均匀流、位于原点的点源、和
在 x轴 区间内均匀连续分布的汇所迭加的流场
的复位势和零流线方程。点源强度为Q，线汇分布强度
（单位长度的强度） Q/(b  a)

例：例：求沿正求沿正 xx 轴方向的均匀流、位于原点的点源、和轴方向的均匀流、位于原点的点源、和
在在 xx轴轴 区间内均匀连续分布的汇所迭加的流场区间内均匀连续分布的汇所迭加的流场
的复位势和零流线方程的复位势和零流线方程。点源强度为。点源强度为QQ，线汇分布强度，线汇分布强度
（（单位长度的强度单位长度的强度）） QQ/(/(bb  aa))

bxa 

 

U 

Q 

y 

x a b 

d
 

线汇元的复位势线汇元的复位势

   






 z

ab
Qd ln

2

整个线汇的复位势整个线汇的复位势

      





b

a
dz

ab
QzF 


ln

21

    



 








 1lnln
2

az
ab
azbz

ab
bzQ





20102010--1010--2525 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 5959

基本势流叠加例题基本势流叠加例题22--22

     



 








 az
ab
azbz

ab
bzzQUzzF lnlnln

2

舍去常数部分舍去常数部分

分离实部与虚部分离实部与虚部

     iRiyxz i  lnRelnlnln  xyarctan1 

      









 iR

ab
iybxiybx

ab
iybxbz

ab
bz lnlnln

     RybxiyRbx
ab




 lnln1 

    




















 22

2 lnarctan1 ybxy
bx

ybx
ab



①① ②② ③③
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基本势流叠加例题基本势流叠加例题22--33

      









 iR
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iyaxaz
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az lnlnln

     RyaxiyRax
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 lnln1 
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3 lnarctan1 yaxy
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基本势流叠加例题基本势流叠加例题22--44
令令  = 0= 0

0y

 
 

0arctanarctan

lnarctan2
22

22






































bx
y

ab
ax

bx
y

ab
bx

yax
ybx

ab
y

x
y

Q
Uy

 y 

x 
b a 

右图给出了零流线，可见右图给出了零流线，可见

上述奇点叠加可表示流体上述奇点叠加可表示流体

绕流线型物体的流动。选绕流线型物体的流动。选

不同不同aa, , bb, , QQ, , 可得不同形状可得不同形状
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基本势流叠加例题基本势流叠加例题22--55

驻点驻点   ivu
az
bz

abz
QUzW 












 ln11

2

 
  























22

22

22 ln1
2 yax

ybx
abyx

xQUu


 
   
















 222 arctan1
2 ybxax

yab
abyx

yQv


当当 yy = 0 = 0 时时 0v 令令 uu = 0= 0

 
bx
axab

x
QU
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  ln

2
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4.5 4.5 布拉休斯公式布拉休斯公式

 

 

 
M x X 

y 

Y 

Ci 
C0 

n


n


任意形状柱体的不脱体定常任意形状柱体的不脱体定常

绕流绕流

周围流体对柱体的作用力可周围流体对柱体的作用力可

简化为作用在柱体重心的力简化为作用在柱体重心的力

XX、、YY以及力矩以及力矩 MM

CC0 0 是包围柱体的任意柱面，在是包围柱体的任意柱面，在 CC00 内除柱体外没有内除柱体外没有

任何其他奇点存在任何其他奇点存在


0

2

2 C
dzWiiYX 





 

0

2Re
2 C

dzzWM 
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布拉休斯公式布拉休斯公式22
 

 

 
M x X 

y 

Y 

Ci 

C0 

n


n


vdx 

udy dl 

pdx 

pdy 

在在CC00，，CCii间没有任何奇点存在间没有任何奇点存在

控制体受到柱体的反作用力和控制体受到柱体的反作用力和

力矩为力矩为XX、、 YY、、 MM，由动，由动

量定理量定理

  
00 CC

QudlnuuF 


写成分量形式写成分量形式  
0Cx QuF   

0Cy QvF 

通过线元通过线元 dldl的体积流量的体积流量 vdxudyQ 

微元面受到的压力微元面受到的压力 pdxpdy ,

柱面为流线柱面为流线
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布拉休斯公式布拉休斯公式33

xx和和 yy方向动量方程的分量方程为方向动量方程的分量方程为

  
00 CC

vdxudyupdyX 

  
00 CC

vdxudyvpdxY 

由伯努利方程由伯努利方程  22

2
vuCp 

 CC为伯努利常数为伯努利常数

  



 

0

22

2
1

C
dyvuuvdxX 

  



 

0

22

2
1

C
dxvuuvdyY 

0  
00

  CC
CdyCdx

推导中推导中

 

 

 
M x X 

y 

Y 

Ci 

C0 

n


n


vdx 

udy dl 

pdx 

pdy 
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布拉休斯公式布拉休斯公式44

由复速度由复速度 WW((zz))       
00

22

22 CC
idydxivuidzzWi 

  
0

22
2

2222

C
uvdyuvdxidyivdxvdyiudxui 

    



 



 

00

2222

2
1

2
1

CC
dxvuuvdyidyvuuvdx 

iYX 


0

2

2 C
dzWiiYX 

XX，，Y Y 是作用在柱体重心的力，方向分别沿是作用在柱体重心的力，方向分别沿 xx 与与 yy 轴正向；轴正向；CC00

是包围柱体的任意柱面，在是包围柱体的任意柱面，在 CC00 内除柱体外没有任何其他奇点存内除柱体外没有任何其他奇点存

在；在； WW为复速度为复速度

柱体受力布拉休斯公式柱体受力布拉休斯公式柱体受力布拉休斯公式
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布拉休斯公式布拉休斯公式55
 

 

 
M x X 

y 

Y 

Ci 

C0 

n


n


vdx 

udy dl 

pdx 

pdy 

动量矩方程动量矩方程

  
00 CC

QurdlnuurM 


只需考虑只需考虑 zz方向的方程方向的方程

vdxudyQ 

 kuyvx
vu
yx

kji
ur








0
0

作用在作用在 dldl上的压力对柱体重心的矩上的压力对柱体重心的矩  kpydypxdx




柱体作用在控制体上的力矩柱体作用在控制体上的力矩 kM
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布拉休斯公式布拉休斯公式66

动量矩方程动量矩方程

      
00 CC

vdxudyuyvxpydypxdxM 

由伯努利方程由伯努利方程  22

2
vuCp 

 CC为伯努利常数为伯努利常数

    

 uvxdyuvydx

xdxvydyuydyxdxvuM
C




  

0

2222

2
1

      
0

2
2

22

C
ydxxdyuvydyxdxvuM 

0  
00

  CC
CdyCdx

推导中推导中
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布拉休斯公式布拉休斯公式77

以复速度做如下积分以复速度做如下积分

     
00

22

22 CC
idydxivuiyxdzzW 

      
0

2
2

22

C
ydxxdyuvydyxdxvu

      
0

2
2

22

C
ydyxdxuvydxxdyvui 

      
0

2
2

22

C
ydxxdyuvydyxdxvuM 

柱体上力矩的
布拉休斯公式
柱体上力矩的柱体上力矩的
布拉休斯公式布拉休斯公式 



 

0

2Re
2 C

dzzWM 

M M 是作用在柱体上的力矩，逆时针方向为正是作用在柱体上的力矩，逆时针方向为正
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留数定理留数定理11

留数定理留数定理留数定理 罗伦级数罗伦级数

如果如果 GG((zz) ) 在环形域在环形域 rr00 < < rr < < rr11

处处解析，该环形域中心在点处处解析，该环形域中心在点

zz00，则，则 GG((zz) ) 可用级数表示为可用级数表示为

 

 
 

r1 r0 
z0 

 
         





 2

02010
0

1
2

0

2 zzazzaa
zz

b
zz

bzG

留数留数
一个函数在一个函数在 zz00点的留数就是该函数点的留数就是该函数

对于对于 zz00 的罗伦级数的罗伦级数 项的系数项的系数
0

1
zz 
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留数定理留数定理22

留数定理留数定理

如如果果 GG((zz))在在CC内的区域中除有限个奇点内的区域中除有限个奇点 zz11、、 zz22、、 zz33

……zznn外解析，则外解析，则

   nC
RRRidzzG  212

式中，式中，RR1 1 是是 GG((zz))在在 zz11点的留数，点的留数， RR2 2 是是 GG((zz))在在 zz22

点的留数，等等点的留数，等等

显然，当显然，当 CC内无奇点时，积分等于零内无奇点时，积分等于零
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柱体定常绕流的受力柱体定常绕流的受力11

柱体定常绕流受力柱体定常绕流受力柱体定常绕流受力  

 
M x X 

y 

Y 

Ci 

C0 

n


n
CC00 为圆心在原点围绕柱体半径充分为圆心在原点围绕柱体半径充分

大的圆柱面大的圆柱面

CC00内除柱体外没有任何其他奇点内除柱体外没有任何其他奇点

无穷远处复速度无穷远处复速度 ieU 


    2
210

1
2
2 zBzBA

z
A

z
A

dz
dFzW

 2
21

0 z
A

z
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柱体定常绕流的受力柱体定常绕流的受力22
 

   nC
RRRidzzG

z
A

z
AAzW









 21

2
21

0

2

  
00 2

1
2
1

1 CC
idd

i
dz

dz
dF

i
A 



z当当 时时   ieUzW 


ieUA 
0

根据留数定理根据留数定理

由于由于 CC00 和和 CCii 之间没有奇点，且之间没有奇点，且 CCii 为柱体表面，为柱体表面， 为为
常数常数

   
i

d
i

idd
i

idd
i

A
ii CCC 
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柱体定常绕流的受力柱体定常绕流的受力33

柱体受力柱体受力
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2 C
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柱体定常绕流的受力柱体定常绕流的受力44

取取 XX  iYiY的共轭值得的共轭值得  ieUiiYX 

 

 

 

F 
 

由由
i

ei 2



  0 ie 0

































 









 











2

2

2

2


















i

i

iii

ii

eU

eU

eUee

eUe
iYX









 2



i

eUiYX

作用力与流体密度、来流速度及环量成正比作用力与流体密度、来流速度及环量成正比，与柱体形状无关，与柱体形状无关

作用力方向与来流方向相垂直作用力方向与来流方向相垂直，其方向为来流速度方向逆环量，其方向为来流速度方向逆环量

方向旋转方向旋转9090
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4.6 4.6 镜像法镜像法

a

a

理想不可压缩流体的势流流动，无穿透条件，即固
体壁面是一条流线的条件可通过镜像法来实现

理想不可压缩流体的势流流动，无穿透条件，即固
体壁面是一条流线的条件可通过镜像法来实现

圆柱及其镜像在平圆柱及其镜像在平

壁上部的复位势之壁上部的复位势之

和即为所求复位势和即为所求复位势

实际数学处理中需以偶极子代替圆柱，会使平壁实际数学处理中需以偶极子代替圆柱，会使平壁

上部的圆柱外形畸变，但只要偶极子距离平壁上部的圆柱外形畸变，但只要偶极子距离平壁有有

一定距离，此影响可忽略一定距离，此影响可忽略

圆柱镜像圆柱镜像

流线一定流线一定

是直线是直线
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平面定理平面定理——以实轴为边界以实轴为边界11

平面定理—以实轴为边界平面定理平面定理——以实轴为边界以实轴为边界

假设奇点全在假设奇点全在 yy > 0 > 0 的上半平面内，当无物体边界时的上半平面内，当无物体边界时

其复位势为其复位势为 f f ((zz) ) ，，当插入实轴边界时，这些奇点在当插入实轴边界时，这些奇点在

上半平面产生的复位势为上半平面产生的复位势为

     zfzfzF 

表示除表示除 zz外其余复常数均取其共轭值外其余复常数均取其共轭值f
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平面定理平面定理——以实轴为边界以实轴为边界22

     zfzfzF 

证明证明  
z0 

  
z0 

f f ((zz) ) 的奇点全部位于上半平面的奇点全部位于上半平面

上半平面上半平面 F F ((zz) ) 和和 f f ((zz) ) 的奇点完全一样的奇点完全一样

其镜像点全部位于下半平面其镜像点全部位于下半平面

F F ((zz) ) 仍然是除奇点外的解析函数，且不破坏无穷仍然是除奇点外的解析函数，且不破坏无穷

远处边界条件远处边界条件

xx轴上轴上 zz        实数 zfzfzF 0

xx轴为一条流线轴为一条流线
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平面定理平面定理——以实轴为边界以实轴为边界33

 
z0 

  
z0 

点涡复位势点涡复位势

   0ln
2

zzizf 





   0ln
2

zzizf 





     zfzfzF 

       
 0

0
00 ln

2
ln

2
ln

2 zz
zzizzizzizF













显然这相当于在显然这相当于在 zz00 的镜像点的镜像点 再放置一个顺时针旋转再放置一个顺时针旋转

的点涡的点涡

0z

除除 zz以外所有复常数取其共轭值以外所有复常数取其共轭值
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平面定理平面定理——以实轴为边界以实轴为边界44
 

d 

d 

d 

d 

U 

渠道中（两个壁面间）的圆柱绕渠道中（两个壁面间）的圆柱绕

流，在真实圆柱的每一侧都添加流，在真实圆柱的每一侧都添加

无限多的镜像圆柱，以使得壁面无限多的镜像圆柱，以使得壁面

趋近于平直趋近于平直

  


 


n

n indz
UaUzzF

2

几乎所有实验都是在有限空间内进行的，因此都存在固体壁几乎所有实验都是在有限空间内进行的，因此都存在固体壁

面，而实际的流动如飞机和潜艇的运动却是在无限大空间内面，而实际的流动如飞机和潜艇的运动却是在无限大空间内

进行的，要将模型实验结果应用于原型流动，必需考虑壁面进行的，要将模型实验结果应用于原型流动，必需考虑壁面

对实验结果的影响对实验结果的影响
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4.6.2 4.6.2 平面定理平面定理——以虚轴为边界以虚轴为边界

平面定理—以虚轴为边界平面定理平面定理——以虚轴为边界以虚轴为边界

假设奇点全在假设奇点全在 xx > 0 > 0 的右半平面内，当无物体边界时的右半平面内，当无物体边界时

其复位势为其复位势为 f f ((zz) ) ，，当插入虚轴边界时，这些奇点在当插入虚轴边界时，这些奇点在

右半平面产生的复位势为右半平面产生的复位势为

     zfzfzF 

yy轴上轴上 zz        实数 zfzfzF 0

yy轴为一条流线轴为一条流线

x > x > 0 0 的区域内未增加新的奇点的区域内未增加新的奇点
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平面定理平面定理——以虚轴为边界以虚轴为边界22
 

 
z0 

  
0z

点涡复位势点涡复位势

   0ln
2

zzizf 





   0ln
2

zzizf 





     zfzfzF 
   

   1ln
2

ln
2 0

0 









i
zz
zzizF

这相当于在这相当于在 zz00的镜像点的镜像点 再放置一个顺时针旋转的点涡再放置一个顺时针旋转的点涡0z

 
 

 
  2

ln
2

ln
2

ln
2 0

0

0

0 













zz
zziei

zz
zzi i




复位势增加或减少一个常数不影响流体运动，复位势增加或减少一个常数不影响流体运动，cc可以略去可以略去

cc
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4.6.3 4.6.3 圆定理圆定理

圆定理圆定理圆定理

假设奇点在无界流体中的复位势为假设奇点在无界流体中的复位势为 f f ((zz) ) ，，且奇点且奇点均均

在在 的区域内，当在流场中插入一个圆心在原点的区域内，当在流场中插入一个圆心在原点

半径为半径为 a a 的圆柱时，满足圆柱面是一条流线的复位势的圆柱时，满足圆柱面是一条流线的复位势

    









z
afzfzF

2

圆周上圆周上 2azz        实数 zfzfzF

0 圆周为一条流线圆周为一条流线

az 

z
az

2
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圆定理圆定理——例题例题11--11

由圆定理由圆定理     









z
afzfzF

2

  













 0

2

0 ln
2

ln
2

z
z

aizzi


例：设在z = z0点有一强度为的点涡，求存在半径为 a

的圆周 时的复位势。 ， 。

例：例：设在设在zz = = zz00点有一强度为点有一强度为的点涡，求存在半径为的点涡，求存在半径为 aa

的圆周的圆周 时的复位势时的复位势。。 ，， 。。az  az 0    0ln
2

zz
i

zf 





 

z0 

a 

 

 

0
2 za





























 z

z
a

z
zz

z
a

0

2
0

0

2

lnln由由
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0

2

0

2

lnlnln
2

ln
2
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z
aziz

z
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圆定理圆定理——例题例题11--22

式中：式中： 为复常数为复常数 0ln z

    czi
z
azizzizF 

















 ln

2
ln

2
ln

2 0

2

0 

可以看到除可以看到除 zz00 以外，在以外，在 点添加了一个相同强度，点添加了一个相同强度，

顺时针的点涡，还在原点添加了一个相同强度逆时针顺时针的点涡，还在原点添加了一个相同强度逆时针

的点涡的点涡

0
2 za

由于由于 az 0 az 0 a
z
a


0

2

所有添加的奇点均在圆内所有添加的奇点均在圆内

称为称为 zz00在圆内的镜像点在圆内的镜像点0
2 za
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圆定理圆定理——例题例题11--33

2

0

2

0  a
z
az 

zz00与其镜像点与其镜像点 的模的乘积为圆半径的平方的模的乘积为圆半径的平方0
2 za

ieRz 00 




i
i e

R
a

eR
a

z
a

0

2

0

2

0

2

 

zz00 与其镜像点与其镜像点 的幅角相同，它们位于同一条由原点的幅角相同，它们位于同一条由原点

出发的射线上出发的射线上

0
2 za

 

z0 

a 

 

 

0
2 za
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圆定理圆定理22

圆柱的无环量绕流圆柱的无环量绕流圆柱的无环量绕流  

 无圆柱时均匀流复位势无圆柱时均匀流复位势

  Uzzf 

圆周存在时，根据圆定理，复位势圆周存在时，根据圆定理，复位势

   
z

aUUz
z

afzfzF
22









  

 

  
  



U 

均匀来流以攻角均匀来流以攻角 绕流圆柱，复位势绕流圆柱，复位势

   
z

aUezUe
z

afzfzF ii
22
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圆定理圆定理——例题例题22--11

例：一无限长的平板沿 y = 0 放置，一强度为 m 的点源
位于平板上部，到平板距离为 h。
(1) 写出平板以上区域内的复位势；
(2) 利用伯努利方程求平板上表面的压强分布；
(3) 求流体对平板的总压力。设平板下部压强等于流体
的滞止压强

例：例：一无限长的平板沿一无限长的平板沿 yy = 0 = 0 放置，一强度为放置，一强度为 mm 的点源的点源
位于平板上部，位于平板上部，到到平板距离为平板距离为 hh。。
(1) (1) 写出平板以上区域内的复位势；写出平板以上区域内的复位势；
(2) (2) 利用伯努利方程求平板上表面的压强分布；利用伯努利方程求平板上表面的压强分布；
(3) (3) 求流体对平板的总压力。设平板下部压强等于流体求流体对平板的总压力。设平板下部压强等于流体
的滞止压强的滞止压强

 y 

x 

h 

p0 

m 

(1) (1) 复位势复位势

     

   

 22ln
2

ln
2

ln
2

hzm

ihzmihzm

zfzfzF
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圆定理圆定理——例题例题22--22

(2) (2) 平板上表面的压强分布平板上表面的压强分布

  22

2
2 hz

zm
dz
dFzW




 yy = 0 = 0 时时 22 hx
xmu





   22ln
2

hzmzF 


应用伯努利方程应用伯努利方程
2

0 2
1 upp 

 222

2

2

2

0 2
1

hx
xmpp







xx = 0 = 0 时，时，pp = = pp00，原点处压强为滞止压强，原点处压强为滞止压强
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圆定理圆定理——例题例题22--33

(3) (3) 放置在放置在 yy = 0 = 0 的平板所受总压力的平板所受总压力

 


 






















 dx

hx
xmppF 222

2

2

2

00 2
1




h
mF



4

2





20102010--1010--2525 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 9191

圆定理圆定理——例题例题33--11

 

 

d 

x 

y 
a 

 

例：设有一个半径为 a 、圆心在原点的无穷长圆柱，在
距圆柱中心 d 处放置强度为 ，指向负 x 轴方向的偶极
子，d > a。求流动复位势，并计算单位长圆柱上所受的
力。设流体密度为 。

例：设有一个半径为例：设有一个半径为 aa 、圆心在原点的无穷长圆柱，在、圆心在原点的无穷长圆柱，在
距圆柱中心距圆柱中心 dd 处放置强度为处放置强度为 ，指向负，指向负 xx 轴方向的偶极轴方向的偶极
子，子，dd > > aa。求流动复位势，并计算单位长圆柱上所受的。求流动复位势，并计算单位长圆柱上所受的
力。设流体密度为力。设流体密度为 。。

(1) (1) 复位势复位势  
dz

zf





zda
z

dzaz
af














22

2 



































d
az

d
a

d
d

d
az

d
a

d
az

22

2

2

22






20102010--1010--2525 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 9292

圆定理圆定理——例题例题33--22

      c
dazd

a
dzz

afzfzF 













 22

22 

这相当于在这相当于在 zz = = dd关于圆的镜像点关于圆的镜像点 zz = = aa22//dd 上添加了一上添加了一

个强度为个强度为  aa22//dd22，方向指向正，方向指向正 xx轴的偶极子轴的偶极子

(2) (2) 单位长圆柱上所受的力单位长圆柱上所受的力

 
   222

2

2 dazd
a

dzdz
dFzW









引入布拉休斯公式引入布拉休斯公式

     

















azaz
dz

dazd
a

dz
idzWiiYX

2

222

2

2
2
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圆定理圆定理——例题例题33--33
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dz

dazdzd
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22 12
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dazdzd
ai

2222

22 12
2





















d
az

iR
d

ai
222

2 2

22



  0,4
322

22




 Y
ad

daX 



20102010--1010--2525 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 9494

4.7 4.7 保角变换保角变换

 

 

  

 

z dz 

p 
 

1 

2 3 

 
d 

c 

p 

c c 

 =  +  

3 
1 

2 x 

y  

  i

iyxz 

 zG

函数函数 = = GG((zz) ) 把把 zz平面上的点或曲线映射为平面上的点或曲线映射为 平面上平面上

的相应点和曲线的相应点和曲线

zz平面上曲线形状与平面上曲线形状与 平面上曲线形状之间存在一平面上曲线形状之间存在一

定的联系定的联系

解析函数解析函数
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保角变换保角变换22
 

 
 

 

  

 

z dz 

p 
 

1 

2 3 

 
d 

c 

p 

c c 

 =  +  

3 
1 

2 x 

y  

 

对于解析函数，对于解析函数， 与方向无关，只是点与方向无关，只是点 zz的函数的函数dzd

 iAe
dz
d

 式中式中 AA和和 只是平面点的函数只是平面点的函数

dzAd  曲线长度伸长到了原长度的曲线长度伸长到了原长度的 AA倍倍

dzAed i  幅角相对于幅角相对于 dzdz又转过了又转过了
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保角变换保角变换33

 iAe
dz
d



过同一点的所有曲线伸长了同样的倍数和旋转了同过同一点的所有曲线伸长了同样的倍数和旋转了同

样的角度，且旋转方向相同样的角度，且旋转方向相同

过同一点的任意两条曲线之间的夹角在变换后保持过同一点的任意两条曲线之间的夹角在变换后保持

不变，相应微元面几何相似不变，相应微元面几何相似

保角变换保角变换保角变换
过同一点的任意两条
曲线之间夹角在变换
后保持不变

过同一点的任意两条
曲线之间夹角在变换
后保持不变

dd / / dzdz等于零或无穷大，则上述结论不再成立，此等于零或无穷大，则上述结论不再成立，此

时在这些点上的映射变换不再具有保角性和相似性时在这些点上的映射变换不再具有保角性和相似性
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保角变换保角变换44

保角变换中的复位势保角变换中的复位势保角变换中的复位势

设设 FF((zz) ) 是是 zz平面某区域内的复位势，平面某区域内的复位势，zz = = gg(( ) ) 是解析函数是解析函数








 z

z
FF



FF是是  的解析函数的解析函数

       FgFzF 

解析函数解析函数 zz = = gg(( ))把把 zz平面的复位势平面的复位势 FF((zz) ) 变换为变换为 
平面中的复位势平面中的复位势 FF(( ) ) 
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保角变换保角变换55

保角变换中的速度势函数和流函数保角变换中的速度势函数和流函数保角变换中的速度势函数和流函数

     yxiyxzF ,,         ,, iF 由由

       FgFzF 且且

        ,,,,,  yxyx

z平面的等势线和流线，变换到 平面仍是等势
线和流线，在  平面等势线和流线也正交

z平面的等势线和流线，变换到 平面仍是等势
线和流线，在  平面等势线和流线也正交
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保角变换保角变换66

保角变换中的复速度保角变换中的复速度保角变换中的复速度

   
1









dz
dzW

d
dz

dz
dF

d
dFW 




若若 dd / / dzdz  00 WW(( ) ) 在在 平面处处存在平面处处存在

若若 dd / / dzdz = 0= 0，且在，且在 zz平面的相应点速度不等于零平面的相应点速度不等于零

WW(( ) ) 无穷大无穷大

经保角变换后，复速度大小、方向均发生了改变经保角变换后，复速度大小、方向均发生了改变
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保角变换保角变换77

保角变换中的点源（汇）和点涡保角变换中的点源（汇）和点涡保角变换中的点源（汇）和点涡

zz00 点有强度为点有强度为 mm 的点源和强度为的点源和强度为  的点涡，在的点涡，在 zz0 0 的小邻的小邻

域内，只有该奇点的复位势起作用域内，只有该奇点的复位势起作用

   0ln
2

~ zzimzF 




 
0

00 ~
zdz

dzz 









 = = GG((zz) ) 在在 zz00的导数的导数 dd / / dzdz不为零和无穷大不为零和无穷大

    CimF 


0ln
2

~ 



点源和点涡变点源和点涡变

换后强度不变换后强度不变
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保角变换保角变换88

保角变换中的偶极子保角变换中的偶极子保角变换中的偶极子

zz00点有偶极子，强度为点有偶极子，强度为 ，当，当 zz  zz00时时

   0

~
zz

ezF
i



  
0

00 ~
zdz

dzz 









   
00

~
z

i

dz
deF 














 偶极子经保角变换后，强偶极子经保角变换后，强

度和方向都发生变化度和方向都发生变化

由由

虽然组成偶极子的点源和点汇的强度不变，但它们虽然组成偶极子的点源和点汇的强度不变，但它们

之间的距离（线元）经变换后，长度和方向都发生之间的距离（线元）经变换后，长度和方向都发生

了变化了变化
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保角变换保角变换99

沿封闭曲线的速度环量和穿过封闭曲线流出的
体积流量

沿封闭曲线的速度环量和穿过封闭曲线流出的沿封闭曲线的速度环量和穿过封闭曲线流出的
体积流量体积流量







iQd
d
dFd

d
dz

dz
dFdz

dz
dFiQ

zzz CCCzz  

 QQzz  ,

平面上沿C的速度环量和穿过 C的体积流量

等于 z平面相应曲线 Cz上的相应值

平面上沿C的速度环量和穿过 C的体积流量

等于 z平面相应曲线 Cz上的相应值
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保角变换保角变换1010

应用保角变换方法的基本思想应用保角变换方法的基本思想应用保角变换方法的基本思想

把把 zz平面平面 ((物理平面物理平面) ) 上比较复杂的外形变换成上比较复杂的外形变换成 平平
面面 ((映射平面映射平面) ) 上简单的外形，如圆或无穷长平板上简单的外形，如圆或无穷长平板

通过解析变换建立物理平面和映射平面上的对应的通过解析变换建立物理平面和映射平面上的对应的

流动关系，其中最主要的关系是流动关系，其中最主要的关系是

       FgFzF 

对于映射平面上相应的流动问题寻求复位势，通过对于映射平面上相应的流动问题寻求复位势，通过

反变换可求得物理平面的复位势反变换可求得物理平面的复位势
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保角变换例题保角变换例题11

例：求图示点涡在角形域内产生的复位势和复速度例：例：求求图示点涡在角形域内产生的复位势和复速度图示点涡在角形域内产生的复位势和复速度

 
y 

x 

z0 

 

解解 11：先放入虚轴：先放入虚轴

     

   

    Czzizzi

zzizzi

zfzfzF



















00

00

1

ln
2

ln
2

ln
2

ln
2





再放入实轴再放入实轴      zFzFzF 11 

        Czzizzizzizzi 











 0000 ln
2

ln
2

ln
2

ln
2 
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保角变换例题保角变换例题22

    
   C

zz
zziC

zzzz
zzzzizF 








 2
0

2

2
0

2

00

00 ln
2

ln
2 

z0 





z0 





0z

0z
x 

y 相当于在相当于在 zz00 关于实轴和虚轴的镜关于实轴和虚轴的镜

像点像点 ，，zz0 0 ，， 各添加一个点各添加一个点

涡，点涡强度不变，方向有变化涡，点涡强度不变，方向有变化
0z 0z

解解 22：取变换：取变换 2z

iRez    ii eeR  22

正实轴正实轴 0 0 仍为正实轴仍为正实轴

虚轴虚轴 2    变为负实轴变为负实轴
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保角变换例题保角变换例题33

奇点奇点
2
00 z

 

z0 0 

  

 

 y 

x 

z平面  平面 

zz 平面内的角形域平面内的角形域

变换为变换为  平面的平面的

上半平面上半平面

     00 ln
2

ln
2







 





 iiF

       
 2

0
2

2
0

2
2
0

22
0

2 ln
2

ln
2

ln
2 zz

zzizzizzizF












  00
2
0

2
000

2
0

2
0

2
00

2
0 22 yixyxyixyxiyxz 

  00
2
0

2
0

2
00

2
0 2 yixyxiyxz 

由由
2
0

2
0 zz  与解与解 1 1 同同
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4.8 4.8 茹科夫斯基变换茹科夫斯基变换

茹科夫斯基变换茹科夫斯基变换茹科夫斯基变换



2cz  cc是正实数是正实数

 z

在无穷远处茹柯夫斯基变换是恒等变换在无穷远处茹柯夫斯基变换是恒等变换

在无穷远处物理平面和映射平面上的复速度相同，在无穷远处物理平面和映射平面上的复速度相同，

速度的大小和幅角都相等速度的大小和幅角都相等

反变换反变换 2
2

22
czz







 2

2

22
czz









z

z
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茹科夫斯基变换茹科夫斯基变换22

保角变换失效点保角变换失效点




2cz  2

2

1

c

d
dz



当当 0 
d

dz

该点通常位于物体内部，对研究物体外流动无影响该点通常位于物体内部，对研究物体外流动无影响

 = 0= 0是奇点是奇点

当当 c 0
d

dz

茹科夫斯基变换在茹科夫斯基变换在  = = cc和和  = =  cc不保角不保角
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茹科夫斯基变换茹科夫斯基变换33

圆变线段圆变线段圆变线段
 

 

z  

2c 2c c c 

c 

z平面  平面 

 ice




2cz 

 cos2ccecez ii  

0,cos2  ycx 

平面内的圆变为了平面内的圆变为了 zz平面内的一条线段平面内的一条线段

在在  = =  cc保角性被破坏保角性被破坏

圆外点圆外点 00和圆内点和圆内点 cc22/ / 00 对应于对应于 zz平面同一点，变换是平面同一点，变换是

双值的。实际流动中圆内区域在物体内部，对研究物体双值的。实际流动中圆内区域在物体内部，对研究物体

外流场不造成理论上的困难外流场不造成理论上的困难
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4.8.1 4.8.1 椭圆绕流椭圆绕流

椭圆绕流椭圆绕流椭圆绕流
 

  

z  

a 
 a

ca
2



a
ca

2



 iae ca 




2cz 

 sincos
222


















 

a
cai

a
cae

a
caez ii



































sin

cos

2

2

a
cay

a
cax 122

2

22

2

























a
ca

y

a
ca

x

椭圆长轴沿椭圆长轴沿 xx轴，长半轴轴，长半轴 ；短轴沿；短轴沿 yy轴，短半轴轴，短半轴
a
ca

2


a
ca

2



圆变椭圆圆变椭圆
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椭圆绕流椭圆绕流22

椭圆绕流复位势椭圆绕流复位势

  
  

 
  

  

U

z  


U

 

设设 zz平面内均匀来流速度为平面内均匀来流速度为 UU，攻角为，攻角为 

 平面内无穷远处的相应速度也为平面内无穷远处的相应速度也为 UU，攻角也为，攻角也为 

无穷远处茹科无穷远处茹科

夫斯基变换为夫斯基变换为

恒等变换恒等变换

 平面圆柱绕流复位势平面圆柱绕流复位势   







  


 ii eaeUF

2
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椭圆绕流椭圆绕流33
 









  





ii eaeU

F
2 








































 

2
2

2
2

2

22

22
czz

eUaeczzUzF
i

i











































  2

2

2

2

22
czzee

c
azeU iii 

①① ②②

第一部分为均匀来流复位势第一部分为均匀来流复位势

第二部分为为椭圆引起的扰动流动第二部分为为椭圆引起的扰动流动

的复位势，在物面附近时影响显著的复位势，在物面附近时影响显著

当当 zz  时趋于零时趋于零

  
  

z 

U
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椭圆绕流椭圆绕流44

平面圆柱绕流的驻点平面圆柱绕流的驻点
 

 
  

 
  

 

  
  

  

 

  + 

 iae    iae

 iae

zz平面椭圆绕流的驻点平面椭圆绕流的驻点



2cz 

 sincos
222


















 

a
cai

a
cae

a
caez ii

 sin,cos
22




















a
caiy

a
cax
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椭圆绕流椭圆绕流55

茹科夫斯基变换求解柱体绕流复位势的思路茹科夫斯基变换求解柱体绕流复位势的思路茹科夫斯基变换求解柱体绕流复位势的思路

将将 zz平面柱体剖面变换为平面柱体剖面变换为 平面平面
的圆，物体外区域即为圆外区域的圆，物体外区域即为圆外区域

根据无穷远处根据无穷远处  平面均匀来流速度与攻角与平面均匀来流速度与攻角与 zz平平
面相同，写出面相同，写出  平面柱体绕流复位势平面柱体绕流复位势

利用反变换得到利用反变换得到 zz平面柱体绕流复位势平面柱体绕流复位势




2cz 

2
2

22
czz
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4.8.2 4.8.2 平板绕流和库塔条件平板绕流和库塔条件

 
 

  
  

    
z  

  U U 



2az 

圆变平板圆变平板圆变平板

ac 

 平面的圆平面的圆 zz平面的线段平面的线段 iae axa 22 

zz平面平板绕流可转换为平面平板绕流可转换为  平面的圆柱绕流平面的圆柱绕流

cos2ax 驻点驻点

在平板的前缘和后缘，将会出现大于在平板的前缘和后缘，将会出现大于 角的绕流角的绕流
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平板绕流和库塔条件平板绕流和库塔条件22

库塔条件库塔条件库塔条件
 

 
  

  
    

z  

  U U 
流体绕过平板的前后流体绕过平板的前后

缘时速度无穷大，压缘时速度无穷大，压

强负无穷大，这在物理上是不可能的强负无穷大，这在物理上是不可能的

 

  

 

  
  

z  

  U U 

实际机翼的前沿设计为有限厚度，后沿通常是尖的，可实际机翼的前沿设计为有限厚度，后沿通常是尖的，可

能出现大于能出现大于 角的绕流角的绕流

设想围绕机翼有一顺时设想围绕机翼有一顺时

针方向旋转的环量，环针方向旋转的环量，环

量大小正好把后驻点移量大小正好把后驻点移

至后沿，与尾缘点重合至后沿，与尾缘点重合
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平板绕流和库塔条件平板绕流和库塔条件33

库塔
条件
库塔库塔
条件条件

具有尖后沿的机翼在小攻角来流
绕流条件下，流体会自动调整使
后驻点与后尾缘尖角点重合

具有尖后沿的机翼在小攻角来流
绕流条件下，流体会自动调整使
后驻点与后尾缘尖角点重合

机翼环量的确定机翼环量的确定
 

    
 

 U 

  

 

 

 U 

平面内后驻点沿顺时针方向转过平面内后驻点沿顺时针方向转过 角角

 sin4 aU

aU


4
sin 

有环量圆柱绕流的驻点有环量圆柱绕流的驻点

式中，计算的式中，计算的 沿顺时针方向沿顺时针方向
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平板绕流和库塔条件平板绕流和库塔条件44

z平面绕流平板的复位势zz平面绕流平板的复位势平面绕流平板的复位势

 平面圆柱平面圆柱

绕流复位势绕流复位势
 

a
UaieaeUF ii 


  lnsin2

2









 

代入代入 2
2

22
czz









 
 






































































 

2
2

22

2
2

2

22
1lnsin2

2222
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a

ai

azz

eaeazzUzF
i

i
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平板绕流和库塔条件平板绕流和库塔条件55

平板绕流升力平平板板绕流绕流升力升力

库塔库塔——茹科夫斯基定理茹科夫斯基定理  sin4 2aUUY 

升力系数升力系数 


sin2
22 

lU
Ycl

上式中上式中 ll = 4= 4aa，为平板机翼弦长，为平板机翼弦长

 sin 2lc在小攻角条件下在小攻角条件下

与实验测量结果吻合与实验测量结果吻合
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平板绕流和库塔条件平板绕流和库塔条件66

 
 

  
  



U

Y

Fx 

Fy 
升力升力 YY 是指垂直于来流方向的是指垂直于来流方向的

力，其沿力，其沿 xx 方向（平板方向）方向（平板方向）

和和 yy方向的分力为方向的分力为





cossin4

sin4
2

22

aUF

aUF

y

x





升力沿升力沿 xx方向的分力是负力，该力推动平板逆向前方向的分力是负力，该力推动平板逆向前

进，即不是阻力，而是进，即不是阻力，而是““吸力吸力””。这是由平板前缘速。这是由平板前缘速

度无穷大，压力为负无穷大造成的度无穷大，压力为负无穷大造成的
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平板绕流和库塔条件平板绕流和库塔条件77

 

 
   

s 

 

 
   

起动涡 附着涡 
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4.9 4.9 茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型

 

 



z

m

a R
 

-c c



t
l

对称翼型对称翼型对称翼型

 平面偏心圆，圆心在平面偏心圆，圆心在  = = --mm，圆，圆
半径为半径为

  1cmca mm为正实数为正实数

mm = 0 = 0 或或  = 0= 0

zz平面翼型将退化为实轴上的一条线段平面翼型将退化为实轴上的一条线段

 << 1<< 1 zz平面将是很薄的翼型平面将是很薄的翼型

 控制着控制着 zz平面翼型的厚度平面翼型的厚度
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茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型22

几何尺寸的相互关系几何尺寸的相互关系
 

 



z

m

a R
 

-c c



t
l

翼型弦长翼型弦长 ll cl 4

翼型最大厚度翼型最大厚度 tt

l
t

l
t

c
m 77.0

33
4









 

l
tla 77.01

4

2

2121385.0 












 

l
x

l
x

t
y

翼型表面方程翼型表面方程



20102010--1010--2525 西安交通大学流体力学课程组西安交通大学流体力学课程组 124124

茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型33
 

 

  
  

 



U



满足库塔条件的速度环量满足库塔条件的速度环量

 sin4 aU

 sin77.01 





 

l
tUl







 

l
tla 77.01

4

升力升力

 sin77.012 





 

l
tlUUY




sin77.012
22 






 

l
t

lU
Ycl

薄翼、小攻角薄翼、小攻角时，升力时，升力

与翼型厚度和来流对翼与翼型厚度和来流对翼

型的攻角成正比；攻角型的攻角成正比；攻角

为零，升力为零为零，升力为零
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茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型44

圆弧翼型圆弧翼型圆弧翼型

 平面偏心圆，圆心平面偏心圆，圆心

在在  = = imim，圆过，圆过 cc 和和
––cc点点

 

  h 

l 

m
a 

R 
 

-c c 

翼型弦长翼型弦长 ll cl 4

翼型最大弯度翼型最大弯度 hh mh 2


















 2

2222
2

16
1

48 h
ll

h
lyx翼型表面方程翼型表面方程
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茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型55

满足库塔条件的速度环量满足库塔条件的速度环量

   sin4 aU







 

l
hUl 2sin 

 

 

 
U 

 
 m 

A 

B 
c -c 

 平面驻点从平面驻点从 A A 移动到移动到 BB，转，转
过角度为过角度为  + + 

弯度较小弯度较小
c
m

  tan ccma  22







 

c
mUc  sin4 cl 4且且 mh 2
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茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型66

升力升力 





 

l
hUl 2sin 







 

l
hlUUY 2sin2 







 

l
h

lU
Ycl

2sin2
22 



机翼弯度的影响是增加升力机翼弯度的影响是增加升力

在有弯度的机翼绕流中，即使攻角为零仍有升力存在在有弯度的机翼绕流中，即使攻角为零仍有升力存在

根据库塔根据库塔——茹科夫斯基定理茹科夫斯基定理
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茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型77

茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型

 

 

 

  

l 

h t 
a 

 

m -c c 

平面：偏心圆，负实轴方向偏移平面：偏心圆，负实轴方向偏移 mmcoscos，正虚轴方，正虚轴方

向偏移向偏移 mmsinsin

zz平面：有厚度有弯度的翼型，最大厚度平面：有厚度有弯度的翼型，最大厚度 tt, , 最大弯度最大弯度 hh
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茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型88

翼型方程翼型方程

偏心量偏心量 mm 很小时，翼型方程很小时，翼型方程

可通过圆弧翼型与对称翼型可通过圆弧翼型与对称翼型

方程的叠加获得方程的叠加获得

 

 

 
l 

h t 
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2222
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16
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48 h
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h
lyx

2

2121385.0 












 

l
x

l
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y

对称翼型对称翼型

22
2

2

22

2121385.0
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1
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圆弧翼型圆弧翼型
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茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型99

满足库塔条件的速度环量满足库塔条件的速度环量

对称翼型对称翼型  sin77.014 





 

l
tUc

厚度厚度 tt 使环量使环量

增加了增加了

 sin4 cU

lt77.0

圆弧翼型圆弧翼型
弯度弯度 hh 使来流有效使来流有效

攻角变为攻角变为






 

l
hUc 2sin4 

l
h2



综合考虑弯度和厚度影响，速度环量综合考虑弯度和厚度影响，速度环量







 






 






 






 

l
h

l
tUl

l
h

l
tUc 2sin77.012sin77.014 
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茹科夫斯基翼型茹科夫斯基翼型1010

升力升力







 






 

l
h

l
tlUY 2sin77.012 

库塔库塔——茹科茹科
夫斯基定理夫斯基定理







 






 

l
h

l
t

lU
Ycl

2sin77.012
22 



 

 
 

  
 

 
 

 

 

 
U U 

  

z  







 






 

l
h

l
tUl 2sin77.01 

升力系数升力系数
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4.10 4.10 施瓦兹施瓦兹--克里斯托弗尔变换克里斯托弗尔变换

将多角形内部区域变换
为  平面的上半平面，
多角形区域的边界变换
为  平面的实轴

将多角形内部区域变换
为  平面的上半平面，
多角形区域的边界变换
为  平面的实轴

 

A 
B 

C 

 
 

  
  

  

 
 

 
    

a b c 
z平面  平面 

变换式变换式变换式       
111   











cbak
d
dz

zz平面内的多角形是封闭的，其内角和应满足平面内的多角形是封闭的，其内角和应满足

  2 n nn是多角形的顶点数是多角形的顶点数
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施瓦兹施瓦兹--克里斯托弗尔变换克里斯托弗尔变换22

求解具体问题时需注意求解具体问题时需注意  

A 
B 

C 

 
 

  
  

  

 
 

 
    

a b c 
z平面  平面 

A, B, CA, B, C……和和 a, b, ca, b, c……的对应排列的对应排列

顺序应符合边界与顺序应符合边界与区域的对应关区域的对应关

系，通常沿边界顺序行进时区域系，通常沿边界顺序行进时区域

始终保持在边界左侧始终保持在边界左侧

zz平面两条平行线可看作在无穷远处相交，内角为平面两条平行线可看作在无穷远处相交，内角为 00

解题过程中常将解题过程中常将 zz平面某点映射到平面实轴上的无穷远点平面某点映射到平面实轴上的无穷远点，，此此

时式中对应于该顶点的项自动消失时式中对应于该顶点的项自动消失

式中共有式中共有 nn + 2 + 2 个常数，常数个常数，常数aa、、b b 和和 c c 中的三个可以任选（通中的三个可以任选（通

常取常取--11，，00，，11），其余常数则由具体的边界对应条件和流动边），其余常数则由具体的边界对应条件和流动边

界条件确定界条件确定
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施瓦兹施瓦兹--克里斯托弗尔变换例题克里斯托弗尔变换例题11

例：求图示宽为 l 的半无穷长渠道中流场的复位
势，已知在渠道封闭端角点处有流量 Q进入流场中
例：求图示宽为例：求图示宽为 ll 的半无穷长渠道中流场的复位的半无穷长渠道中流场的复位
势，已知在渠道封闭端角点处有流量势，已知在渠道封闭端角点处有流量 QQ进入流场中进入流场中

将半无穷长渠道边界将半无穷长渠道边界

变换为平面的实轴变换为平面的实轴

积分上式积分上式

    2121 11   


k
d
dz

Dkz  -1ch
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施瓦兹施瓦兹--克里斯托弗尔变换例题克里斯托弗尔变换例题22

zz平面平面 C C 点有流量点有流量 QQ进入流场进入流场

zz平面复位势平面复位势

   1ln
2
2

 


 QF

  





  1chln

l
zQzF 



 

C 
Q 

B 
A 

A 

l 

x 
b a 

c 

Q 

-1 1 
 

 
y 

a 

上半平面与上半平面与 C C 对应的对应的 c c 点也点也有流量有流量 QQ进入流场进入流场

相当于在相当于在 cc点放置了点放置了

一强度为一强度为 22QQ 的点源，的点源，

则则  平面点源复位势平面点源复位势

l
z ch
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