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摘 要

I

论文题目：具有任意形状任意特征应变的二维异性夹杂问题研究

学科名称：力学

学位申请人：王标

指导教师：马利锋教授

摘 要

夹杂问题对航天、船舶、车辆、动力、纳米等多个领域的尖端材料的发展有着重

要作用，材料中夹杂的存在影响着材料局部和整体的应力场，对夹杂问题的研究，有

利于理解材料的强度、疲劳和破坏等力学性能，对提高材料的质量和性能具有重要的

意义。本文对无限大以及有限基体平面中含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题进

行了研究，具体归纳如下：

（1）研究了无限大平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题。利用等效特征

应变原理，将其转化为相应的同性夹杂问题，从同性夹杂问题的一般解构造出该异性

夹杂问题的一般解，并进一步地针对无限大平面非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问

题进行了研究，并给出了该问题的解析解，从所得结果可以看出，当该对称特征应变

退化为均匀分布的特征应变时，退化后所得结果和 Eshelby 所得结果一致；

（2）研究了有限平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题。应用叠加原理将

其分解为无限大平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题和一个带边界条件的一

般弹性力学问题，并证明了该分解的正确性，从而给出了该问题的一般解；

（3）研究了有限平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题。利用等效特征应

变原理，将其转换为相应的同性夹杂问题，根据该同性夹杂问题的一般解得到了该异

性夹杂问题的一般解，并利用该一般解，进一步地求解了有限平面非均匀对称特征应

变圆形异性夹杂问题的解析解，而后使用该解析解研究了厚壁圆筒的过盈配合问题，

从所得结果可以看出，该结果和经典弹性力学所求结果一致。

综上所述，本文利用等效特征应变原理和叠加原理，给出了无限大以及有限基体

平面中含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题的一般解答，并将其应用于相应的非

均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题的研究。

关 键 词：任意形状；任意特征应变；异性夹杂；等效特征应变原理；叠加原理

论文类型：理论研究
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ABSTRACT

The study of inclusions plays an important role in the development of advanced materials for
aerospace, marine, automotive and many other applications. The presence of inclusions in
engineering materials affects or disturbs their elastic field at the local and the global scale,
thus the research on inclusions is helpful to understand the mechanical properties such as
strength, fatigue and failure of materials, and it is of great significance to improve the quality
and performance of the materials. This thesis studies the inhomogeneous inclusion problems
with arbitrary shape and arbitrary eigenstrain in the infinite and finite matrix plane . The
main research contents and results of this thesis can be summarized as follows:

(1)It studies the inhomogeneous inclusion problem with arbitrary shape and arbitrary
eigenstrain in the infinite plane. Based on the principle of equivalent eigenstrain, the
problem is transformed into the corresponding homogeneous inclusion problem, and the
general solution of inhomogeneous inclusion is constructed from the general solution of the
homogeneous inclusion problem. Further, the problem of non-uniform symmetrical
dilatational eigenstrain in infinite plane is studied, and the analytical solution of this problem
is also given. It can be seen from the results that when the symmetrical dilatational
eigenstrain is reduced to the uniform eigenstrain, the results are consistent with those
obtained by Eshelby.

(2)The solution for homogeneous inclusion problem with arbitrary shape and arbitrary
eigenstrain in the finite plane is presented. By the superposition principle, the original
problem is composed into the homogeneous inclusion problem with arbitrary shape and
arbitrary eigenstrain in the infinite plane and the general elasticity problem with boundary
conditions. Also, the correctness of the decomposition is proved, and accordingly the general
solution of this problem is derived.

(3)The inhomogeneous inclusion problem with arbitrary shape and arbitrary eigenstrain in
the finite plane is studied at last. By virtue of the principle of equivalent eigenstrain, the
problem is transformed into the corresponding homogeneous inclusion problem , and the
general solution of inhomogeneous inclusion is constructed from the general solution of the
homogeneous inclusion problem. Moreover, the analytical solution of circular
inhomogeneous inclusion problems with non-uniform symmetrical dilatational eigenstrain in
the finite plane is also obtained. Then the analytical solution is used to study the interference



ABSTRACT

III

fit of the thick cylinder. It can be seen that the results obtained here are same as the results
from classical elasticity.

In summary, the general solutions to the inhomogeneous inclusion problems with arbitrary
shape and arbitrary eigenstrain in the infinite and finite matrix plane are derived by
employing the principle of equivalent eigenstrain and superposition in this thesis. And, It
applies the results to the study of corresponding circular inhomogeneous inclusion problems
with non-uniform symmetrical dilatational eigenstrain.

KEY WORDS: Arbitrary shape; Arbitrary eigenstrain; Inhomogeneous inclusion; The principle of
equivalent eigenstrain; Superposition principle

TYPE OF THESIS: Theoretical Research
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1 绪论

1

1 绪论

1.1 选题背景和意义

夹杂是指在一连续体内部给定特征应变的局部区域，该连续体被称为基体，如图

1-1 所示，由于特征应变的存在，将引起夹杂与基体处于内应力状态，该内应力被称为

特征应力[1]。按基体材料和夹杂材料的构成，夹杂问题可分为同性夹杂问题和异性夹杂

问题；按基体区的大小，夹杂问题可分为无限大夹杂问题、半无限大夹杂问题和有限

夹杂问题；按基体材料和夹杂的维度，夹杂问题可分为平面夹杂问题和空间夹杂问题。

图 1-1 夹杂和基体示意图

夹杂问题在固体力学和工程中有着极其广泛的应用。自 19 世纪 50 年代后期，

Eshelby[2-3]研究并给出了含均匀特征应变的椭球形夹杂问题的解以来，很多学者相继对

各种形状（如多面体、多边形，环形等）的各类夹杂问题（如因热变形、相变、沉积、

材料缺陷、塑性应变以及空洞等因素而引起的夹杂问题）进行了深入研究。夹杂问题

成为了固体力学中最热门的课题之一。

在过去的 60 年里，夹杂问题对航天、船舶、车辆、动力、纳米等多个领域的尖端

材料的发展有着重要作用[4]。复合材料是夹杂问题在尖端材料发展中的典型应用之一，

它将夹杂物作为基体的增强基，可以满足单一材料无法达到的性能要求，克服了传统

单一材料的某些弱点，其性能和功能均优于单一材料。如金属基复合材料具有高温强

度好、横向强度高、导热性好，线膨胀系数小、组织结构稳定性好、抗腐蚀、可焊接

以及局部强化等优点，陶瓷基复合材料具有熔点高、硬度高、化学稳定性高、耐磨损、

耐氧化以及耐腐蚀等优点[5]。喷丸处理是工厂广泛采用的一种表面强化工艺，它是夹杂

问题在表面处理中的应用。喷丸处理也称喷丸强化，是减少构件疲劳，提高构件寿命

的有效方法之一，喷丸处理后基体表面形成一定的压应力使得基体的疲劳强度和构件

的寿命延长[6]。过盈配合是夹杂问题在装配问题中的应用。过盈连接是利用被联件间的

http://baike.baidu.com/view/2446963.htm
http://baike.baidu.com/view/324885.htm
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过盈配合直接把被连接件连接在一起，这种连接又称紧配合连接。实际过程中，可分

别将连接件和被连接件分别看成夹杂和基体，这种连接具有结构简单、定心性好、承

载能力高、能承受冲击载荷、对轴的强度削弱小等优点，缺点是对重型机械装配困难，

对配合尺寸精度要求较高[7]。

另一方面，材料中夹杂的存在影响着材料局部和整体的应力场，因此会在一定程

度上影响材料的力学性能使其无法发挥应有的功能，如铁等金属材料在加工过程中常

不可避免的含有夹杂物质，如氧化物、碳化物和空洞，这些夹杂物可能导致裂纹成核

和增长，进而引起材料破坏[4]。同时夹杂物的形态分布也对其性能和质量有着显著的影

响。

因而对夹杂问题的研究，有利于理解材料的强度、疲劳和破坏等力学性能，对提

高材料的质量和性能具有重要意义。

1.2 研究现状概述

19 世纪 50 年代后期，英国学者 Eshelby[2-3]两篇关于夹杂问题的研究开创了细观力

学和夹杂力学两个方向，Eshelby 发现当异性椭球夹杂内特征应变均匀分布时，椭球内

的弹性场也是均匀分布的。随后一大批国内外学者根据 Eshelby 的结果对该问题做了进

一步研究。

早期有 Mura[1]，Wills[8]，Christensen[9]等人对该问题做了全面系统的研究，这些研

究主要集中于无限大体中含均匀分布特征应变的同性夹杂问题。而后，其他学者进一

步研究了无限大体中其他形状的同性夹杂问题，并采用 Eshelby 在研究椭球异性夹杂问

题时所采用的等效夹杂法研究了许多其他形状的异性夹杂问题。如 Jaswon 和

Bhargava[10]利用复变函数方法研究了椭圆夹杂问题。Deng 和 Meguid[11]研究了压电材料

中的圆形夹杂问题。Schmid 和 Podladchikov[12]研究切应力下的椭圆夹杂问题。Pan[13]

研究了各向异性材料中多边形同性夹杂问题。Chiu[14]利用等效夹杂法和格林函数法研

究了立方体夹杂问题。Wu 和 Du[15-16]分别研究了圆柱体和半球形夹杂问题。Onaka[17]

研究了环形夹杂问题。Kuvshinov[18]研究了多面体夹杂问题。Waldvogel[19]于 1979 年提

出了多面体夹杂问题的算法，随后 Rodin[20]应用 Waldvogel 的算法证明了在多面体夹杂

中 Eshelby 张量不存在。同时当夹杂的尺寸接近原子时，由于表面效应，表面能也开始

发挥作用，Shama 和 Ganti[21]考虑了表面能的影响，将 Eshelby 椭球夹杂的线弹性解应

用到纳米尺度的夹杂问题；肖俊华给出了考虑夹杂界面效应时空隙—夹杂—基体等效

介质模型的全场精确解，并推导了中空纳米夹杂填充复合材料有效反平面剪切模量的

闭合形式解[22]。Makeev 和 Madhukar[23]比较了分别由线弹性理论和原子仿真法得出的

夹杂应变的差异，研究表明，当夹杂半径大于 5 个原子间距时两种方法得出的结果无

明显差异，当夹杂半径在 4-5 个原子间距时两种方法得出的结果有细微的差别。

在上述研究中，研究领域多限制于同性均匀夹杂问题，而对于异性夹杂问题又多

采用等效夹杂法，但该法从未得到严格的证明。最近，Zheng[24]和 Zou[25]等的研究表明，



1 绪论

3

使用等效夹杂法研究二维任意形状夹杂时，对凸形夹杂所得的 Eshelby 张量误差较小，

而对于非凸形夹杂计算所得的 Eshelby 张量存在着较大误差。随后 Ma 和 Korsunsky[26]

提出了无限大基体含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题的等效特征应变原理，并

利用该原理，将该异性夹杂的问题变换为相应的同性夹杂问题，再利用同性夹杂问题

的一般解，从而得到了该异性夹杂问题的一般解，但对于该解的具体应用仍需做进一

步研究。

另一方面，当基体区的大小与夹杂区的大小相比不是无限大时，基体表面效应就

必须加以考虑，因此对有限基体中含夹杂问题的研究就显得十分必要。Kinoshita 和

Mura[27]最先研究了该问题，而由 Ru[28]提出的解析延拓法很容易解决平面圆形基体中任

意形状的夹杂问题。而对于空间夹杂问题，由于很难得到相应的格林函数（即便是对

于球对称分布的问题），使得该问题的研究难度也大大增加。最近，Li 等[29-30]绕开了格

林函数法，得到了球形基体中心分布一球形夹杂问题的解，在该解中 Eshebly 张量表现

为“径向横观各向同性张量”，在垂直于径向的方向上相等，同时在 Dirichlet 和 Neumann
边界条件下该 Eshebly 张量被表达为经典 Eshebly 张量与由边界所产生的项的和，但该

解仅在某些特殊条件下与 Luo 和 Weng[31]的解一致。最近，Zou 等[32]提出了叠加原理研

究了有限基体中含任意形状均匀特征应变的同性夹杂问题，该法将原问题分解为无限

大平面内相应的夹杂问题和受适当边界条件的一般弹性力学问题。

同样地，对有限基体中含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题极少得到有效的

解决。基于此，本文着眼于无限大基体平面以及有限基体平面含任意形状任意特征应

变的异性夹杂问题，从无限大基体平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题开始，

利用等效特征应变原理和叠加原理，解决有限基体平面含任意形状任意特征应变的异

性夹杂问题，并将给出该问题的一般解。最后结合实际工程应用对所求得的一般解给

出具体的应用实例。

1.3 本文的主要工作

结合上节的研究现状及所存在的问题，本文拟对无限大基体平面和有限基体平面

中含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题进行研究。本文之后的内容由以下几部分

组成：首先，第二章将简要介绍本研究所需的相关理论，包括同性夹杂问题的基本方

程，平面问题的复变函数表示，无限大平面中含一点特征应变的同性夹杂问题的解；

接着，在第三章中，将首先介绍了无限大平面含任意形状任意特征应变异性夹杂问题

的一般解，并将利用叠加原理解决有限平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题，

最后将利用等效特征应变原理和叠加原理解决有限平面含任意形状任意特征应变的异

性夹杂问题；第四章中将利用无限大平面含任意形状任意特征应变异性夹杂问题的一

般解，讨论无限大平面非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题，并将给出该问题的典

型实例；然后，在第五章中将研究与第四章相对应的有限平面非均匀对称特征应变圆

形异性夹杂问题，并将给出该解的应用实例；最后，第六章将总结本文主要结论，并
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对进一步研究内容进行展望。
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2 同性夹杂问题的弹性力学基础

本文主要研究任意形状的异性夹杂问题，为了对任意形状的异性夹杂问题进行求

解，首先需要给出相应的同性夹杂问题的解。本章主要介绍同性夹杂问题的基本理论，

包括同性夹杂问题的基本方程；平面问题的复变函数表示；无限大平面中含一点特征

应变的同性夹杂问题的解。

2.1 同性夹杂问题的基本方程

考虑一任意区域D，D内分布着某一特定的特征应变 0
ij ，在该特征应变作用下，

区域D内任意一点  1 2 3, ,x x xx 将会产生位移 iu 、应变 ij 和应力 ij 。本小节主要给出解

决该弹性场问题所需的 Hooke 定律、平衡方程与边界条件以及相容方程[1]。

2.1.1 Hooke 定律

本文研究基于小变形情况时的夹杂问题，总应变 ij 等于弹性应变 ije 与特征应变 0
ij

之和，即：

0
ij ij ije   （2-1）

而由几何方程可知：

 , ,
1
2ij i j j iu u   （2-2）

其中： ,
i

i j
j

uu
x





。

由 Hooke 定律知，弹性应变 ije 和应力 ij 应满足如下关系：

 0
ij ijkl kl ijkl kl klC e C     （2-3）

其中： ijklC 为区域D材料的弹性模量，对于重复的下标采用爱因斯坦求和约定。

由于 ijklC 是对称的，即 ijlk ijklC C ，因此 , ,ijlk l k ijkl k lC u C u 。因此式（2-3）也可写作：

 0
,ij ijkl kl ijkl k l klC e C u    （2-4）

对于特征应变 0
ij 等于 0 的区域，式（2-3）变为：

,ij ijkl kl ijkl k lC C u   （2-5）

对式（2-3）取逆有：

0 1
ij ij ijkl kl ijkl klC S      （2-6）
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这里将 1
ijkl ijklS C  称为弹性柔度。

对于各向同性材料，式（2-3）与（2-6）可以退化为：

   
  

0 0

0

2

1 / 1
2

ij ij ij ij kk kk

ij ij ij ij kk

      

      


   

   
（2-7）

式中： —— 拉梅常数； —— 剪切模量； —— 泊松比。

当所考虑的问题为二维平面应力问题时，式（2-7）可进一步退化，将退化后的公

式写成如下分量形式：

        
        

 

0 0

0 0

0

1 3
1

1 3
1

2

0

x x x y y

y y y x x

xy xy xy

z zx zy

      

      


   

  

     


     


 

  

（2-8）

同样地，对于平面应变问题，所对应的分量形式为：

        
        

 
 

0 0 0 0

0 0 0 0

0

0 0 0

1 3
1

1 3
1

2

1 3
1 1
0

x x x z y y z

y y y z x x z

xy xy xy

z z x x x y

zx zy

        

        


   

       
 

 

       


       


 

 
     

 
 

（2-9）

其中 为 Kolosov 常数，其定义如下:

   3 / 1       
=

3 4                          

 




 




， 平面应力

， 平面应变
（2-10）

2.1.2 平衡方程与边界条件

在计算特征应力时，通常假定区域D不受任何外力和边界约束。若这些条件不满

足，则总应力场可由自由体的特征应力与特定边值下的应力解叠加解得，因此下面只

考虑自由体含特征应变的问题。

由弹性力学相关理论知，当弹性体为自由体，即不受外力和边界约束时，其平衡

方程为：

 , 0 1,2,3ij j i   （2-11）
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边界条件为：

0ij jn  （2-12）

这里 in 为区域D边界的外法线单位向量。

将式（2-4）代入到式（2-11）与（2-12），可以得到：

0
, ,ijkl k lj ijkl kl jC u C  （2-13）

0
,ijkl k l j ijkl kl jC u n C n （2-14）

由平衡方程（2-13）和边界条件（2-14）可以看出，弹性自由体内分布一特征应变
0
ij 时的情况，与在该弹性体内受体力 0

,i ijkl kl jX C   、而边界上受外荷载 0
i ijkl kl jT C n 作

用时的情况类似，因此可以说，对自由体而言，由特征应变 0
ij 所引起的位移场 iu 可等

效于弹性体受体力 0
,ijkl kl jC  以及表面力 0

ijkl kl jC n 作用时所产生的位移场 iu 。

2.1.3 相容方程

应变张量 ij 有六个分量而位移向量 iu 只有三个分量，因此必须有相容性条件强加

于应变分量以保持变形连续，由几何方程（2-2）通过消去位移向量 iu ，即可得到相容

方程：

, 0pki qlj ij kl  （2-15）

其中 pki是置换张量，该式是保证弹性体中应变分量给出单值连续位移解所需要的充要

条件。

2.2 Kolosov-Muskhelishvili 复变函数在平面问题上的一般解

复变函数方法是解决平面弹性力学问题的有力工具。国际上，对使用该方法解决

弹性力学问题做了大量工作，其中前苏联科学家 N.I.Muskhelishvili 在这方面的贡献尤

为突出 [33]。本文主要着眼于平面问题下夹杂问题的研究，在此本小节主要给出

Kolosov-Muskhelishvili 复变函数理论在解决平面弹性力学问题中的一般解答。

对平面问题中的只含同一种材料的弹性体来说，所有的应力分量和位移分量均可

用势函数  z 和  z 表示：

   
  

     

11 22

22 11 12

1 2

2[ ' ' ]

2 2 '' '( )

2 ' ( )

z z

i z z z

u iu z z z z

   

    

   

  

   

   

（2-16）

其 中 ： 1i   ； 1 2z x ix x iy    ；    z d z dz   ；     22z d z dz   ；

   z d z dz   ； ( )z 表示 ( )z 的共轭； 为剪切模量； 为 Kolosov 常数，具体
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定义见式（2-10）。
式（2-16）即为应力分量与位移分量的复变函数表示。对某一具体问题而言，当

求得势函数  z 和  z 后，将式（2-16）的实部和虚部分开，经过有限步简单的运算

即可得到各应力分量 xx ， yy ， xy 和各位移分量 xu ， yu 。即通过势函数  z 和  z

即可唯一确定相应平面弹性问题的解。

若引入，

       ' ,        ' ( ) 'z z z z z z         （2-17）

则式（2-16）可以改写为：

   

       

         

11 22

22 12

1,1 2,1

2

2

z z

i z z z z z

u iu z z z z z

 

 

 

     
        

        

（2-18）

其中：    z d z dz   ，下标 i表示关于 ix 的微分。

同样地，当势函数    ,z z  已知时，就可以把实部和虚部分开，经过有限步简

单的运算即可解出全部应力分量和位移分量。

式（2-16）及（2-18）即为 Kolosov-Muskhelishvili 复变函数公式，它是由 Kolosov
于 1935 年首先推导出来，而后于 1953 年 Muskhelishvili 总结丰富并发表。势函数  z

和  z 或    ,z z  称为复 Airy 函数或复应力函数，也称为 Kolosov 势函数或

Muskhelishvili 势函数。

2.3 无限大平面内含一点夹杂问题的基本解

本小节主要介绍已知无限大平面内含一点夹杂问题时的复势函数，以及如何利用

该复势函数求解该平面的应变场。

设有一无限大平面，其内一点 s  0 0,x y 处有一点夹杂，该夹杂的主应变为
0x

 ，
0y

 ，

方位角为  ，如图 2-1 所示，该问题的 Kolosov-Muskhelishvili 势函数可以表示为[34]：

 
 
  

 
   

  
 

 
 
 

0 0

0 0 0 0 0 0

2

0 2

2 2

0 2 2

1

2 2

11

i
y x

i i
y x y x y x

e
z

z s

e s se
z

z s z s



 

  

 

       

  

 
 
  


        
  

（2-19）
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图 2-1 位于无限大平面内的一点夹杂

为方便起见，将点夹杂的两个主应变
0x

 ,
0y

 和方位角  变到 x y 坐标系中，得到

三个分量 0
11 ， 0

22 ， 0
12 ，具体变换公式如下：

   

   

 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0
11

0
22

0
12

cos 2
2 2

cos 2
2 2

sin 2
2

x y x y

x y x y

x y

   
 

   
 

 
 

 
 

 
 




（2-20）

利用 0
11 ， 0

22 ， 0
12 代替

0x
 ,

0y
 和  ，可将 Kolosov-Muskhelishvili 势函数进一步表

达为[35]：

 
 
  

 
    

  
 

 
 
 

0 0 0
22 11 12

0 2

0 0 0 0 0 0 0 0
11 22 22 11 12 22 11 12

0 2 3

2

1

2 2 2 2

11

i
z

z s

i i s s
z

z s z s

   

 

         

  

     
  


              
  

（2-21）
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对式（2-18）第三式进行积分，并将实部和虚部分开，并经过有限步简单的运算，

即可得到无限大平面内任意一点的位移表达式：

 
     

 
   

0 0 0 0 0 0
12 22 11 11 22 122 2

1
0 0 0 2 2
22 11 1222 2

1 2 3 2
1

22 1 2 2

y x x y
x y

u
y xy x y

x y

      

    

                    

（2-22）

 
     

 
  

0 0 0 0 0 0
22 11 12 11 22 122 2

2
0 0 0 2 2
12 22 1122 2

1 2 3 2
1

22 1 4

y x y x
x y

u
y xy x y

x y

      

    

                    

（2-23）

再利用几何方程（2-2）即可得到该平面内任意一点的应变表达式：

   
       

   
   

       
 

0 2 2 4 4
11

0 4 4 2 2 0 3 3
22 12

32 2

0 4 4 2 2
11

0 2 2 4 4 0 3 3
22 12

2

12 1 3

1 5 12 4 5 3

2 1

1 5 12

12 1 3 4 5 3

2 1

t
xx

t
yy

x y y x

x y x y y x x y

x y

y x x y

x y x y x y y x

x

  

     


 

  

     


 

        
 

                
 

        
 

                
  

     
   

32

0 3 3 0 3 3 0 4 2 2 4
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

       
 

（2-24）
其中： 0x x x  ， 0y y y  ，其含义为无限大平面内任意一点  ,x y 到该点特征应变

 0 0,x y 的横、纵坐标之差。

式（2-24）可作为使用格林函数法求解由特征应变所引起的弹性体的应力场和应

变场问题的影响函数，通过对其积分即可得到无限大平面中含特征应变为 0
ij 的夹杂区

时，任意一点的应变场：

     0
0 0 0 0, , ; ,t

ij ij ij ijx y x y x y dx dy F  


  ，  0 0,x y  （2-25）

再由本构方程（2-3）即可得到由该夹杂区所引起的任意一点的应力场  ,ij x y 。

至此，对无限大平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题得到了完全解答。
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3 异性夹杂问题的等效特征应变原理

3.1 引言

上一章给出了无限大平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题的一般解。但

在实际工程应用中，有很多问题均是异性夹杂问题，如热膨胀问题、相变问题、增强

相问题、沉淀物或缺陷问题、塑性应变问题、失配应变问题以及孔洞问题等。且夹杂

区的大小与基体相比，并不总是无限小的[4]，因此夹杂区几何尺寸的影响便是不可忽略

的。

在过去的 50 年里，异性夹杂问题得到了大量研究。但正如绪论所言，这些问题的

研究仅局限于夹杂区的形状是椭圆或椭球且夹杂区的特征应变均匀的异性夹杂问题，

而对非椭圆形状夹杂或特征应变任意时的情况，很多研究仍是基于由 Eshebly[2-3]解决椭

圆均匀夹杂问题所建立的 EIM 方法，该法将椭圆异性夹杂问题转变为椭圆同性夹杂问

题；然而 Zheng[24]和 Zou[25]发现直接用 EIM 方法得到的凸形异性夹杂问题的 Eshebly
张量存在微小的误差，而对于非凸形异性夹杂问题则误差更大。因此对任意形状夹杂

任意特征应变问题仍需进一步解答。

最近 Ma[26]提出的特征应变原理解决了这一问题，本章正是基于此做进一步研究。

本章第 2 节首先介绍无限大平面含任意形状任意特征应变异性夹杂问题的一般解；随

后第 3 节根据第二章所列结果，进一步地对有限平面含任意形状任意特征应变的同性

夹杂问题进行求解；第 4 节利用第 3 节的结果对有限平面含任意形状任意特征应变的

异性夹杂问题进行求解；最后在第 5 节得出结论。

3.2 无限大平面含异性夹杂问题的一般解

考虑图 3-1（a）所示的无限大平面D，其材料为#1，且受远场力 的作用，D内

含一任意形状的异性夹杂区域，的材料为#2，且内含有任意分布的特征应变 *
ij ，

则根据等效特征应变原理，该问题可以等效于D内含同性夹杂区域的问题，如图 3-1
（b），只要夹杂区域内的特征应变 0

ij 满足[26]：

   0 * * * *
ij ijkl klpq klpq pq ijkl klpq klpq pq ijkl klpq pqS C C S C C S C        （3-1）

其中：  0
ij ij ijF  为区域内的总应变，见式（2-25）； ijklC ， ijklS 分别为#1 的弹性模

量和弹性柔度； *
ijklC 为#2 的弹性模量； 

ij 是仅由远场力 
ij 作用于图 3-1（b）中的基

体时所产生的应变。
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图 3-1 无限大平面异性夹杂一般问题

在求出夹杂区域内的特征应变 0
ij 后，将其代入到式（2-3）可得图 3-1（b）中

夹杂区域内的应力：

 0
ij ijkl kl ij ijkl klC C       ， in  （3-2）

将其代入到式（2-5）可得图 3-1（b）中D 区域内的应力：

ij ijkl kl ijkl klC C     ， in -D  （3-3）

由于上述两个问题完全等效，因此该应力解也是图 3-1（a）异性夹杂问题的应力

解，由此该问题得到一般解答。

当远场力 0   时，即该异性夹杂问题只受特征应变的作用时，式（3-1）、（3-2）
与（3-3）分别退化为：

 0 * * *
ij ijkl klpq klpq pq ijkl klpq pqS C C S C     （3-4）

 0
ij ijkl kl ijC    ， in  （3-5）

ij ijkl klC  ， in -D  （3-6）

当异性夹杂区域内的特征应变 * 0ij  时，即该异性夹杂问题只受远场力作用时，

式（3-1）、（3-2）与（3-3）分别退化为：

   0 * *
ij ijkl klpq klpq pq ijkl klpq klpq pqS C C S C C       （3-7）

 0
ij ijkl kl ij ijkl klC C       ， in  （3-8）

ij ijkl kl ijkl klC C     ， in -D  （3-9）
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3.3 有限平面含同性夹杂问题的一般解

上节给出了无限大平面含任意形状任意特征应变异性夹杂问题的一般解，本节给

出有限平面含任意形状任意特征应变同性夹杂问题的一般解。

因当有限基体平面边界受外力时，则该问题可由基体边界不受外力的自由体下的

同性夹杂问题与特定边值条件下的一般弹性力学问题叠加解得，因此下面只考虑自由

体的同性夹杂问题。考虑图 3-2（a）所示的有限平面区域 fD ，其材料为#1，弹性模量

为 ijklC ，区域 fD 的边界自由， fD 内含一同性夹杂区域，且夹杂区含有任意分布的

特征应变 0
ij 。

对于有限平面内含同性夹杂的问题，由一点夹杂所引起的总应变场无直接可用的

显式格林函数表达，下面将利用叠加原理求解该同性夹杂问题。

对于图 3-2（a）所示的问题，由式（2-13）与（2-14）知，在 fD 内有：

, ,
p

ijkl k lj ijkl kl jC u C  （3-10）

在 fD 的边界上：

, 0ijkl k l jC u n  （3-11）

其中： 0p
kl kl    ， 是的特征函数，当 x 时，   1 x ；当 x 时，   0 x 。

利用叠加原理将上述问题分解为如下两个子问题，如图 3-2（b），（c）所示，其中

图 3-2（b）所示为一无限大平面D含同性夹杂的问题，夹杂区域为，且夹杂区含

有特征应变 0
ij ；图 3-2（c）所示为一个只含力边界条件的一般弹性力学问题；且（c）

在 fD 的边界力与（b）在相同位置产生的内力互为相反数。下面来证明将（b）（c）问

题的解叠加所得的解即为（a）问题的解。

设（b）（c）中的位移场分别为 b
iu ， c

iu ，根据式（2-13）与（2-14）得， b
iu ， c

iu 在

fD 内分别满足：

, ,

, 0

b p
ijkl k lj ijkl kl j

c
ijkl k lj

C u C

C u




（3-12）

在 fD 的边界上分别满足：

,

,

b
ijkl k l j i

c
ijkl k l j i

C u n T

C u n T



 
（3-13）

其中 iT为（b）问题中 fD 的边界上所产生的内力。
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令，

s b c
i i iu u u  （3-14）

将 iu 代入式（3-10）与（3-11），则显然等式满足，由此知：

s
i iu u （3-15）

即问题（b）（c）叠加后的位移与原问题（a）中的位移相等，再由几何方程（2-2）
和本构方程（2-3）与（2-5）易知叠加后的应变场和应力场也和原问题相同。即原问题

（a）和分解后的子问题（b）（c）等效。

图 3-2 有限平面同性夹杂一般问题

由式（2-25）知，（b）中总应变 b
ij 和特征应变 0

ij 的关系可以表示为：

 0b b
pq pq ijF  （3-16）
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（c）中的总应变 c
pq 可由弹性力学解得，显然 c

pq 和 fD 与 0
ij 有关，当区域 fD 一定

时， c
pq 可以表示为：

 0c c
pq pq ijT  （3-17）

从而，原问题（ a）的总应变 a
pq 可以表示：

 0a b c
pq pq pq pq ijH      （3-18）

再根据式（2-3）与（2-5）即可得到，（a）中任意一点处的应力：

 0
ij ijkl kl klC    ， in  （3-19）

ij ijkl klC  ， in -fD  （3-20）

同时从上述过程可以看出，当有限平面逐渐趋于无限大平面时，式（3-17）逐渐

趋于 0，式（3-16）趋于无限大平面同性夹杂问题的解，因此式（3-18）将退化为（2-25）。
至此，给出了有限平面含任意形状任意特征应变同性夹杂问题的一般解，下面将

利用该解求有限平面含任意形状任意特征应变异性夹杂问题。

3.4 有限平面含异性夹杂问题的一般解

本节将依次给出有限平面异性夹杂问题如下三种情况的一般解：（1）夹杂区分布

有任意特征应变，而基体边界上不受外荷载作用时的情况；（2）基体边界上受外荷载

作用，但夹杂区无特征应变时的情况；（3）夹杂区分布任意特征应变，且基体边界上

受外荷载作用时的情况。同时需要指出的是，第三种情况是最一般的情况，前两种情

况可由第三种情况退化得到。

3.4.1 仅特征应变作用时异性夹杂问题的一般解

考虑图 3-3（a）所示的有限平面区域 fD ，其材料为#1，弹性模量为 ijklC ，弹性柔

度为 ijklS ，区域 fD 的边界自由， fD 内含一异性夹杂区域，其材料为#2，弹性模量为

*
ijklC ，且夹杂区含有任意分布的特征应变 *

ij 。

图 3-3（b）所示为相应的同性夹杂问题，下面将证明当（b）中特征应变 0
ij 满足

一定条件时，（a）问题等效于（b）问题。

由弹性力学知，虚功原理可表示为：

i i i i ij ijv s v
f u dv T u ds dv       （3-21）

其中： if 为体力， iu 与 ij 分别表示虚位移和虚应变。

首先假想分别将问题（a）（b）中夹杂区域从基体 fD 中切开，并代之以相应的

边界力，利用式（3-21），对（a）中夹杂区域有：
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* * *
i i i i ij ijv s v
f u dv T u ds dv       （3-22）

对（b）中夹杂区域有：

i i i i ij ijv s v
f u dv T u ds dv       （3-23）

其中： if 、 iT、 ij 分别为问题（a）中区域的体力、边界力和应力； *
if 、 *

iT 、 *
ij 分

别为问题（b）中区域的体力、边界力和应力； iu 与 ij 分别为对应的虚位移和虚应

变。

图 3-3 含特征应变的有限平面异性夹杂问题

且由式（2-3）知，对（a）中区域有：

 * * *
ij ijkl kl klC    （3-24）

对（b）中区域有：

 0
ij ijkl kl klC    （3-25）

同时
** , iiii TTff  是保证问题（a）（b）等效必要条件，且当两个问题等效时，

其位移 iu 与总应变 ij 也必然是相同的，

将式（3-22）与（3-23）相减可得：

     * * *
i i i i i i ij ij ijv s v
f f u dv T T u ds dv           （3-26）
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则当
** , iiii TTff  时，由 iu 与 ij 的任意性可知：

*
ij ij  （3-27）

将式（3-25）与（3-26）分别代入到式（3-27）的左右两端得，

   * * 0
ijkl kl kl ijkl kl klC C      （3-28）

从而问题（b）中夹杂区域的等效特征应变 0
kl 为：

 0 * * *
ij ijkl klpq klpq pq ijkl klpq pqS C C S C     （3-29）

其中：  0
ij ij ijH  可由式（3-18）求解得到。

即当 0
ij 满足式（3-29）时，问题（a）（b）中的总应变以及应力完全相同，从而证

明了问题（a）（b）等效。且一旦 0
ij 得到，再利用式（2-3）与（2-5）即可得到，（a）

中任意一点处的应力：

 0
ij ijkl kl klC    ， in  （3-30）

ij ijkl klC  ， in -fD  （3-31）

3.4.2 仅基体边界受外荷载作用时异性夹杂问题的一般解

接下来考虑情况（2），如图 3-4（a）所示，有限平面区域 fD 材料为#1，弹性模量

为 ijklC ，弹性柔度为 ijklS ，区域 fD 的边界受外荷载 S 作用， fD 内含一异性夹杂区域，

其材料为#2，弹性模量为 *
ijklC ，夹杂区内无特征应变。

图 3-3（b）所示为相应的同性夹杂问题，下面来证明当（b）中特征应变 0
ij 满足

一定条件时，（a）问题等效于（b）问题。

图 3-4 受边界荷载作用的有限平面异性夹杂问题
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根据叠加原理，图 3-4（b）问题可以分解为如下两个子问题：（I）如图 3-5（c）
所示，仅受边界力 S 作用时的弹性力学问题；（II）如图 3-5（d）所示，仅含特征应

变 0
ij 时的同性夹杂问题。相应地，图 3-4（a）问题也可以分解为如下两个子问题：（I）

如图 3-5（e）所示，受边界力 S 作用且含特征应变 d
ij 时的异性夹杂问题；（II）如图 3-5

（f）所示，仅含特征应变 d
ij 时的异性夹杂问题。

图 3-5 利用叠加原理分解后的子问题

需要指出的是，图 3-5（e）中的特征应变 d
ij 可以是任意的，但同时可以证明当 d

ij

满足一定条件时，图 3-5（e）和（c）问题等价，该结论的证明与 3.3.1 节的证明方法

类似，首先假想分别将问题（c）（e）中夹杂区域从基体 fD 中切开，并代之以相应

的边界力，如图 3-6。
利用式（3-21），对（c）中区域有：

i i i i ij ijv s v
f u dv T u ds dv       （3-32）

对图 3-6（e）中夹杂区域有：

* * *
i i i i ij ijv s v
f u dv T u ds dv       （3-33）

其中： if 、 iT、 ij 分别为问题（c）中区域的体力、边界力和应力； *
if 、 *

iT 、 *
ij 分
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别为问题（e）中区域的体力、边界力和应力； iu 与 ij 分别为对应的虚位移和虚应

变。

图 3-6 问题（c）（e）等价关系证明

且由式（2-3）知，对（c）中区域有：

S
ij ijkl klC  （3-34）

对（e）中区域有：

 * * S d
ij ijkl kl klC    （3-35）

类似地，
** , iiii TTff  是保证问题（c）（e）等效必要条件，且当两个问题等效

时，其位移 iu 与总应变 S
ij 也必然是相同的，注意为下文叙述方便起见，这里将由边界

荷载 S 所引起的总应变记为 S
ij 。

将式（3-32）与（3-33）相减可得：

     * * *
i i i i i i ij ij ijv s v
f f u dv T T u ds dv           （3-36）
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则当
** , iiii TTff  时，由 iu 与 ij 的任意性可知：

*
ij ij  （3-37）

将式（3-35）与（3-36）分别代入到（3-27）的左右两端得，

 * S d
ijkl kl ijkl kl klC C    （3-38）

从而问题（e）中夹杂区域的等效特征应变 d
kl 为：

 * *d S
ij ijkl klpq klpq pqS C C   （3-39）

其中： S
ij 由弹性力学求解得到。

即当 d
ij 满足式（3-39）时，问题（c）（e）中的总应变以及应力完全相同，从而证

明了问题（c）（e）等效。

下面选取满足式（3-39）的特征应变作为问题（e）中的特征应变，一旦 d
ij 选定，

根据 3.4.1 节可将图 3-5 中问题（f）等效为问题（d），利用式（3-29）得：

 0 * * d
ij ijkl klpq klpq pq ijkl klpq pqS C C S C     （3-40）

其中：  0
ij ij ijH  为夹杂区的总应变，可由式（3-18）求解得到。

再将式（3-39）代入到（3-40），得到：

   0 * * S
ij ijkl klpq klpq pq ijkl klpq klpq pqS C C S C C      （3-41）

从以上过程可以看出，当问题（c）（d）与问题（e）（f）分别等效时， 0
ij 满足式（3-41），

根据叠加原理，即 0
ij 满足式（3-41）时，图 3-4 中的问题（a）（b）等效。且一旦 0

ij 得

到，再利用式（2-3）与（2-5）即可得到，问题（a）中任意一点处的应力为：

 0 S
ij ijkl kl ij ijkl klC C      ， in  （3-42）

S
ij ijkl kl ijkl klC C    ， in -fD  （3-43）

3.4.3 外荷载与特征应变同时作用时异性夹杂问题的一般解

最后考虑最一般的情况（3），如图 3-7（a）所示，有限平面区域 fD 材料为#1，弹

性模量为 ijklC ，弹性柔度为 ijklS ，区域 fD 的边界受外荷载 S 作用， fD 内含一异性夹杂

区域，其材料为#2，弹性模量为 *
ijklC ，夹杂区含有任意分布的特征应变 *

ij 。
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图 3-7 有限平面异性夹杂一般问题

和 3.4.2 节类似，利用同样的证明过程可以得到等效的同性夹杂问题，如图 3-4（b）
所示，在此略去该证明过程，等效后的特征应变 0

ij 为：

   0 * * * *S
ij ijkl klpq klpq pq ijkl klpq klpq pq ijkl klpq pqS C C S C C S C        （3-44）

其中：  0
ij ij ijH  可由式（3-18）求解得到。

同样地，且一旦 0
ij 得到，即可得到问题（a）中任意一点处的应力：

 0 S
ij ijkl kl kl ijkl klC C      ， in  （3-45）

S
ij ijkl kl ijkl klC C    ， in -fD  （3-46）

至此，有限平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题得到了一般解答。

特例 1：令 0S  ，易得出式（3-44）、（3-45）与（3-46）将退化为式（3-29）、（3-30）
与（3-31）；

特例 2：令 * 0ij  ，易得出式（3-44）、（3-45）与（3-46）将退化为式（3-41）、（3-42）

与（3-43）；
因此情况（1）与情况（2）是情况（3）的特例。

特例 3：令 *
ijkl ijklC C ， 0S

ij  易得出式（3-44）、（3-45）与（3-46）将退化为式（3-18）、

（3-19）与（3-20），即该异性夹杂问题退化为相应的同性夹杂问题；

特例 4：有限平面逐渐趋于无限大平面，则  0
ij ij ijH  逐渐趋于  0

ij ijF  ，式（3-44）、

（3-45）与（3-46）将退化为式（3-7）、（3-8）与（3-9），即，有限平面含任意形状任

意特征应变的异性夹杂问题可退化为无限大平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂

问题。
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3.5 本章小结

本章利用等效特征应变原理与叠加原理得到了无限大平面含任意形状任意特征应

变异性夹杂问题的一般解、有限平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题的一般

解以及有限平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题的一般解。且根据结果可知，

有限大平面含异性夹杂问题的一般解经过适当的简化可以退化到无限大平面含异性夹

杂问题的一般解和有限同性夹杂问题的一般解。



4 无限大平面含非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题

23

4 无限大平面含非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题

4.1 引言

无限大平面圆形异性夹杂问题在材料工程、纤维增强复合材料力学以及其他工程

领域十分常见。如环形试件在淬火过程中残余应力的产生，以及钛合金基体复合材料

中半导体纤维的碳单纤维核的纳米尺度残余应力问题等。同时圆形夹杂问题由于几何

形状简单使得寻找到其解析解成为可能。

在一般的文献中，圆形夹杂问题通常由椭圆形夹杂问题退化得到，尽管圆形夹杂

在某些特殊情况下具有很好的对称性。只有极少的文献对非均匀特征应变的圆形夹杂

问题进行过研究，如 Mara[1]和 Rahman[36]分别分析了特征应变为多项式分布形式时的圆

形同性夹杂问题；Sharma 和 Sharma[37]研究了特征应变为高斯以及指数分布时的椭球形

同性夹杂问题。该问题的主要困难在于异性夹杂以及特征应变是任意时的情况。

同时自然界中有许多常见且物理意义明确的现象，如热、扩散以及成分梯度等，

这些现象所引起的特征应变通常是关于圆心呈对称分布的。基于此，本章将对含非均

匀对称特征的圆形异性夹杂问题进行研究，如图 4-1 所示，夹杂区域的大小为 1  ，

其中 2 2x y   ，该区域中分布有非均匀对称的特征应变。

图 4-1 无限平面圆形异性夹杂问题

本章第 2 节首先给出无限大平面含非均匀对称特征的圆形同性夹杂问题的解答；

随后在第 3 节给出无限大平面含非均匀对称特征的圆形异性性夹杂问题的解答；第 4
节通过两个具体实例演示第 3 节中解的应用；最后在第 5 节得出结论。
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4.2 无限大平面含非均匀对称特征应变圆形同性夹杂问题解答

假定夹杂区域为 2 2
1x y    ，其内分布有满足  0 0

11 22 0     ， 0
12 0  的非

均匀对称特征应变，基体区域 1  内无特征应变，如图 4-2 所示：

图 4-2 无限大平面圆形同性夹杂问题

由式（2-24）知，夹杂区域内任意一点  0 0,x y 处的特征应变所引起的弹性应变场

为：

   
   
   
   

   
   

2 2
0 0

22 2

2 2
0 0

22 2

0 0
22 2

2

1

2

1

2 2

1

xx

yy

xy

y x

x y

x y

x y

xy

x y

 


 

 


 

 


 




 




 

 
 

（4-1）
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再利用式（2-25）对其进行积分，即可得到由整个夹杂区所引起的弹性应变场：

 
   

   
 
 

 

 
   

   
 
 

 

 
   

   
 

 

1

1

2 2 2 2
2

0 0 0 0 0 0 02 20 02 2 2 2

2 2 2 2
2

0 0 0 0 0 0 02 20 02 2 2 2

2

0 0 02 202 2 2 2

2 2
11

2 2
11

2 2 22
11

xx

yy

xy

y x y x
d d d

x y x y

x y x y
d d d

x y x y

xy xy
d d

x y x y

 

 



       
  

       
  

   
  







  
   
    
  
   
    


    
  

  

  

   1

0 0 0 00
d


   







（4-2）

此处，  表示夹杂区域的面积，  2 2 2
0 0 0x y   ，    0 0 0cosx x x x      ，

   0 0 0siny y y y      。

需要特别指出的是，如下两个等式在下面的计算中发挥着重要作用：

 
 

   

   

 
 

 

 

 
   

   

2 22 2
2 2 0 0 0 0

0 02 20 0 2 22 2
0 0 0 0

2 2
2 2 2

022 2

2 2 2
0

2 0 0 0 0
0 02 20 2 22 2

0 0 0 0

sin cos

sin cos

2
,

0,                   

sin cos

sin cos

y xy x
d d

x y y x

y x
x y

x y

x y

y xyx d d
x y y x

 



   
 

   






   
 

   

     
     

 
    


 
 


     

 



 
 

 

 

2

0

2 2 2
022 2

2 2 2
0

2
,    

0,                    

yx
x y

x y

x y









   


 



（4-3）

使用上述两个等式，可由式（4-2）得到任意一点  ,x y 处的应力和应变。
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4.2.1 夹杂区域外的应变场和应力场

利用式（4-3），通过对式（4-2）求解可以得到，当 1  ，其中  2 2 2x y   时

任意一点的应变为：

 
 
 

   
 
 

 

 
 
 

   
 
 

 

 
 

 
 

1 1

1 1

1

2 2 2 2
2

0 0 0 0 0 0 0 0 02 20 0 02 2 2 2

2 2 2 2
2

0 0 0 0 0 0 0 0 02 20 0 02 2 2 2

2

0 0 0 020 0 2 2

2 4
1 1

2 4
1 1

4
1

xx

yy

xy

y x y x
d d d

x y x y

x y y x
d d d

x y x y

xy
d d

x y

  

  

 

         
  

         
  

     
 

  
  
    
  
   
    
 
  
   

  

  

   
 

 
 1

0 0 0 0 02 02 2
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1

yx
d

x y


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











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 


（4-4）

式（4-4）的极坐标表示为：

     

     

 

1

1

02 0

02 0

4
1
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0
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r

d

d








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 

     
 

 

  


 
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



 （4-5）

利用本构方程（2-5），并略去中间的计算过程可得夹杂区域外任意一点处应力的

极坐标表示为：

     

     

 

1

1

0 0 0 02 0

0 0 0 02 0

1 8
1
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0
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
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



     
 
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 

 

  


 
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

 （4-6）
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4.2.2 夹杂区域内的弹性应变场和应力场

当计算夹杂区内 1  ，其中  2 2 2x y   时的应变场和应力场时，由于积分式

（4-2）会产生奇异性，因此该种情况和计算夹杂区域外应变场和应力场的情况有所不

同。下面将给出具体的求解细节。
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  
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（4-7）

其中：  ij   表示极坐标  正方向极限的应变值，如图 4-2 所示，此应变是由在圆

 2 2x y   内部和边界上的特征应变所引起的弹性应变。

在此需要强调的是，根据等式（4-3）， 0  区域的特征应变不会引起  处的弹

性变形。式（4-7）的极坐标的形式为：

     
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 
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



 （4-8）

由此可以得到在  处的应力为：
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 
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 
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   

 
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 

         
               
         

   

（4-9）

式中： —— 拉梅常数。
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接下来利用图 4-3 来说明如何通过  ij   来计算 2 2x y   上的应力  ij  。

图 4-3 隔离体法求解应力  ij 

在 2.1.2 节中曾经指出特征应变可以等效于体力，而当 0  时材料的体积也逐

渐趋于 0，因此特征应变可以忽略不计，从而得到如下关系：

     
0

lim rr rr rr
      

 
  （4-10）

根据圆环的经典弹性解[38]，可以得到    rr    ，因此：
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                                   



（4-11）

对式（2-5）取逆，即可得到夹杂区内任一点的的弹性应变：

   
 

 
       
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        
     



    
                      

e C σ

（4-12）
式中C 为基体材料#1 的弹性模量， e、σ 分别为一点处的弹性应变和应力。各个量的
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具体表达式为：

2
2

2

  
  



 
   
  

C ， rr

r









 
   
  

σ ， rr

r

e
e
e





 
   
  

e （4-13）

若式（4-1）中的特征应变为常数，即  0 0 0   ，则（4-11）退化为：

       
0 04

1 1rr 
 

   
 

    
 

（4-14）

该结果与 Eshelby 所得的结果完全相同[1]。

4.2.3 夹杂区域内的总应变场

接下来，将求解 1  内的总应变，由式（2-1）知，夹杂区域内的总应变等于弹

性应变和特征应变之和，即：

     0 1 0     ε e ε C σ ε （4-15）

其中C ， e ，σ 的表达式见式（4-13）， ε， 0ε 分别为一点处的总应变和特征应变，其

具体表达式如下：
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  
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       
     

0ε （4-16）

则根据式（4-12）与（4-15）得任意一点处总应变的表达式为：

 
 
       

 
 

0

0 0 0 0 02 0

1
4 1

1
0 0

rr

r

d






   
       

   
 

    
                   

 （4-17）

由此得到了无限大平面非均匀对称特征应变圆形同性夹杂问题的解。下面将利用

该解得到相应异性夹杂问题的解。

4.3 无限大平面含非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题解答

本节将研究含非均匀对称特征应变的圆形异性夹杂问题。如图 4-4（a）所示，基

体区域的材料为#1，夹杂区域的材料为#2，非均匀对称特征应变分布于夹杂区 1  内，

基体 1  内无特征应变。
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图 4-4 无限大平面圆形异性夹杂问题的等效变换

由 3.2 节的等效特征应变原理，可将异性夹杂问题（a）转变为相应的同性夹杂问

题（b）。根据式（3-4），可得等效后（b）中的特征应变 0ε 满足：

   1,  0 * * *= - +Cε C C ε C ε （4-18）

其中C ， *C 分别为基体和夹杂材料的弹性张量，ε为总应变， 0ε 为等效后的特征应变，
*ε 为夹杂区的对称分布的特征应变，为下述方便起见，这里列出上述各个量的具体表

达式：

2 2 2
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2 , 2
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r r r
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  
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          
         

0

C C

ε ε ε

（4-19）

由于    * *
ij ij     为对称分布，根据对称性可知，等效后的特征应变和总应变

也必须是对称分布的，即    0
0ij ij     ，    ij ij     将其代入到式（4-18）可得：
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 



（4-20）
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通过对上式化简可得：

       *
0 0 12 0

1 ,d

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   （4-21）

其中：
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  

。

通过解式（4-21）即可求得  0  为：

       2 *
0 12

1 ,d d C
d


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 

       
 （4-22）

将式（4-22）回带到式（4-21）即可确定常数C。

当  0  确定后，再利用 4.2 节式（4-5）（4-6）（4-11）与（4-17）即可得到夹杂

区域内外任意一点处的应变和应力，至此，无限大平面含非均匀对称特征应变圆形异

性夹杂问题得到了一般解答。

作为本节的结束，给出一个典型的算例来演示上述解的使用方法，设  *  为  的

多项式级数形式，即：
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将上式带到式（4-22），然后再将得到的结果回带到式（4-21）可以得到：
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根据式（4-5）和（4-6）基体 1  内任意一点的应力和应变分别为：
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利用式（4-11）和（4-17）可得夹杂区 1  内任意一点处的应力和总应变：
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 （4-28）

4.4 应用

4.4.1 异性夹杂中心处含点热源的热变形问题

以下两小节结合工程实际给出圆形异性夹杂的两个具体应用。正如 Yoshikawa 与

Hasebe[39]所言，点热源问题是热弹性力学的基本问题之一，该问题在土木工程、力学

以及微观力电设备系统中上有很多应用。

此处假定点热源位于异性夹杂区的中心，如图 4-5 所示，设基体区域的材料为#1，
热传导率为 1k ，热膨胀系数为 1 ，夹杂区域的材料为#2，热传导率为 2k ，热膨胀系数

为 2 ，点热源的总热流密度为Q。

图 4-5 点热源位于夹杂中心的异性夹杂问题
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根据傅里叶热传导方程，温度场达到稳态后在夹杂区和基体的分布为：

1 1
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（4-29）

从而该夹杂问题的特征应变可以表示为：
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（4-30）

由式（4-21），等效后的特征应变  0  满足：
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通过对上式求解得：
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（4-32）

因此根据式（4-11）在夹杂区  1  内任意一点处的应力为：
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（4-33）

再根据式（4-5）在基体  1  内任意一点处的应力为：

       

       

     

 
 
   

 

1

1

1

1

1

1

02 0

* #1
02 0

2 122 0

1 2 2
2 1 1 1 11

22

8
1

8
1

8 2 1 1ln ln
1 2 2

1 2ln8 1 1 2ln 1 2
1 2 2 4 42

rr d

d d

A d A d

A A A





 



 






       
 

        
 

     
    

  
   

  


     

  
     

      

           
     



 

 

1ln


       
（4-34）
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若材料#1 和#2 为同一种材料（此时 0  ），式（4-33）可退化为：

         
1

02 0

28 11 2ln
1 1rr

Ad



       

   
 

         
 （4-35）

该结果也可通过式（4-33）令 1 0  得到。同时需要指出的是，该解很难用其他

现存的方法得到，包括 Eshelby 等效夹杂法，这也说明了等效特征应变原理在解决异性

夹杂问题上的高效性与实用性。

4.4.2 纳米夹杂的特征应变模型

为描述纳米尺度下固体表面的张力，Gurtin 与 Murdoch[40-41]提出了著名的薄膜类型

的表面模型。Steigmann 和 Ogden[42]进一步推广了该模型并考虑了挠曲阻力效应。在这

些模型中，物体的表面被认为是厚度为 0 且承受无限大表面应力的边界，这些模型被

广泛地应用在纳米夹杂问题之中。最近，Markenscoff 和 Dundurs[43]提出了一种有限厚

度的界面模型，该模型界面中分布着均匀的特征应变，利用该模型可以解释曲率效应

并在表面产生有限的表面应力。

本章利用等效特征应变原理解决了圆形异性夹杂问题，下面将以圆形夹杂问题为

基础建立一种简明的纳米夹杂模型。如图 4-6 所示，假定特征应变分布在材料#2 的内

表面，其厚度为 h，即：

   * *
0 0 0 1 0 1, , h            （4-36）

其中 h可以理解为纳米尺度下边界效应或粘合层的厚度。

由式（4-21）知，等效后的特征应变  0  满足：

         * *
0 0 0 12 0

1 ,d H


             


     （4-37）

其中： 0( )H   为 Heaviside 函数。当 0  时其值为 0；当 0  时其值为 1。

对上式进行求解可得：

   

       

0 0

*
2 2

0 0 0 12

0,

2 ,
2 2

 


   

       
  

 


 


           

（4-38）
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图 4-6 新型纳米夹杂模型

由此根据式（4-11）在夹杂区  1  内任意一点处的应力为：

       
 

     

0

2 2*
02 00

0 12

0,  
8

81 ,
1 2

rr d


 




 
             

  

 






             



（4-39）

再根据式（4-5）在基体  1  内任意一点处的应力为：

       
1

2 2*
1 0

02 20
1

8 8
1 1 2rr d

 

 

       
     

  
        

 （4-40）

从而可以看出参数 1 和 h影响着夹杂区域内外的应力分布，因而可以说此处描述

了宏观、微观以及纳米力学中的尺寸效应。该法亦可应用于纳米纤维增强复合材料中。

下面讨论该问题的两种退化形式：

（1）若材料#1 和#2 为同一种材料（此时 0  ），即，夹杂材料与基体材料相同，

此时式（4-39）与（4-40）退化为：

       
 

   

0

2 2*
02 00

0 12

0,  
8

41 ,
1

rr d




 
             

 




             



（4-41）
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     
1

2 2*
1 0

0 12 20

8 4 ,
1 1rr d




         

   
 

        
 （4-42）

该退化形式给出了环形分布的特征应变夹杂问题的解。

（2）令厚度 0h 且 *
sh Const   ，则：

   
 

   

1

1
1

0                ,
8 ,

1
rr s

 
    

 
 

 
    

（4-43）

 
1

12

8 ,
1

s
rr

 
   

 
   


（4-44）

该解即为与 Gurtin-Murdoch[40-41]模型类似的薄膜模型，该模型反映了界面尺寸效

应。

4.5 本章小结

本章在第三章的基础上利用等效特征应变原理依次解决了无限大平面含非均匀对

称特征应变圆形同性以及异性夹杂问题，并得到了相应的解析解。通过解的退化可以

看出，当特征应变均匀分布时，所得结果和 Eshelby 所得结果一致。该解析解在土木工

程，机械工程、材料微观力学、复合材料力学以及纳米夹杂问题中有着广泛的应用，

本章中利用所得解析解，对两个具体的工程问题，即异性夹杂中心处含点热源的热变

形问题和纳米夹杂的特征应变问题，进行了求解。
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5 有限平面含非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题

5.1 引言

上一章介绍了无限大平面含圆形异性夹杂问题，并给出了该问题的解析解，但在

实际的工程应用中，往往基体区域的尺寸大小与夹杂区域尺寸的大小相比并不是无限

大，因此基体边界的尺寸效应一般是不可忽略的。

在过去的 15 年里，一些学者对该问题进行了研究。如 Li 和 Wang[44-45]重点研究了

圆形基体中心含均匀分布特征应变的圆形同性夹杂问题，并给出了当基体外边界位移

自由时的 Dirichlet-Eshelby 张量，以及当基体外边界应力自由时的 Neumann-Eshelby 张

量；Liu[46]研究了 2D 平面同性周期夹杂问题，并将结果表示成了柯西积分的形式；

Mejak[47]研究了对称分布在有限球形基体中的球形同性夹杂问题。但对有限平面异性夹

杂问题的研究并不是很多。同时正如前一章所述，圆形夹杂问题在工程领域十分常见，

且当夹杂区位于基体的中心、特征应变关于夹杂中心呈对称分布时，该问题有很好的

对称性，正是基于这些原因，本章对含非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题进行研

究。如图 5-1 所示，基体的大小为 1 2    ，边界自由，夹杂区域的大小为 1  ，

该区域中分布有非均匀对称的特征应变。

图 5-1 有限平面圆形异性夹杂问题

本章第 2 节首先给出有限平面含非均匀对称特征的圆形同性夹杂问题的解答；随

后在第 3 节给出有限平面含非均匀对称特征的圆形异性性夹杂问题的解答；第 4 节通

过两个具体实例演示第 3 节中解的应用；最后在第 5 节得出结论。
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5.2 有限平面含非均匀对称特征应变圆形同性夹杂问题解答

假定夹杂区域为 2 2
1x y    ，其内分布有满足  0 0

11 22 0     ， 0
12 0  的非

均匀对称特征应变，基体区域 1 2    内无特征应变，如图 5-2（a）所示。

由 3.3 节知，利用叠加原理上述问题可以分解为如下两个问题：如图 5-2（b），（c）
所示，其中图 5-2（b）所示为一无限大平面含同性夹杂的问题，夹杂区域仍为 1  ，

且夹杂区含有非均匀对称特征应变 0
ij ；图 5-2（c）所示为一个只含边界力 f 的一般

弹性力学问题（由下文知 0f  ，因此未在图中标出）；

下面首先来求 f 的值，由边界条件（2-12）可知，在 2  边界上：

1 2

1 2

rr r

r

f n n
f n n
 

  

 

 

 


 
（5-1）

式中 1n ， 2n 分别为边界单位外法线向量与圆轴向和环向的夹角余弦，即 1 1n  ， 2 0n  。

将 1 1n  ， 2 0n  以及式（4-6）求得的 2  边界上的应力代入到式（5-1），有：

   1

0 0 0 02 0
2

1 8
1

0

f d

f







    
 

   
 


（5-2）

需要指出的是，这里求得的 f 的值和直接利用对称性所得的结果一致。

由式（5.2）知图 5-2（c）为均匀受压圆盘，根据弹性力学易知该问题的应力和应

变分别为：

       

 

1

0 0 0 02 0
2

1 8
1

0

rr

r

d






       
 

 

   
 


（5-3）

       

 

1

0 0 0 02 0
2

4
1

0

rr

r

d






       
 

 

   
 


（5-4）
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图 5-2 有限平面圆形同性夹杂问题

问题（c）得到了完全解答，而问题（b）的解由第 4.2 节可以得出，利用叠加法下

面将分别给出问题（a）夹杂区域内外的应变场和应力场。

5.2.1 夹杂区域外的应变场和应力场

利用式（4-5）、（4-6）、（5-3）与（5-4），可得，当 1 2    ，其中  2 2 2x y  

时任意一点的应力和应变分别为：

 
 
         1 1

0 0 0 0 0 0 0 02 20 0
2

1 1
1 8 1 81 1

1 1
0 0

rr

r

d d


 



 
          

   
 

     
                      

 

（5-5）
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 
 
           1 1

0 0 0 0 02 20 0
2

1 1
4 41 1

1 1
0 0

rr

r

d d


 



 
         

     
 

     
                       

 

（5-6）

5.2.2 夹杂区域内的总应变场和应力场

当 1 2    时，利用式（4-11）、（4-17）、（5-3）与（5-4），任意一点的应力和总

应变分别为：

 
 
         1

0 0 0 0 0 0 0 02 20 0
2

1 1
8 1 81 1
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0 0
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r

d d


 



 
          
   

 

     
                      

 

（5-7）
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             





ε C σ ε

（5-8）

其中C 为基体材料#1 的弹性模量， e、σ 分别为一点处的弹性应变和应力。各个量的

具体表达式见式（4-13）与（4-16）。
特别地，由式（5-5）、（5-6）、（5-7）与（5-8）可以看出，当基体逐渐区域无限大

时，各式的第二项逐渐趋于 0，所得的结果将退化为式（4-5）、（4-6）、（4-11）与（4-17）。
由此得到了有限平面含非均匀对称特征应变圆形同性夹杂问题的解。下面将利用

该解得到相应异性夹杂问题的解。

5.3 有限平面含非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题解答

本节将研究含非均匀对称特征应变的圆形异性夹杂问题。如图 5-3（a）所示，基

体区域的材料为#1，夹杂区域的材料为#2，非均匀对称特征应变分布于夹杂区 1  内，

基体 1  内无特征应变。
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图 5-3 有限平面圆形异性夹杂问题的等效变换

由 3.4 节利用等效特征应变原理，可将异性夹杂问题（a）转变为相应的同性夹杂

问题（b）。根据式（3-29），可得等效后（b）中的特征应变 0ε 满足：

   1,  0 * * *= - +Cε C C ε C ε （5-9）

其中C ， *C 分别为基体和夹杂材料的弹性张量，ε为总应变， 0ε 为特效后的特征应变，
*ε 为夹杂区的对称分布的特征应变，各个量的具体表达式见式（4-19），这里不再赘述。

由于    * *
ij ij     为对称分布，根据对称性可知，等效后的特征应变和总应变

也须是对称分布的，即    0
0ij ij     ，    ij ij     将其代入到式（5-9），得：

     

   
      

    

1

*
0 2 2

0 0 0 0 02 0
2

2 2

0 0 0 02 0

4
1

4
1

d

d





       

     
   

   
    

   

  

           
   




（5-10）

对上式进行化简得：

       *
0 0 12 0

1 ,d D


          


    （5-11）

其中：
   

     
2 2

2 2

4
1
    


    

    
  

，  1

0 0 0 02 0
2

D d
    


   。
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通过对式（5-11）求解，得：

      2 * 1
0 12

1 2 ,d D d C
d

 
         

 




  
     

  
 （5-12）

将式（5-12）回带到式（5-11）即可确定常数C和D。

当  0  确定后，再利用 5.2 节式（5-5）、（5-6）、（5-7）与（5-8）即可得到夹杂

区域内外任意一点处的应变和应力，至此有限平面含非均匀对称特征应变圆形异性夹

杂问题得到了一般解答。

这里，若基体区域趋于无穷大，则D将趋于 0，式（5-12）退化为（4-22），由此

可以看出，通过令基体区趋于无穷，有限平面非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题

的解即可退化为相应无限大平面异性夹杂问题的解，这和第三章中的结论一致。

作为本章的结束，下面将该解应用到实际的工程中，进而说明该解如何使用并对

所得结果的正确性起到验证作用。

5.4 应用：厚壁圆筒的过盈配合问题

如图 5-4 所示，内筒为实心圆筒，材料为#1，半径为 1  ,；外筒为空心圆筒，

材料为#2，内半径为 1 ，外半径为 2 ，将内筒和外筒进行装配，则装配后的特征应变

为：

*
1

1

,  


  （5-13）

图 5-4 厚壁圆筒的过盈配合
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由式（5-11），等效后的特征应变  0  满足：

       *
0 0 12 0

1

1 ,d D
           

 
     （5-14）

通过对上式求解得：

       0 1
1

2 ,
2 1 H

   
 

 
 

（5-15）

其中：
   

     
2 2

2 2

4
1
    


    

    
  

，
2
1
2
22

H 
 

 


。

因此根据式（5-7）在夹杂区  1  内任意一点处的应力为：

 
 
       

2
1
2
2 1

1
81 1

1 2 1
0

rr

r

H





 
   
   

 

   
                 

（5-16）

再根据式（5-5）在基体  1 2    内任意一点处的应力为：

 
 
             

2 2
1 1
2 2

1 2 1

1 1
8 81 1

1 2 1 1 2 1
0 0

rr

r

H H





 
     
       

 

     
                          

（5-17）

将 3 4v   代入式（5-16）或（5-17）可得过盈配合的接触应力为：

     
2 2
2 1

2
1 2

2
1 2 1rr v H

  
  


 

  
（5-18）

负号代表接触应力为压应力，将上式化简后，得：

 
           

2 2
2 2 1

2 2 2 2
1 2 2 2 1 2 2 2 11 2 1 1 1 2 1rr

EE

E v v E v E v v

 
    


 

       
（5-19)

式中： E， 2E —— 外筒和内筒的弹性模量； v， 2v —— 外筒和内筒的泊松比。

若该问题处于平面应力状态下，即将 E 替换为    21 2 / 1E v v  ， v替换为

 / 1v v ，则式（5-19）变为：

 
       

2 2
2 2 1

2 2 2 2
1 2 2 1 2 2 2 11 1 1rr

EE

E v E v E v

 
    


 

     
（5-20）

该结果与经典弹性力学所得结果完全一致[48]。
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若材料#1 和#2 为同一种材料，式（5-20）可退化为：

 2 2
2 1

2
1 22rr

E  
 


  （5-21）

5.5 本章小结

本章在前两章的基础上依次解决了有限平面含非均匀对称特征应变圆形同性以及

异性夹杂问题，并得到了相应的解析解。该解通过退化后，可以得到无限大平面相应

夹杂问题的解。最后利用所得解析解，对厚壁圆筒过盈配合问题进行了求解，所得结

果和弹性力学经典解相同。
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6 结论与展望

6.1 结论

本文利用等效特征应变原理和叠加原理，分别研究了无限大平面含任意形状任意

特征应变的异性夹杂问题、有限平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题以及有

限平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题，所得结论归纳如下：

（1）利用等效特征应变原理，将无限大平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂

问题转化为无限大平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题，从同性夹杂问题的

一般解给出了该异性夹杂问题的一般解；

（2）应用叠加原理将有限平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题分解为无

限大平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题和一个带边界条件的一般弹性力学

问题，并证明了该分解的正确性，根据无限大平面含任意形状任意特征应变的同性夹

杂问题的一般解，给出了有限平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题的一般解；

（3）利用等效特征应变原理，将有限平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问

题转换为有限平面含任意形状任意特征应变的同性夹杂问题，根据有限平面含任意形

状任意特征应变的同性夹杂问题的一般解得到了有限平面含任意形状任意特征应变的

异性夹杂问题的一般解；.
（4）在无限大平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题一般解的基础上，进

一步地针对无限大平面非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题进行了研究，并给出了

该问题的解析解，从所得结果可以看出，当该对称特征应变退化为均匀分布的特征应

变时，退化后所得结果和 Eshelby 所得结果一致；

（5）使用有限平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题的一般解，求解了有

限平面非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题，并给出了该问题的解析解，而后使用

该解析解研究了厚壁圆筒的过盈配合问题，从所得结果可以看出，该结果和经典弹性

力学所求结果一致。

6.2 展望

在以上研究的基础上，结合本文的结果，进一步研究工作可从以下几个方面展开：

（1）本文给出了无限大平面、有限平面含任意形状任意特征应变的异性夹杂问题

的一般解，并使用该一般解得到了无限大平面、有限平面含非均匀对称特征应变圆形

异性夹杂问题的解析解，为了得到其他问题的解析解，可考虑椭圆形异性夹杂问题以

及线型异性夹杂问题；

（2）在求解无限大平面、有限平面含非均匀对称特征应变圆形异性夹杂问题时，

巧妙的使用了对称性，从而得到了该问题的解析解，而对更一般的夹杂形状，则无此
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性质，进一步的可利用数值解法来求解更一般形状的夹杂问题。

（3）本文所研究的夹杂问题均为二维夹杂问题，可据此进一步地对三维夹杂问题

进行研究。
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