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主要内容与基本要求

主要内容

信道的模型与分类；

互信息的定义，计算；

信道容量的定义，计算，对称信道的信道容量；

基本要求

了解信息信道的模型建立方法；理解和掌握互信息的概念、性质和

计算方法；

理解信道容量的概念；理解凸函数的含义和性质，了解用凸函数这

一数学工具分析信道容量的方法；

理解和掌握非对称信道的信道容量的求解方法、对称信道的信道容

量的求解方法。
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3.0  引言

信息论定量地研究信息在传输过程中的统计特性。

信道是传输信息的载体，其任务是以信号的形式传输和存储信息。

研究使用信道一次能够传输多少信息（互信息）；研究信道使用一次

平均能够传输多少信息（平均互信息或互信息熵）。

人们总是希望在可靠的前提下，信道能传输的信息越多越好。信道平

均所能传输的最大信息量就是信道容量。信道传输信息的多少不仅与信

道本身的特性有关，还与承载信息的信号形式和信源输出符号的统计特

性有关。

本章主要讨论在什么条件下，通过信道的信息量最大。

首先简单介绍信道模型及其分类；然后讨论互信息和互信息熵；最

后，讨论单用户（无记忆、无反馈、离散）信道的信道容量。
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3.1  信道的模型与分类

数据输入

数符序列
成形

波形信号
信道h(t)，H(w)

畸变了的
波形信号

抽样
数据输出

数符序列
判决

1 1

0 0

1.05 0.9

-0.9 -1.1

1 1

0 0

波形信道

信息（数据）信道
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3.1  信道的模型与分类

一般信道的数学模型：

信道的分类

根据输入输出随机信号的特点可以分为离散信道、连续信道、半离散

（或半连续）信道以及波形信道。

根据用户数量可以分为单用户信道和多用户信道。单用户信道是指只

有一个输入端和一个输出端，信息只朝一个方向传输。

根据信道的记忆特性可分为无记忆信道和有记忆信道。如果信道的输

出信号仅与当前输入信号之间有转移概率关系，而与其它非该时刻的输

入、输出信号都无关，就是无记忆信道。

根据信道输入端和输出端的关系可分为无反馈信道和反馈信道。

根据信道参数与时间的关系可以分为固定参数信道和时变参数信道。

有干扰信道与无干扰信道；随机差错信道与突发差错信道。

( )|P Y X YX
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前向转移概率

：输入端发0，信道传输后，

输出端收到0的概率；

：发0收1的概率；

：发1收0的概率；

：发1收1的概率。

3.1  信道的模型与分类

离散信道的数学模型：输入取值集合 ，输出取值

集合 。前向转移概率 ，它描述了输入信号和输

出信号之间的统计依赖关系，显然应有 。

例：二元离散无记忆信道模型

BDMC：Binary Discrete Memoryless Channel。

p(b1|a1)

p(b2|a1)

p(b1|a2)

p(b2|a2)

X

a1=0

a2=1

Y

b1=0

b2=1

( )1 1|P b a

( )2 2|P b a

( )2 1|P b a

( )1 2|P b a

{ }1 2, , MX a a a∈
{ }1 2, , NY b b b∈ ( )|P y x

( )| 1
y

P y x =∑
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3.1  信道的模型与分类

特例1：二元对称信道（BSC：Binary Symmetric Channel）

　

其中 为传输出错的概率，一般而言：

当 时，表示输出和输入无关，强噪信道。强噪信道是不能传递

信息的。

当 时，理想信道。 1－ε

1－ε

ε

ε

0

1

0

1

( ) ( )1 1 2 2| | 1P b a P b a ε= = −

( ) ( )1 2 2 1| |P b a P b a ε= =

ε 1 2ε ≤
1 2ε =

0ε =
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3.1  信道的模型与分类

特例2：二元删错信道

          P(0/0)       0    Y 

X   1 - ε1 - ε2               P(0/1) 

0        ε1  

       ε2               P(E/0)      

      ε2            P(E/1)         E 

1           ε1         P(1/0) 

       1 - ε1 - ε2                    

                      P(1/1)      1 

1－ε

ε

ε

1－ε

0

1

0

E

1
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3.2  互信息

互信息的物理意义是信道一次传过的信息量。

3.2.1离散无记忆信道(DMC)的互信息

离散：指信道输入、输出的随机序列的取值在幅度上都是离散的。

无记忆：信道的输出仅与当前的输入有关。

信道的数学描述

设信道输入 ，信道输出 ， 与 的

联合概率分布为 。由它易求得：

输入概率分布： 输出概率分布：

前向转移概率分布： 后向转移概率分布：

{ }1 2, , , KX a a a∈ { }1 2, , , JY b b b∈ X Y
( ),k jP a b

( ) ( ),j k j
k

P b P a b= ∑( ) ( ),k k j
j

P a P a b= ∑

( ) ( )
( )

,
| k j

j k
k

P a b
P b a

P a
= ( ) ( )

( )
,

| k j
k j

j

P a b
P a b

P b
=
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3.2  互信息

直观来看，信道一次传多少信息与两个因素有关，一是输入的分布，

二是前向转移分布，也就是要知道输入和信道的特性。

如信道输入 ，则输入信道的信息量为：

传过信道后，收方收到 ，则接收后 所含的信息量变为：

传输前后 的信息量发生了变化，所以传过的信息量为：

ka

( ) ( )
1logk

k

I a
p a

=

jb ka

( ) ( )
1| log

|k j
k j

I a b
p a b

=

ka

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

|1 1; | log log log
|

k j
k j k k j

k kk j

p a b
I a b I a I a b
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− = − =
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3.2  互信息

可见，经过信道传输后，不确定性发生了变化，这个变化的得来是因

为信道传输，也就是信道传输消除了一些不确定性，即传输了一些信息

量。这个传过的信息量就是前后不确定性的变化，即传输前后 的信息

量之差。

稍做变换，可得：

此式说明互信息具有对称性，也可以合说成是 和 间的相互信息，

英文中称为mutual information。

当信道没有干扰时，信源发 ，信宿获取其全部信息量，即信源信

息通过信道全部流到信宿，此时有：

ka

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )| | , |

; log log log log ;k j k j j k j j k
k j j k

k k j k j j

p a b p a b p b p a b p b a
I a b I b a

p a p a p b p a p b p b
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ka jb
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3.2  互信息

上面的互信息是某次传输通过信道的信息量，它是个随机量。因此

有必要研究一次传输平均通过的信息量，这就是平均互信息，即互信息

熵。

一般写作：

可正、可负、可为0；而 具有非负性。

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ), ,

|
; ( ; ) , ; , log k j

k j k j k jXY k j k j k

p a b
I X Y E I x y p a b I a b p a b

p a
≡ = =∑ ∑

( )
,

, ,

; ( ; ) ( , ) ( ; )

( | ) ( | )( , ) log ( , ) log
( ) ( )

x y

x y x y

I X Y I Y X p x y I x y

p x y p y xp x y p x y
p x p y

= =

= =

∑

∑ ∑

( );I x y ( );I X Y

2013-3-9 《信息论与编码》－－信道与信道容量 14

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

3.2  互信息

互信息熵变形1：

( )
,

, ,

( | ); ( , ) log
( )

1 1( , ) log ( , ) log
( ) ( | )

x y

x y x y

p x yI X Y p x y
p x

p x y p x y
p x p x y

=

= −

∑

∑ ∑

,

1 1( , ) log ( ) ( | ) log
( ) ( )
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x y x

p x y p x p y x
p x p x

p x p y x p x
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=

= =

∑ ∑∑
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,
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p x p x y
p x p x y

= −∑ ∑
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3.2  互信息

输入熵： 的先验不确定度

条件疑义熵：表示收到变量 后，对随机变量 仍然存在

的不确定度，代表了在信道中损失的信息，因此又叫损失熵。

意义：输入熵减去因噪声干扰丢掉的疑义熵，就是传过的熵。

互信息熵变形2 ：

由互信息的对称性，可得

信宿熵

( )|H X Y
( )H X X

XY

( )H X

( )|H X Y

( );I X Y

( ); ( ) ( | )I X Y H Y H Y X= −

( )H Y

( );I X Y ( )H Y

( )|H Y X
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3.2  互信息

噪声熵：表示发出随机变量 后，对随机变量 仍然存在

的平均不确定度。如果信道中不存在任何噪声，发送端和接收端必存在

确定的对应关系，发出 后必能确定对应的 ，而现在不能完全确定对

应的 ，这显然是由信道噪声所引起的。

意义：传过的熵加上干扰引入的噪声熵，是输出端获得的信息熵。

互信息熵变形3：

由联合熵与条件熵之间的关系：

( , ) ( ) ( | ) ( ) ( | )H X Y H X H Y X H Y H X Y= + = +

( )|H Y X X

YX

Y

Y

( )H X

( )|H X Y

( );I X Y ( )H Y

( )|H Y X

( )H X

( )|H X Y

( );I X Y ( )H Y

( )|H Y X
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3.2  互信息

将其代入 ，有：( ; ) ( ) ( | )I X Y H X H X Y= −

[ ]
( ; ) ( ) ( | )

( ) ( , ) ( )
( ) ( ) ( , )

I X Y H X H X Y
H X H X Y H Y
H X H Y H X Y

= −

= − −

= + −

( )XH ( )YXH ( )XYH ( )YH( )YXI ;

( )YXH ,

各种熵之间
的关系可用
文氏图表示
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3.2  互信息

变形总结

),()()(
)|()(
)|()(

)()(
),(log),(

)(
)|(log),(

)(
)|(log),(

);(),();(),(
);();(

,

,,

, ,

YXHYHXH
XYHYH
YXHXH

ypxp
yxpyxp

yp
xypyxp

xp
yxpyxp

xyIyxpyxIyxp
XYIYXI
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yxyx

yx yx

−+=
−=
−=

=

==
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=

∑

∑∑

∑ ∑
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3.2  互信息

下面考察理想信道和强噪信道两种极限情况下的互信息熵。

表示从 中提取的关于 的信息量。

表示从 中提取的关于 的信息量。

当 和 统计独立时，就不可能从一个随机变量获得关于另一个随

机变量的信息，因为统计独立的随机变量间不提供任何启示，互相毫无

关系，所以 。而强噪信道的输入和输出相互独立，

所以它们不可能相互得到信息。结论：强噪信道不能用来传信息。

当两个随机变量 和 一一对应时，从一个变量就可以充分获得关

于另一个变量的信息，即 ，也就是说

从 中可以完全获得 的信息，从 中也可以完全获得 的信息。而理

想信道的输入和输出就是一一对应的。结论：理想信道可传输所有输入

的信息。

( );I X Y

( );I Y X

X

YX
Y

( ) ( ); ; 0I X Y I Y X= =

( ) ( ) ( ) ( ); ;I X Y I Y X H X H Y= = =
X X

X

Y Y

Y

X Y
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3.2  互信息

例1：理想（无噪无损）信道

信道模型，前向转移概率：

联合概率

互信息熵为：

1
( | )

0j k

k j
p b a

k j
=⎧

= ⎨ ≠⎩

( )
( , ) ( ) ( | )

0
k

k j k j k

p a k j
p a b p a p b a

k j
=⎧

= = ⎨ ≠⎩

,

,

( | )( ; ) ( , ) log
( )
( | )

( , ) log
( )

1( ) log
( )

( )

x y

k j
k j

k j k

k
k k

p x yI X Y p x y
p x
p a b

p a b
p a

p a
p a

H X

=

=

=

=

∑

∑

∑

( ; ) ( )
( )

I X Y H X
H Y

=
=

( ) ( )| | 0H X Y H Y X= =

1

1

1
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3.2  互信息

例2.强噪信道

信道模型，前向转移概率：

联合概率：

互信息熵：

)()|( ypxyp =
( , ) ( ) ( )p x y p x p y=

0

1log),(

)(
)(log),(

)(
)|(log),();(

,

,

,

=

=

=

=

∑

∑

∑

yx

yx

yx

yxp

yp
ypyxp

yp
xypyxpYXI ( )

( )
|H X Y

H X=
( )
( )
|H Y X

H Y=

( ; ) ( ) ( | )
( ) ( | )

0

I X Y H X H X Y
H Y H Y X

= −
= −
=

q

q

1 q−

1 q−
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3.2  互信息

例3：无噪有损信道

损失熵

噪声熵

所以：

1
1

1
1

1

( )| 0H X Y ≠

( )| 0H Y X =

( ; ) ( ) ( | )
( )

I X Y H X H X Y
H Y

= −
=

( )|H X Y
( ; )

( )
I X Y
H Y=( )H X
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3.2  互信息

例4：有噪无损信道

损失熵

噪声熵

所以：

( )| 0H X Y =

( )| 0H Y X ≠
( ; ) ( )

( ) ( | )
I X Y H X

H Y H Y X
=
= −

( ; )
( )

I X Y
H X=

( )|H Y X ( )H Y

1q
2q

3q

1 21 q q− −

31 q−

Example
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3.2  互信息

例5：对于二元对称信道BSC，证明

证：
x

x
x

xx

ppYXI
XYH

−
−+=Ω

Ω−−+Ω=
Ω=

1
1log)1(1log)(

)()2();(
)()|(

其中

εεε
ε

( | ) ( ) log ( | )H P xy P y x= −∑
XY

Y X

1－ε

1－ε

ε

ε

0

1

0

1

(0) (0 | 0) log (0 | 0) (0) (1| 0) log (1| 0)
(1) (0 |1) log (0 |1) (1) (1|1) log (1|1)

P P P P P P
P P P P P P

= − −
− −

(1 )log(1 ) log ( )ε ε ε ε ε= − − − − = Ω



西安交通大学电信学院张建国 《信息论与编码》－－信道与信道容量

3-7

2013-3-9 《信息论与编码》－－信道与信道容量 25

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

3.2  互信息

特殊情况

强噪信道

理想信道

)]([)( 1bpH Ω=Y 1 1 1 1 2 1

1 1 1 2 1 2

( ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( | ) ( ) ( | )
(1 ) (1 )

2

k
k

p b p a b p a b p a b

p a p b a p a p b a
p p
p p

ε ε
ε ε

= = +

= +
= − + −
= + −

∑

)2()]([)( 1 ppbpH εε −+Ω=Ω=Y

)()2();( εεε Ω−−+Ω=∴ ppYXI

( ; ) (1 2 ) (1 2) 0I X Y p p= Ω + − −Ω =

( )( ; ) (0 0) (0)I X Y p H X= Ω + − −Ω =
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互信息熵的性质：对称、非负。

定理3.2.1：令 为一个离散联合事件集合，则 和 之间的互

信息熵必满足 ，当且仅当 和 相互统计独立时取等号。

证明：改证

X Y
YX( ),X Y

( ); 0I X Y ≥

,

( )( ; ) ( , ) log ( , ) 0
( | )x y

p xI X Y p x y p x y
p x y

− = ≠∑

( ); 0I X Y− ≤

( ; ) 0I X Y∴ ≥

,

( )(log ) ( , ) ln
( | )x y

p xe p x y
p x y

= ∑

, ,
(log ) ( ) ( ) ( , ) (log )[1 1] 0

x y x y
e p x p y p x y e
⎡ ⎤

= − = − =⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ ∑

,

( )(log ) ( , ) 1
( | )x y

p xe p x y
p x y

⎡ ⎤
≤ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑
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当且仅当 ，即 时，也即 、 独立时

上式取等号。 #

由

立即可以得到两个推论：

输入熵大于等于疑义熵

信宿熵大于等于噪声熵

无条件的熵大于等于有条件的熵。

换个角度，即

两种特殊信道：

理想信道

强噪信道

( ) ( | ) 1p x p x y = ( ) ( | )p x p x y= X Y

( ; ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) 0I X Y H X H X Y H Y H Y X= − = − ≥

( ) ( | )H X H X Y≥

( ) ( | )H Y H Y X≥

( ) ( ) ( ) ( ); ;I X Y I Y X H X H Y= = =

( ) ( ); ; 0I X Y I Y X= =

( ) ( );I X Y H X≤ ( ) ( );I X Y H Y≤
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3.2.2 连续无记忆信道的互信息

实际中常见的加性高斯信道就是一种连续无记忆信道。

连续无记忆信源的相对熵。

平均互信息量具有对称性并可用信息熵和条件熵表示：

( )

0

0

/

; ( ) ( | )

( ) log ( )d lim log ( )d

( , ) log ( | ) d d lim log ( , ) d d

( ) log ( )d ( , ) log ( | )d d

( ) ( | )  

abs abs

x

x

I X Y H X H X Y

p x p x x x p x x

p x y p x y x y x p x y x y

p x p x x p x y p x y x y

H X H X Y

∞ ∞

−∞ −∞Δ →

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞Δ →

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= −

= − − Δ

+ + Δ

= − +

= −

∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

信息单位 样值　
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可见，在计算连续消息的平均互信息量时，信源熵和条件熵中的绝对

熵中的无穷大项抵消了。

),()()(
)|()(
)|()(

)()(
),(log),(

)(
)|(log),(

)(
)|(log),(

);(),();(),(

);();(

YXHYHXH
XYHYH
YXHXH

dxdy
ypxp

yxpyxp

dxdy
yp
xypyxpdxdy

xp
yxpyxp

dxdyxyIyxpdxdyyxIyxp

XYIYXI

−+=
−=
−=

=

==

==

=

∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫
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离散时的互信息熵是求和，总可以求出结果。而连续时的互信息熵是

积分，并不一定能把积分求出来，这与概率密度的形式有关。

常见的加性高斯信道可以求出互信息熵。

例3.2.2：设一个信道具有加性高斯噪声 。令信道输入为一零均值

高斯随机变量 ，具有概率密度函数

其中 是输入信号的“能量” 或均方值， 是零均值和方差为

的高斯变量，即

信道输出 ，求互信息熵。

（提示：先求 ，再求 ，最后求 ）

X
N

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

Ε
=

E
xxp x 2

exp
2
1 2

π
2
xE δ=

( )
2

22

1
22

N
nn

xp n EXP
σπσ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
nσN

y x n= +

( )|H Y X ( )H Y ( );I X Y
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定理3.2.2：若一连续随机变量 有高斯概率分布，且均值为0，方

差（或能量）为 ，则其自信息熵为

证明：

X
2σ

21( ) log 2
2

H X eπ σ=

2

22

2
22

2 2 2
2

2

( ) ( ) log ( )

1( ) log exp
22π

1 log( ) log ( )
22π

log 1 1log 2π log(2π ) log
2 2 2

1 log(2πe ) #
2

H X p x p x dx

xp x dx

ep x dx p x x dx

e e

σσ

σσ

σ σ σ
σ

σ

∞

−∞

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

= −

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

= − +

= + = +

=

∫

∫

∫ ∫
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2
2

2

2
2

2

2
2

1 1( | ) ( , ) log ( ) ( | ) log
( | ) ( | )

( )( ) ( | ) log 2 exp
2

( ) log( ) log 2 ( | ) ( | )
2

log( ) log 2
2

n
n

n
n

n
n

H Y X p x y dxdy p x p y x dy dx
p y x p y x

y xp x p y x dy dx

y x ep x p y x dy p y x dy dx

ep x p

πσ
σ

πσ
σ

πσ
σ

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤−

= ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤−

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

= +

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

2

2 2 2
2

( | )( )

log 1( ) log 2 log 2
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n
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σ

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤
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⎣ ⎦

∫ ∫

∫
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再求 ，需要先知道 的概率分布 。由于 ， 是

高斯变量， 是高斯变量，且 、 是相互独立的，所以 也是高斯随

机变量，其均值为0，方差为

( )H Y Y ( )p y X
N

y x n= +
X N Y

2 2 2 2
y x n nEσ σ σ σ= + = +

( ) ( ) ( )
2

2
22

1 1( ) exp ( ) log 2
222

n
nn

yp y H Y e E
EE

π σ
σπ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − = +

+⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

所以，有：

( )2 2

2

2

2

( ; ) ( ) ( | )
1 1log 2 log 2
2 2
1 log
2

1 log 1
2

n n

n

n

n

I X Y H Y H Y X

e E e

E

E

π σ π σ

σ
σ

σ

= −

= + −

+
=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
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通信原理或其它课程中常见的形式为： bits/s

前面的互信息熵是一次平均传输的信息量。二者通过信息率联系。

在一段时间 内的信道容量为：

它表明一个信道可靠传输的最大信息量完全由 、 、 所确

定。一旦这三个物理量给定，理想通信系统的极限信息传输率确定了。

由此可见，对一定的信息传输率来说，带宽 ，传输时间 和信噪功率

比 三者之间可以相互转换。

若传输时间 固定，则扩展信道的带宽 就可以降低信噪比的要

求；反之，带宽变窄，就要增加信噪比。

如果信噪比固定，则增加信道的带宽 就可以缩短传送时间 ，换

取传输时间的节省；或者花费较长的传输时间来换取频带的节省。

如果频带宽度不变，我们可以采用增加时间 来改善信噪比。

( )log 1C W S N= +

( )log 1C WT S N= +T

T

T

T

T

W

W

W

T

W S N

S N
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定义3.3.1：一离散无记忆信道的容量是使用信道一次平均所能传输

的最大互信息量，求最大值应对输入概率分布进行。

( )

( ) ,

( ) ,

( ) ,

max ( ; )

( | )max ( , ) log
( )

( | )max ( , ) log
( ) ( | )

( | )max ( ) ( | ) log
( ) ( | )

p x

p x x y

p x x y
x

p x x y
x

C I X Y

p y xp x y
p y

p y xp x y
p x p y x

p y xp x p y x
p x p y x

=

=

=

∑

∑ ∑

∑ ∑

( )|P Y X YX
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互信息熵既跟输入分布有关，又与信道的前向转移分布有关。

应该对谁求最大？显然是对输入分布。

前向转移概率反映了信道的特性，它的选择往往受实际的物理

条件限制，信道一旦选定，信道所具有的转移特性就确定了。

从另一角度看，实际中常用同一信道传输具有不同统计特性的

消息，我们不可能为每种消息都设计一个最佳信道。

对给定信源和信道统计特性，总可以通过在信源与信道输入间

插入信道编码器使信道输入具有期望的分布。

所以要看输入分布如何变，才会与给出的信道前向转移分布最为匹

配，从而充分利用信道。注意，在给出信道容量时，一定要同时给出能

达到该信道容量的输入分布，只有这两个同时给出，才是有意义的。
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接下来要做的是：如何求这个最大值？

所求式是关于多变量非线性函数在等式 和不等式

的约束下的求极值问题。

可利用凸函数求极值的办法，共分三步：

1）引入凸函数概念，导出使凸函数取最大值的充要条件；

2）证明 是 的凸函数，并求 最大时 应满

足的充要条件；

3）由充要条件求解 ，求出信道容量。

( ) 1
x

p x =∑ ( ) 0p x ≥

( );I X Y ( );I X Y( )p x

( )p x

( )p x
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3.3.1 凸域与凸函数

3.3.1.1 凸（区）域

凸函数一定是定义在凸域上的。

定义3.3.2：设 是定义在实 维空间中的一个域，

与 是域中的任意两个向量。如果对任意的 ，

向量 也在 域中，则把 域称为凸域。

R K ( )Kαααα ,,, 21=

( )1 2, , , Kβ β β β= 10 ≤≤ θ

( )βθαθ −+ 1 RR

( )
( )

(1 )

(1 )

θα θ β β θ α β

α θ β α

+ − = + −

= + − −

凸域的几何意义：凸域中任意两点连线必在该域中。

α β−α

β

( )θ α β−
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3.3  信道容量

凸域中任意两点连线必在该域中。

一维和二维凸域的例子

凸域 非凸域
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互信息熵是定义在输入概率分布上的。

定义3.3.3：若一向量所有分量非负且和为1，则该向量称为概率向

量。所有概率向量所构成的域（或空间），称为概率向量域。

定理3.3.1：概率向量域是凸域。

证明：令 和 是概率向量域 中任意两个向量，根据凸域定义，

需证：当 时，向量 也是一个概率向量，即各分

量非负，且分量和为1。

对 的任一分量，有：

的所有分量之和为：

Rα β
( )1γ θα θ β= + −10 ≤≤ θ

γ (1 ) 0k k kγ θα θ β= + − ≥

γ [ ](1 )

(1 )

(1 ) 1

k k k
k k

k k
k k

γ θα θ β

θ α θ β

θ θ

= + −

= + −

= + − =

∑ ∑

∑ ∑
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即 的所有分量非负且分量和为1。

根据定义3.3.3， 是一概率向量，即 仍在R中。

根据定义3.3.2，概率向量域是凸域。 #

（二维、三维概率向量图）

γ
γ γ
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3.3.1.2 凸函数定义及性质

上凸（Convex ∩）、下凸（Convex ∪，Concave或称凹）

定义3.3.4 凸函数：设一向量的实函数 定义于向量空间的某凸

域 ，如对于 中所有的 ， ，以及 ， ，函数 满足

则称 为凸函数。如式中不等式反向，则 称为凹函数。如式中 代之

以<或>，则称 严格凸或严格凹。

当 和 取定时，不等式两边只与 有关。

左边：

右边：

显然：

R
f

R α β 0 1θ< <θ f
( ) ( ) ( ) ( )[ ]βθαθβθαθ −+≤−+ 11 fff

ff
f

≤

α β θ
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1lg f f f f fθ θ α θ β θ α β β= + − = − +

( ) ( )1rg fθ θα θ β⎡ ⎤= + −⎣ ⎦

( ) ( ) ( )0 0l rg g f β= = ( ) ( ) ( )1 1l rg g f α= =
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一元凸函数的几何表示

意义：

任意弦在曲线之下。

( ) ( ) ( ) ( )1 1f f fθ α θ β θα θ β⎡ ⎤+ − ≤ + −⎣ ⎦

( )1f θ α θ β⎡ ⎤+ −⎣ ⎦

( ) ( ) ( )1f fθ α θ β+ −

( )f β

( )f α

αβ ( )1γ θα θ β= + −
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凸函数的性质1：任意凸函数的正线性组合仍是凸函数。

如果 均为凸函数，且 是正数，则

是凸函数。

如 中任一个严格凸，则 严格凸。

证明：

1 2( ), ( ), ( )Lf f fα α α 1 2, , Lc c c

1

( ) ( )
L

s l l
l

f c fα α
=
∑

( )lf α ( )sf α

1 1

( ) (1 ) ( ) (1 )( ) ( )
L L

l l l ls s
l l

c f cf ff αθ α θ β θ θ β
= =

+ − = + −∑ ∑

1

[ ( ) (1 ) ( )]l l

L

l
l

c f fθ α θ β
=

+ −=∑

1
[ (1 ) ]

L

l
l

lfc θα θ β
=

−≤ +∑
[ (1 ) ] #sf θα θ β= + −

显然，当任意一个严

格凸时，小于等于号变

为小于号，即组合函数

严格凸。
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凸函数的性质3：如 是某凸域中一组向量，在该域中

为凸函数，而 是一个概率集合，即分量非负且和为1。则有

。

如果将 看作是一个离散的随机向量，且任一向量 有概率 ，则

上式等价于 ，即函数的均值不超过均值的函数。

可以通过归纳法证明。

3.3  信道容量

凸函数的性质2：对于一维向量（一元函数），如在某一区间处处

有 ，则 在该区间为凸函数。如≤变为＜，则 是

严格凸函数。

( )2 2 0d f dα α ≤ ( )f α

( )f α1 2, , Lα α α
( )1 2, , Lθ θ θ

( )
1 1

L L

l l l l
l l

f fθ α θ α
= =

⎡ ⎤≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

α lα
lθ

[ ] ( )( )E f f Eα α≤ ⎡ ⎤⎣ ⎦

( )f α
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定理3.3.2：任一随机变量 的信息熵是严格凸函数。

证明：令 的概率分布为 ，其信息熵为

定义函数 ，换底，有

显然，它是关于 的一维函数，对其求导有

由性质2， 严格凸。

而

由性质1，可得 是严格凸的。 # 

X
X { }1 2, , KP p p p=

1
( ) log

K

i i
i

H X p p
=

= −∑
( ) log 0 1f p p p p= − < ≤ ( ) ( ) ( )log lnf p p e p= − i i

p

( ) ( )( ) ( )1 1( ) log ln log ln 1 ; ( ) log 0f p e p p e p f p e
p p

⎛ ⎞′ ′′= − + = − + = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

i i

( )f p

( ) ( )
1 1

log 1
K K

i i i
i i

H X p p f p
= =

= − =∑ ∑ i

( )H X
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3.3.1.3 凸函数求最大值

在介绍了凸域、凸函数的定义、几何意义和性质后，下面看凸函数如

何求最大的问题。

求最大值 → 求极大值（边界点） → 求驻点 → 求导

设 是定义在某凸域 上的凸函数，其中 ，求最

大值。

求驻点：

可能出现以下结果，存在驻点且满足约束、存在驻点但不满足约束、

不存在驻点。下面分别讨论。

( )f α

( ) 0 1
k

f k Kα
α

∂
= ≤ ≤

∂

R 0, 1k k Kα ≥ ≤ ≤
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1） 存在驻点且满足约束

用反证法很容易证明，函数在此点取得最大值。

2） 存在驻点但不满足约束

即驻点在定义域之外，此时的最大值在边界，不能通过求驻点的方

法求最大值。

3） 不存在驻点

说明函数（曲面）单调，此时的最大值也在边界。

( ) 0 0

( ) 0 0

k
k

k
k

f

f

α α
α
α α
α

∂
= >

∂
∂

≤ =
∂

对

对
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进一步，如果 定义在一个概率向量域上，则约束变为：

由于每个分量都在0、1之间取值，该约束条件有两个边界。在此只

考虑最大点在边界0上的情况。因为如果一个分量为1，就意味着其它分

量都为0，也就是变成确定事件了。

利用拉格朗日乘数法，该有约束条件的极值可以等价于求凸函数

在给定域的最大值。

根据上面的结论，定义于概率向量域上的凸函数的最大点应满足：

( )f α
0 1, 1, 1k k

k
k Kα α≤ < = ≤ ≤∑

( ) 1 k
k

f α λ α⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

( ) ( )0 ; 0k k
k k

f fα αλ α λ α
α α

∂ ∂
= > ≤ =

∂ ∂
对于 对于
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我们首先使用广义拉格朗日乘数法进行说明。

前述问题等价于在等式 和不等式 的约束下

求 的最小值。其广义拉格朗日函数为：

根据Kuhn-Tucker定理， 是最优解的充要条件是：

0, 1k k Kα ≥ ≤ ≤1kk
α =∑

( )f α−

( ) ( ) ( )
1 1

, , 1
K K

k k k k k
k k

L fα λ ρ α λ α ρ α
= =

⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

( )
( )

( )
( )

* * *

* * *

, ,
0

, ,

, ,
0

, ,

k k

k kk

k k

k k

L

L

α λ ρ
α λ ρα

α λ ρ
α λ ρλ

∂
=

∂

∂
=

∂

( )* * *, ,k kα λ ρ

* *

*

*

0

0

0
1, ,

k k

k

k

k K

ρ α

α

ρ

=

− ≤

≥
= …

右边称为KKT互补条件

时，为紧约束

时，非紧约束

0kρ >

0kρ =
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对各变量求偏导可得如下方程组：

整理可得：

由KKT条件：

当约束为紧约束时，解在边界上，对应的系数 ，因此

当约束为非紧约束，对应的系数 ，此时 。

( ) 0, 1, ,k
k k

fL k K
α

λ ρ
α α

∂∂
= − + − = =

∂ ∂
…

( ) , 1, ,k
k

f
k K

α
λ ρ

α
∂

= − =
∂

…

0kρ >

0kρ =
( )

k

f α λ
α

∂
=

∂

( )

k

f α λ
α

∂
≤

∂
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定理3.3.3：令 是定义于区域 的凸函数，

是一概率向量。设偏微分 除在个别方向可能有

外，在 内有定义且连续。则 在 内达到最大的充要条件是：

0

( )lim
k k

f
α

α
α→

∂
= ∞

∂

( )f α ( )kαααα ,,, 21=

( ) kf αα ∂∂ /

R

R

( )f α R

( ) 0

( ) 0

k
k

k
k

f k

f k

α λ α
α
α λ α
α

∂
= >

∂
∂

≤ =
∂

对所有 的

对所有 的
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充分性：即要证明满足两式时， 在 区域内最大。

设 是概率向量域内任意一点，则相当于要证明：

证明前先总结一下已知条件：

( )f α R
β ( ) ( ) 0f fβ α− ≤

是定义在概率向量域上的凸函数；

一阶偏微分存在且连续；

对于某 和某一点 ，有下两式成立α
( ) 0 ;

( ) 0

k
k

k
k

f

f

α λ α
α
α λ α
α

∂
= >

∂

∂
≤ =

∂

对于

对于

( )f α

λ
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由凸函数定义，对 ，有：

整理、移项，可得：

0 1θ< <

( ) ( ) ( ) ( )1 1f f fθ β θ α θβ θ α⎡ ⎤+ − ≤ + −⎣ ⎦

[ (1 ) ] ( )( ) ( ) f ff f θ β θ α αβ α
θ

+ − −
− ≤

[ ] ( )

( ) ( ) ( )

( )f f

f f

α
θ

α α α α θ β α
θ

α θ β α −
=

+ Δ −
= Δ =

+ −

−式中

对 趋于0，上式仍成立。θ
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由于一阶偏微分存在且连续，使用多元函数的一阶泰勒级数展开，得：

代入上式，并令 趋于0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
kk k

k k

f
f f O

α
α θ β α α θ β α α

α
∂⎡ ⎤+ − = + − + Δ⎣ ⎦ ∂∑

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

[ ] ( )lim

l

(

i

)

m k k
k k

k k
k k

f ff f

f
O

f

θ

θ

αβ α
θ

α
β α θ

α
α

α θ β α

β α
α

→

→

+ −
− ≤

∂
= − +

∂

∂

−

= −
∂

∑

∑

θ
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按 和 将上式拆成两部分0kα >0kα =

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2

1 2

2

0 0

1 1 0

k k

k k
k k

k k k
K Kk k

k k k
K K

k k
k K

f
f f

f f

α α

α
β α β α

α
α α

β β α
α α

β λ β α λ

λ β α λ

= >

∂
− ≤ −

∂

∂ ∂
= + −

∂ ∂

≤ + −

⎛ ⎞
= − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

充分性得证。
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必要性：若函数 在 达最大，则 一定满足定理中二式。( )f α αα

已知条件

是定义在概率向量域上的凸函数；

在 处取得最大值。

一阶偏微分存在且连续；

( )f α

( )f α α

最终证明目标：

( ) 0 ;

( ) 0

k
k

k
k

f

f

α λ α
α
α λ α
α

∂
= >

∂

∂
≤ =

∂

对于

对于
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由于在 处达最大值，任取区域内另一点 ， 有：

两边除以 ，并代入泰勒级数展开结果，可得：

α ( )α θ β α+ −

( ) ( ) 0i i
i i

f α
β α

α
∂

− ≤
∂∑

( ) ( ) 0f fα θ β α α⎡ ⎤+ − − ≤⎣ ⎦

0 1θ< <

θ

由于 是概率向量，其至少有一个分量大于0，不失一般性，设 ，

然后选择另一向量

显然 仍是一概率向量，且

α 1 0α >

1 1, 0 , [0,0, , 1,0, ,0]k kk II I iα εβ αε ε= < ≤ = =+ − 其中

β
[ ,0, , , 0]β α ε ε− = −
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将差向量代入到上式，得

1

( ) ( ) 0
k

f fα αε ε
α α

∂ ∂
⋅ − ⋅ ≤
∂ ∂ 1

( ) ( )

k

f fα α
α α

∂ ∂
≤

∂
∴

∂

如果同时还有 ，选 ，其中 ，可得：0kα > 1kI Iβ α δ δ= − + 0 kδ α< ≤

1

( ) ( ) 0
k

f fα αδ δ
α α

∂ ∂
⋅ − ⋅ ≤
∂ ∂ 1

( ) ( )

k

f fα α
α α

∂ ∂
≥

∂
∴

∂

综上，有

1

1

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

k
k

k
k

f f

f f

α α α
α α

α α α
α α

⎧∂ ∂
= >⎪ ∂ ∂⎪

⎨
∂ ∂⎪ ≤ =⎪ ∂ ∂⎩ 令 ，定理得证。#

1

( )f αλ
α

∂
=

∂
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3.3.2 信道容量的计算

首先要证明互信息熵是定义在输入概率分布上的凸函数，这样才能

利用凸函数取最大值的充要条件，得到互信息熵达最大值的充要条件。

定理3.3.4：一离散无记忆信道有 个输入和 个输出，其转移概率

为 ， ， 。令 为信道输入的

概率分布。

则

是 的凸函数。

证明中记 。

( )kjP Jj ≤≤1 Kk ≤≤1 ( ) ( )1 , ,Q Q Q K= ⎡ ⎤⎣ ⎦

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ),

|
; log

j k
i

P j k
I X Y Q k P j k

Q i P j i
=∑ ∑

Q

K J

( ) ( );I X Y f Q=
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证明1：由于前向转移概率 确定，任取两个概率向量 和 ，对

应的联合概率分别记为 和

输出分布分别记为 和 。

令 ，对应的联合概率分布为：

由凸函数定义，需证明：

1Q 2Q( )P y x
( ) ( ) ( )1 1,P x y Q x P y x= ( ) ( ) ( )2 2,P x y Q x P y x=

( ) ( )1 1 ,
x

P y P x y=∑ ( ) ( )2 2 ,
x

P y P x y=∑
1 2(1 ) , 0 1Q Q Qθ θ θ= + − < <

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , 1 ,P x y Q x P y x P x y P x yθ θ= = + −

1 2 1 2( ) (1 ) ( ) (1 )f Q f Q f Q Qθ θ θ θ⎡ ⎤+ − ≤ + −⎣ ⎦

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2

1 2
, ,1 2

1 2
,

( ) (1 ) ( )

, log 1 , log

, 1 , log

x y x y

x y

f Q f Q f Q

P y x P y x
P x y P x y

P y P y

P y x
P x y P x y

P y

θ θ

θ θ

θ θ

⎡ ⎤+ − − ⎣ ⎦

= + −

− + −⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑

∑
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因为 是上凸函数，根据凸函数的性质3，有：

由于 ，所以有：

即： 证完#

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )1 2
, ,1 2

, log 1 , log
x y x y

P y P y
P x y P x y

P y P y
θ θ= + −∑ ∑

log x

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )1 1
, ,1 1

, log log ,
x y x y

P y P y
P x y P x y

P y P y
⎡ ⎤

≤ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑

( )
( ) ( ) ( )1

1

log , log 0
y x y

P y
P x y P y

P y
⎡ ⎤

= = =⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ( ) ( )

( )2
, 2

, log 0
x y

P y
P x y

P y
≤∑

同理：

0 ,1 1θ θ< − <

1 2 1 2( ) (1 ) ( ) (1 ) 0f Q f Q f Q Qθ θ θ θ⎡ ⎤+ − − + − ≤⎣ ⎦

1 2 1 2( ) (1 ) ( ) (1 )f Q f Q f Q Qθ θ θ θ⎡ ⎤+ − ≤ + −⎣ ⎦
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证明2：任取两个概率向量 和 ，并令

。

根据凸函数的定义，需要证明：

1Q

1 2(1 ) , 0 1Q Q Qθ θ θ= + − < <
2Q

1 2 1 2( ) (1 ) ( ) (1 ) *f Q f Q f Q Qθ θ θ θ⎡ ⎤+ − ≤ + −⎣ ⎦

X              Y

1 1

2 2

K               J

( )kjP

Z Q1(1)

Q1(2)

Q2(2)

Q2(K)

Q1(K)

Q2(1)

( )0P z θ= =

( )1 1P z θ= = −

1

2

( | 0)

( | 1)

Q P x z

Q P x z

= =

= =

1 2(1 )

( 0) ( | 0)

( 1) ( | 1)

( , 0) ( , 1) ( )

Q Q Q

p z P x z

p z P x z

P x z P x z P x

θ θ= + −

= = ⋅ =

+ = ⋅ =

= = + = =
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因此，原不等式（*）的右边可以写作：

1 2(1 ) [ ] [ ( )] ( ; )f Q Q f Q f P x I X Yθ θ⎡ ⎤+ − = = =⎣ ⎦

1( ) [ ( | 0)] ( ; | 0)f Q f P x z I X Y z= = = =

2( ) [ ( | 1)] ( ; | 1)f Q f P x z I X Y z= = = =

而左边可以写作：

1 2( ) (1 ) ( )
( 0) ( ; | 0) ( 1) ( ; | 1) ( ; | )
f Q f Q

p z I X Y z p z I X Y z I X Y Z
θ θ∴ + −

= = = + = = =

于是，证明原不等式（*）可以改为证明：

( ; | ) ( ; ) **I X Y Z I X Y≤
下面倒一个关系式，
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所以：

由于 和 对称，所以二者互换有：

( ), , ,

( , ) ( , , )( ; ) ( ; ) ( , ) log ( , , ) log
( ) ( ) ( ) ,y u x y z

p y u p x y zI Y ZX I Y U p y u p x y z
p y p u p y p x z

= = =∑ ∑

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

, ,

, , ,

, , , ,

; ; |

| ,
, log , log

| ,
log log

( , | ) ( , , )( , , ) log ( , , ) log
( ) ( | ) (

|
|

| |

|
, , , ,

| |

) ( , )

y z z x y

y z x y z

x y x y

x

z z

I Y Z I Y X Z

p y z p y x
p y z p z p x y

p y p x p y

p y z p y

z
z

z z

z
p x y z p

x
p y p x p y

p y x z p x y zp x y z p x y z

x y z
z z

p z
pp y p x z p y p x zz

+

= +

= +

= =

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

( ; ) ( ; ) ( ; | )I Y ZX I Y X I Y Z X= +ZX
( ; ) ( ; ) ( ; | )I Y ZX I Y Z I Y X Z= +
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( ; )I Y Z ( ; | )I Y X Z

+=

( ; | )I Y Z X( ; )I Y X

= +
( ; )I Y ZX

( )H Y

( )H X ( )H Z
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结合以上两式，有：

对前述的信道模型，当 给定时， 和 之间的互信息等于零，即

( ; | )( ; ) ( ; ); ) |(I Y X Z II Y Z I Y Z XY X+ = +

Y ZX

( ; | ) 0I Y Z X =

( )H Y
( )H X( )H Z ( )H Y

( )H X( )H Z ( )H Y
( )H X( )H Z

=+

( ; | )I Y X Z( ; )I Y Z ( ; )I Y X
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又

所以可得： 或 。 证完#

结论：互信息熵对信道输入概率分布是个凸函数，因此可用凸函数

求极值的方法求互信息熵的最大值。

意义：对给定的信道转移概率分布，总可以找到某一个先验概率分

布的信源，使平均互信息量即传送的信息量达到相应的最大值，这时称

这个信源为该信道的匹配信源。

( ; | ) ( ; )I Y X Z I Y X≤ ( ; | ) ( ; )I X Y Z I X Y≤

( ; ) 0I Y Z ≥

( ; ) ( ) 0;
( )

( ; ) ( ) 0
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n
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∂
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∂
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接下来求互信息熵 对概率分量 的偏导数。( ; )I X Y ( )nQ x

( | )
( | ) log ( ) ( | )

(
( | )

log
( ) () )

n j k
n

j
j k j k

j k jj n j

x p y x
x

Q x
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对*式中第二项的求偏导部分，有：

将结果代入*式的第二项，可得：

2

( | ) ( ) 1log log ( | ) ( )
( ) ( | ) ( )) ( )(

j k j
j k j

n j kj j n

p y x
p

p y
e p y x p y
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i i i i
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= −
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( ) ( log ( | )|
( )

) j n
j

k j k
k j

Q x e p y xp
y

y x
p

⎡ ⎤
−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑

( | )
log ( , )

( )

( | )
log

(
( , )

)

j n
k j

k j j

j n

j j
k j

k

p y x
e p x y

p y

p y x
e

p
p

y
x y

= −

= −

∑

∑

∑

∑

( | )
log ( )

( )

log ( | )

j n
j

j j

j n
j

p y x
e p y

p y

e p y x

= −

= −

∑

∑
log e= −

2013-3-9 《信息论与编码》－－信道与信道容量 72

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

3.3  信道容量

所以，*式变为

其中， 是输入为 时的互信息熵，称为部分互信息熵。

它与互信息熵之间的关系如下：
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定理3.3.5：离散无记忆信道的互信息熵 达最大时，输入概

率向量 应满足的充要条件是：

至此，完成了三大步中的前两步，即凸函数求极值的充要条件，互信

息熵是输入分布的凸函数且得到了其达到最大时输入分布应满足的充要

条件。下面要用这个充要条件求出互信息熵达到最大时的输入分布。

[ ]1 2( ), ( ), , ( )KQ Q x Q x Q x=
( ; )I X Y

时。

时

0)(log);(
)(
);(

,0)(log);(
)(
);(

=≤−==
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∂
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基于定理3.3.5，可以按下面的步骤求信道容量。

1）对所有概率大于0的输入，求出其部分互信息熵。

2）令所有的部分互信息熵相等，即

总共可以得到 个独立方程。

再加上约束

组成 个方程，解出输入概率分布。

3）将解出的概率分布代入互信息熵公式计算信道容量。

除了非常简单的信道，对一般信道而言，这个过程很复杂。

1 2( ; ) ( ; ) ( ; )KI X x Y I X x Y I X x Y= = = = = =

1K −

( ) 1nQ x =∑
K
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定理3.3.6：为使一个具有转移概率 的离散无记忆信道(DMC)

达到其信道容量 （Capacity），输入概率向量

应满足的充要条件是：

定理3.3.6与定理3.3.5的区别是，这里终于提到了信道容量 。这

个定理的实质内容是说部分互信息熵小于等于的那个常数就是信道容

量。

定理3.3.5中说 ， 和 都是常数，而定

理3.3.6说明这个常数 就是信道容量 。

)|( kj xyP

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , KQ x Q x Q x Q x= ⎡ ⎤⎣ ⎦

.0)();(
,0)();(

=≤=
>==

nn
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xQCYxXI

( ; ) lognI X x Y e λ= − ≤ λ log e
log eλ + C

C
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令

由信道容量定义：

所以互信息熵小于等于的那个常数就是信道容量 。

直观解释：如果某个输入有更大的互信息，可以更多使用它，这又

会降低该输入的互信息；经过充分变化，所有输入获得相等的信息。

另一方面，只有每个输入都达到互信息最大，才能达到信道容量。

log e Cλ ′+ =
max ( ; ) max ( ) ( ; )

n

n n
x

C I X Y Q x I X x Y= = =∑
( )

n

n
x
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这个定理很精确、简练（elegance）。它说明，要达到信道容量，要

求所有的部分互信息熵都相等，从这些等式方程中就可以求出输入概率

分布，相当于解方程组，这个过程在实际信道中其实是非常困难的，对

于大多数普通信道都做不到这点。而对于对称信道，可以很容易地求出

达到信道容量的输入分布。

定义3.3.5：对称无记忆信道定义

将信道的前向转移概率以输入为行，输出为列表示成矩阵形式。如果

该矩阵可按列（输出）划分为若干个子集，每一子集具有下列特性：每

一行都是其它任一行的排列，每一列（如果列数大于1）都是其它任一列

的排列，则该信道称为对称信道。

有些参考书，把只有一个子集的称为（严格）对称信道；需要两个或

两个以上子集的称为准对称信道。强对称信道或均匀信道。
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举例 0

1

0

1

2

0.7

0.7

0.2

0.2

0.1
0.1

0

1

0

1

2

0.7

0.7

0.2

0.2
0.1

0.1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
7.02.01.0
1.02.07.00

1

0 1 2

对称

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
7.01.02.0
1.02.07.00

1

0 1 2

不对称
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⎥
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⎢
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−
εε

εε
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010
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0 E 1

对称
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎡
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5.05.0

010
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定理3.3.7：对称离散无记忆信道，当输入等概分布时达到其信道容量。

对于对称信道，该定理由充要条件直接给出了需要求解的输入分布

结果，即输入等概。从而省去了求解方程组获得输入分布的过程，使得

求信道容量的过程大大简化。知道输入等概后，代入任何一个部分互信

息熵的式子即可求出信道容量。

1－ε

1－ε

ε

ε

0

1

0

1

0 1
0 1
1 1

ε ε
ε ε
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎣ ⎦

二元对称信道（BSC）
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证明：设信道转移概率矩阵（ 维）可划分为两个子集，其中的 列

为一个子集（ ），其余 列为另一子集（ ）。

写各个输入的部分互信息熵并比较

K J× N
J N−

1 1

( |1) ( |1)( 1; ) ( |1) log ( |1) log
( ) ( )

N J

j j N

p j p jI x Y p j p j
p j p j= = +

= = +∑ ∑

1 2( ; ) ( ; ) ( ; )I x k Y I x k Y I x k Y= = = + =

1 1

( |1) ( |1)( |1) log ( |1) log
( ) ( | ) ( ) ( | )

N J

j j N
i i

p j p jp j p j
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2I1I
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( |1) ( |1)( |1) log ( |1) log1 1( | ) ( | )

N J

j j N

i i
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K K
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输入等概
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Q i K
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=

=
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所以有：

1 11
( |1) ( |1)( 1; ) ( |1) log ( |1) log 1 ( |( ) )|

N J

j

i

j N

i

p j p jI
p j i

K

x Y p j p j
p j i

K
= = +

= = +∑ ∑
∑∑

1 11
( | 2) ( | 2)( 2; ) ( | 2) log ( | 2) log 1 ( |( ) )|

N J

j

i

j N

i

p j p jI
p j i

K

x Y p j p j
p j i

K
= = +

= = +∑ ∑
∑∑

1 1

( | ) ( | )( ; ) ( | ) log ( | ) l1 ( | )
og 1 ( | )

i

N J

j j N

i
p j i

p j K p j KI x K Y p j K p j K
p j i

KK
= = +

= = +
∑

∑ ∑
∑

2013-3-9 《信息论与编码》－－信道与信道容量 83

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

3.3  信道容量

考虑到对称信道的列排列性质，各式第一个和式中的，

再由行排列性质，

同理，

则

由定理3.3.6，信道达到信道容量，且

例：计算二元对称信道（BSC）的信道容量。

1
1 ( | )

i
p j i C

K
=∑

2 3( ; )I x k Y C= =

1 2( ; )I x k Y C= =

2 3( ; ) 1, 2, ,I x k Y C C C k K= = + = =

( ; ) 1, 2, ,C I x k Y k K= = =
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方法1：按定理3.3.7求部分互信息熵

( ) ( )
( )

0
( 0; ) 0 log 1 |

2

j
j

j
j i
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p y x
C I x Y p y x

p y x

=
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( ) ( )( )

0 | 0 1| 0
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2 2
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p p p p
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1
1 log log1 11 1

2 2

ε εε ε
ε ε ε ε

−
= − +

− + + −

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 log 2 1 log 2 log 2
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ε ε ε ε ε

ε
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方法2：按原始定义求互信息熵。在3.2节，我们曾经得到BSC的互信息熵

当信道一定时，第二项是个常数，因此当第一项达到最大时，信道

容量达到最大。而第一项是二元变量信息熵，当等概时取最大值1bit。

所以信道容量为：

也可以：

( ) ( )( ; ) | ( 2 ) ( )I X Y H Y H Y X p pε ε ε= − = Ω + − −Ω

( )1 bitε−Ω

1 2max ( ; ) ( ; ) |

( 2 ) ( ) (1 2) ( )
log 2 ( ) 1 ( ) bit

pC I X Y I X Y

p pε ε ε ε
ε ε

== =

= Ω + − −Ω = Ω −Ω
= −Ω = −Ω 方法3
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（严格）对称信道容量的简化计算

输入、输出均是对称的，不用划分子集（或者说只有一个子集）。

显然，信宿熵最大时达到信道容量。由列排列性质（即列和相等）可

以知道：只要输入符号等概，输出符号就是等概的。

所以，（严格）对称信道在输入等概时达到信道容量，且可以用下式

简化计算。

其中， 为输出符号的个数。

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

max ; max[ ]

max max i

C I X Y H Y H Y X

H Y H Y X H Y H Y X x

= = −

= − = − =

( ) ( ) ( )max logi out iC H Y H Y X x N H Y X x= − = = − =

outN
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准对称信道容量的简化计算

按输出划分子集，每个子集符合对称性。

可以证明，当输入分布等概时，达到信道容量，且可以用下式计算：

其中： 为输入符号的个数；

是互不相交的子集个数；

是第 个子集（子矩阵）的行元素之和；

是第 个子集（子矩阵）的列元素之和；

准对称信道的输出不等概。

( )
1

log log
K

in i k k
k

C N H Y X x L C
=

= − = −∑
inN

K
k

k
kL

kC

Proof

2013-3-9 《信息论与编码》－－信道与信道容量 88

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

3.3  信道容量

（严格）对称信道是准对称信道的特例

可以看作只划分了一个子集 。

显然有，行和 ；而列和 ，代入准对

称信道的计算公式有，

1K =

1 1L = 1 1in out in outC N L N N N= =i

( )

( )
( )

1
log log

log 1 log

log

K

in i k k
k

in i in out

out i

C N H Y X x L C

N H Y X x N N

N H Y X x

=

= − = −

= − = −

= − =

∑
i
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3.4  本章小结

信道模型的建立；

DMC互信息量的定义、意义及计算；

DMC互信息熵的定义、意义、变形、计算、性质；

连续无记忆信道互信息熵的定义、计算；

DMC信道容量的定义、计算；

凸域、凸函数的定义、几何意义，凸函数性质、求最大值的充要条

件；（定理3.3.1-3.3.3）

DMC的互信息熵是输入概率分布的凸函数； （定理3.3.4）

DMC信道部分互信息熵最大的充要条件； （定理3.3.5-3.3.6）

DMC对称信道的定义及信道容量的计算； （定理3.3.7）

一般信道的信道容量的计算（仅限于二元信道）


