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主要内容与基本要求

主要内容

序列通过信道传输

定长信源编码

变长信源编码，最佳变长编码定理及编码方法

基本要求

理解信源编码的目的；了解序列传输的特点；

掌握定长及变长的信源编码定理；

理解唯一可解、异前缀码的概念，理解Kraft不等式；

掌握二元及多元的最佳变长编码技术即Huffman编码方法，理解扩

展编码方法，会计算编码效率。
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4.0  引言

信息的度量、信道和信道编码定理是信息论的三大基础。

前面已定义了消息所含的信息量和信道容量，如果这些定义都是正确

的，则可以期望：只要消息所含信息量不超过信道容量，总可以无误传

输。本章和下一章将围绕编码问题展开讨论，证明上述结论的正确性。

遗憾的是，目前只能证明这一结论是正确的，却无法指明如何才能达

到这一目标。因此，编码定理只是给出了信息传输的理想目标或性能上

界，而具体如何向这一目标靠近则形成了一个重要且庞大的分支编码技

术。总的来说，编码的作用是将消息序列转换为适合于信道的形式，从

而实现快速（高效）又可靠（准确、无误）的传输。

同时达到上述两个目标（去除冗余的同时保护信息）比较困难。一方

面是这两个目标不统一；而另一方面信道是多种多样的，同一信源在通

过不同信道时需要的保护不同。因此，为了实现方便，通常将编码过程

分为信源编码和信道编码两部分。



西安交通大学电信学院张建国 《信息论与编码》--信源编码

4-2

2013-4-12 《信息论与编码》－－信源编码 5

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

4.0  引言

信源编码是在假设信道理想（或者说不考虑具体信道）的条件下，如

何以最快的速度(或最少的次数)将给定信源序列送过信道。信源编码追

求的是信息传输的高效性、快速性。

信道编码是对信源编码后的序列施加一定的保护措施，使其准确可靠

地通过给定的实际信道（非理想信道）。信道编码追求的是信息传输的

准确性、可靠性。

要充分利用信道容量是有条件的，要求信道的输入在某种程度上是可

以分割组合的。前面提到的传输信息所用的单独二进制符号是无法再分

割的。编码一般是将高进制符号转换为低进制符号，或将长序列变成短

序列的转换，这样才能够分割与组合。

信源
编码

信道
译码

信道
编码

信源
译码

信宿信源 信道信道
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4.0  引言

编码器

编码实质上是对信源的原始符号按一定的数学规则进行的一种变换。

编码器将信源符号（或信源符号序列）转换为由码元符号（适合信道

传输的符号）组成的码字。即

或

编码器信源 信道

码元符号集合
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4.0  引言

码的属性与分类

分组码与非分组码；定长（等长）码与变长码；同价码。

非奇异码与奇异码。如果不同的信源符号映射到不同的码符号序列，

称为非奇异码；否则称为奇异码。

唯一可译码与非唯一可译码，若码的任意一串有限长的码符号序列只

能被唯一地译成所对应的信源符号序列，则称该码为唯一可译码。

即时码（非延长码）与非即时码。如果接收端收到一个完整的码字

后，不能立即译码，还需要等下一个码字开始接收后才能判断是否可以

译码，这样的码称为非即时码。

第三章讨论的是单个符号通过信道或者说信道使用一次。而在编码时

通常是以序列为单位的，因此接下来首先讨论序列传输的基本概念以及

与符号传输之间的关系。
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4.1  序列传输

设一离散信源发出数符序列 ，

其中 ，首先考察发出序列 的概率。

信源的统计特性不随时间改变（时不变）。

如果信源无记忆，则有：

离散无记忆信源所产生序列的概率等于序列各符号发生的概率之积。
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4.1  序列传输

序列的信息量

若信源无记忆，则有：

离散无记忆信源产生的序列的信息量等于序列各符号携带的信息量之和。

1 2

1 1( ) log log
( ) ( , , , )

L
L

L

I u
p u p u u u

= =
"

( ) 1 2
1

( ) ( ) ( ) ( )
L

L
L l

l
I u I u I u I u I u

=

= + + + =∑"

1 2 1 1 1

1log
( ) ( | ) ( | )L Lp u p u u p u u u −

=
" "

1 2 1 1 2 1

1 1 1log log log
( ) ( ) ( )L Lp u p u u p u u u u −

= + + +"
"

1 2 1 1 2 1( ) ( ) ( )L LI u I u u I u u u u −= + + +" "

2013-4-12 《信息论与编码》－－信源编码 10

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

4.1  序列传输

序列的熵

长为L的离散无记忆序列的熵等于一个符号熵的L倍。
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4.1  序列传输

回忆：有条件的信息熵不超过无条件的信息熵。

有记忆时序列的信息量

求平均，得到熵

无记忆时序列的信息量

无记忆时序列的熵

由于

所以：有记忆时序列的熵小于无记忆时序列的熵。

记忆减少了信息量，有记忆就表示有冗余
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4.1  序列传输

要将长度为 的序列传过离散无记忆时不变信道，共要使用信道

次。

进 出的无记忆信道传 次，输入记为 ，输出记为 ，

信道的输入有 种，信道的输出有 种。

此时可将整个传递的信道看作有 个输入， 个输出的信道用了一

次，二者在传递的效果上是等价的。

等效信道的前向转移概率，即传送序列时的转移概率
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4.1  序列传输

例4.1.1：二元对称信道BSC用两次，即K=J=2,N=2，总的来看输入和

输出序列均为00,01,10,11共四个。相当于一个四进制数符传过信道。

显然，该信道的前向转移概率共16个：

下面看两种信道的等价关系：
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4.1  序列传输

下面看序列通过信道的互信息熵。

对于符号的传递，信道传递一次的互信息熵为

传递一长度为N的序列时互信息熵为

对时不变无记忆信道，有
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4.1  序列传输

所以：

小结：时不变离散无记忆信道，序列传输与符号传输的关系。

对于输入 ：

对于输出 ：

对于信道的特性：

对于信道传输的互信息量：
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4.1  序列传输

讨论信源编码时，假设信道是理想的。根据理想信道模型，写出前向

转移概率矩阵。再由对称信道的定义，可以判断理想信道是对称信道。

而对于对称信道，当输入等概分布时，信道传过的互信息量最大，达

到信道容量。另一方面，信道理想时可以传过所有输入的信源信息，因

此，信源熵最大时理想信道达到其信道容量，而离散信源在等概时的信

源熵最大。所以理想信道在输入等概时达到信道容量。

因此信源编码的任务是，通过适当编码，使信源编码后的输出符号或

符号序列（即信道的输入）等概或尽量接近等概。只有这样才能达到充

分利用（理想）信道容量的目的。

信源编码追求的目的是快速高效，给定一信源序列，以最快的速度或

说最少的次数将其送过信道，因此，从这个角度讲，编码问题可等价为

将信源序列编为尽可能短的信道输入序列。

信源编码要求输出尽可能等概、尽可能短。
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4.2  定长编码

定长编码是指给源序列编出的码字长度是固定的。定理是对序列而不

是对单个符号而言的。

设信源输出为序列 ，每个符号的取值范围

为 ；

源序列被编成信道输入序列 ，每个符号的取值范

围 ；

可能的源序列个数为 ，可能的码序列个数为 。

首先看正确解码（无误传输）的条件。这里无误传输是指信道接收端

收到接收码字后能够正确进行解码。

( )L
L uuuu ,,, 21 "=

{ }1 2, , ,l Ku s s s∈ "
( )N

N xxxx ,,, 21 "=
{ }Dn aaax ,,, 21 "∈

LK ND

LN KD ≥

信
源
序
列

码
字
序
列

码序列的个数不少于源序列的个数
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4.2  定长编码

首先讨论无误传输的情况。

要无误传输，必须有

两边取对数，即

不等式的左边是 元（进制）理想信道使用 次的信道容量。理想信

道是对称信道，输入等概时达到信道容量，求得信道容量为 。该

信道使用 次的信道容量为 。

右边的 是 元随机变量的最大信息熵，所以 是 位长的

信源序列具有的最大信息熵。输入符号的信息熵为 ， 位长的信

源序列的信息熵为 。因此 。

所以 。

说明 位长的信源序列所具有的最大信息量不超过信道容量时，源序

列的个数就不会超过码序列的个数，在此情况下就能做到无误传输。

N LD K≥
log logN D L K≥

logC N D=

log ( )L K LH U≥
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log D

log K
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K logL K L
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4.2  定长编码

上述情况只是完成了进制转换，起不到去除冗余的作用。在此情况

下，信源编码也就没有太多研究的必要了。因此，我们有必要研究有编

码损失的情况，即放弃一些出现概率很小的码的编码。当然，此时无法

实现无误解码，但只要我们能保证这个损失足够小就可以了。

当码序列个数小于源序列个数时，需要对源序列进行有选择的编

码，对概率大的典型序列编码传输，对概率小的、几乎不可能发生的不

编码传输，这样就有可能使编码损失比较小（趋于零）。

由4.1节，对离散无记忆信源， 位长序列的信息量是各符号信息量

之和。即：

序列中每个符号的取值范围为： ，设某序列中符

号 出现了 次， ，则有 。

上式可以改写为

L
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4.2  定长编码

所以：

当序列长度 趋于无穷时，各符号发生的频率 趋于稳定，这就

是符号发生的概率。因此，

即有：

可见，当序列长度趋于无穷时，序列每符号的平均信息量趋于符号的

熵 。 和 之间的关系在数学上可以用Chebyshev不

等式精确描述。
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4.2  定长编码

随机变量 的数学期望是 ，方差为 ，则由Chebyshev

不等式：

意义：序列每符号的平均信息量偏离符号熵 超过 的概率不

会超过 。如果把这部分序列看作是“小概率”序列，不对这些序列编

码，而只对其余的“大概率”序列编码时，编码损失的上界为 。

当 时， ，因此， 的方差 趋于

零。此时，编码损失 ，也就是编码损失会充分小。
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⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∀ > − > ≤ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
�

( )H U
ε

δ

ε

( ) ( )LI u L H U→L →∞ ( )LI u L 2σ
2 2 0ε σ δ= →

( )LP I u L⎡ ⎤⎣ ⎦

( )H U( )H U δ− ( )H U δ+ ( )LI u L

可见编码损失会随着序

列长度的增加越来越小，

序列无限长时，编码损失

会趋于0，即充分小。

示例
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下面推导只对“大概率”的序列进行编码传输时，信道容量与信源熵

之间的关系。

我们将满足 的序列记为 ，称为典型序列，

而将典型序列的集合记为 。根据Chebyshev不等式，有：

其中， 是典型序列的个数。下面估计 的大小。

( ) ( )LI u L H U δ− ≤ L
Tu

T

1 2

( ) 1
( ) ( ) ( ) ( )

M

L L L
T T T

P T
P T P u P u P u

ε≥ −

= + + +"
M M

δ≤− )()( UH
L
uI L

1[ ( ) ] ( ) log [ ( ) ]
( )

L
T L

T

L H U I u L H U
p u

δ δ− ≤ = ≤ +

[ ( ) ] [ ( ) ]12 2
( )

L H U L H U
L
Tp u

δ δ− +≤ ≤
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取倒数，有

典型序列的概率有如下关系：

因此，

所以只要满足

总可以为每个典型序列找到一个码字。

意义：只要码序列的个数多于典型序列的个数，就能保证对这些典

型序列都进行编码传输，从而使得编码损失的上界是非典型序列的概

率，即 。

            2)(2 ])([])([ δδ −−+− ≤≤ UHLL
T

UHL uP

min ( ) ( ) 1L L
T T

T
M P u P u⋅ ≤ <∑

[ ]
[ ]( )
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1 1 2
min ( ) 2

L H U
L L H U
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M
p u

δ
δ

+
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[ ]
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L H UND
N D L H U

δ

δ
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ε
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本质上，这是要求信道容量要比信息熵大任意一个正数 ，即信息熵

不能超过信道容量，哪怕就是小一点点，满足这个条件后，总可以通过

让源序列趋于无穷长的办法，使编码损失趋于0，即充分小。

与无误传输时的情况进行比较。

如果信息熵大于信道容量，此时一定会有编码损失，我们没有办法把

编码损失做到尽可能的小，即无法让其趋于零。而且可以证明，增加序

列长度只能把误码率越做越大，当序列无穷长时，编码损失趋于1。

编码实际上是通过增加每符号携带的信息量从而降低对信道的要求。

以上结论即香农第一定理，总结如下。

δ

[ ]
log log
log ( )

N D L K
N D L H U δ

≥

≥ +
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定理4.2.1（定长信源编码定理）：令一个离散无记忆信源的符号熵

为 ，将 位长的信源序列 编为 位长的码字序列 ，其

中 。每个码序列只能对应一个源序

列，并且令源序列无对应码序列的概率为 ，则对于任意的 ，

如 ，则可通过使 充分大使 任意小；反之，

若 ，则当 足够大时， 。

对编码条件变形可得： 。不等式左边是编码后

平均每个信源符号能载荷的最大信息量，通常将其称为编码后信源的信

息传输率，并用 表示。编码定理说明，只有编码后信源的信息传输率

大于信源的熵，才能实现几乎无失真的编码。

为了衡量各种实际编码方法的性能，定义如下的编码效率为：

L( )H U NLu Nx
1 2 1 2{ , , , }, { , , , }K Du s s s x a a a= =" "

eP 0>δ
[ ]log ( )N D L H U δ≥ + L eP
[ ]log ( )N D L H U δ≤ − L 1eP →

log ( )N D H U
L

δ≥ +

R′

( ) ( )
log

H U H U
R N L D

η = =
′ i
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因此，最佳等长编码的效率为：

例4.2.1：二进制信源 ， 。

如果要求 ，即 ，

所以， 。此时只相当于增加了序列长度,没有编码效益。这是由

于原信源已经达到最大熵，没有冗余，因此无需进行信源编码。

而如果有冗余 ，此时要求 。可以选

取 ，从而在编码损失趋于零的同时将序列编为更短的码

字序列。

( ) 1 bitH U = 2D =

[ ]log ( )N D L H U δ≥ + N L Lδ≥ + 0δ∀ >

N L>

( ) 1 bitH U < [ ]( )N L H U δ≥ +
( )LH U N L≤ <

( )
( )
H U

H U
η

δ
=

+
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例4.2.2：设有一离散无记忆信源，

概率空间为：

对其进行近似于无失真的定长编码，若要求其编码效率为95%，差错率低

于10-6，试求符号联合编码长度

解：先求该信源的熵：

位长序列的每符号平均信息量的方差为:

⎟
⎟
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由编码效率：

解出，

编码损失为：

解得：

由此可见,需要8000多万个信源符号联合编码,才能达到上述要求,这

显然是不现实的。

( ) 95%
( )
H U

H U δ
=

+

( ) 19 1.75 19 bitH Uδ = =

( ) 2
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16 19
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定理4.2.1给出了信源编码的理论极限，但也仅具有理论上的意义，

无法在实际编码时使用它，因此没有任何工程实用价值。因为，编码损

失趋于零的条件是序列的长度趋于无穷，这会带来以下问题。

编码延时，要使编码损失无穷小，我们必须对无穷长的序列进行编

码，需要长时间的等待。

存储空间，无穷长的序列需要无穷大的存储空间。

这些问题将通过变长编码的研究解决。

log ( )C L K LH U≥ ≥

log logN D L K≥

LN KD ≥

0eP =

[ ]( ) 0C L H U δ δ≥ + ∀ >

[ ]log ( )N D L H U δ≥ +
N LM D K≤ <

0L
eP →∞⎯⎯⎯→
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定长编码在实际中的可操作问题引出了变长编码问题的研究。

定长编码是要将源序列编成尽可能短的等长信道输入序列，而变长编

码追求的是无误传输条件下的平均码长最短。

定义4.3.0（平均码长）：设一离散无记忆信源输出

各符号概率分别为 。每个源符号 用一个码字

表示， 表示码字的长度。则该编码的平均码长为

从定义可以看出，要使平均码长最短，应该是给出现概率越大的符号

编越短的码字，而给概率越小的符号编越长的码字才对。

讨论编码必须先讨论其解码问题。定长编码由于所有码字一样长，解

码方法较为简单。先通过一个例子讨论变长编码的可解码问题。

},,,,{ 21 Ksssu "=
)(,),(),( 21 KsPsPsP " ks

kn

1
( )

K

k k
k

n P s n
=

= ∑

knx
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编码示例

从解码角度来看，为实现无误传输（即收到码字后能正确的解码，找

到对应的源符号），任何编码须满足：

a) 所有 对应的码字均不相同；

b) 任意码字的解码结果不应与其它码字的解码结果相混淆。

显然，1#码不符合a)，2#码不符合b)；而3#码和4#码符合a)、b)，因

此都可解。4#码必须整体解，不能把011中的0解为 。

011111111100.125S4

0111100010.125S3

0110100.25S2  

00000.5S1

4# 码3# 码2# 码1# 码信源字符 )( kSP

kS

1S
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定义4.3.1(唯一可解码定义)：如每一个有限长源符序列所对应的码

元序列，均不同于任何其它源符序列所对应的码元序列，则称该码是唯

一可解的。

这个定义是条件b)的推广，条件b)是看一个码字，而这里是看一长串

的序列。3#码和4#码都是唯一可解码。哪个更好？二者的平均码长为：

可见，对同一给定信源，唯一可解码可以有多种，但平均码长可能会

不同。变长编码追求的是平均码长最短。所以，对给定信源，我们希望

找出其唯一可解码中平均码长最短的那种编码。

唯一可解码要满足定义4.3.1的要求，但这个定义不够直接，不太好

判断究竟是不是唯一可解码，也没有提供编唯一可解码的思路方法。

3#

4#

0.5 1 0.25 2 0.125 3 0.125 3 1.75
0.5 1 0.25 2 0.125 3 0.125 4 1.875

n
n

= × + × + × + × =
= × + × + × + × =
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下面介绍一种异前缀码，它一定满足定义4.3.1，即异前缀码一定是

唯一可解码；且其中可以找到平均码长等于唯一可解码最短平均码长的

码。满足唯一可解且平均码长最短的不只是异前缀码，但它概念直接且

很容易编，所以在变长编码中的地位非常重要，是重点研究对象。

定义4.3.2(异前缀码定义)：设一编码的第 个码字为

，则 的前 个码元序列 ，

称为 的前缀；如一个编码的码字中，任何码字都不是其它码字的前

缀，则该码称为异前缀码。

3#码是异前缀码，4#码不是异前缀码。

异前缀码的解码很简单。一旦接收序列中有码字出现，即可进行解

码而无需等待后随符号的到来，所以也叫即刻码(instant code)。

例如，收到二进制码元序列1100011010，则按3#码可在接收时即刻

地唯一解码为 。

),,( ,,2,1, k

k
nkkk

n
k xxxx "= i kikkk nixxx ≤,,,, ,2,1, "kn

kx
k

kn
kx

3 1 1 3 2s s s s s
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码树是异前缀码的数学结构，它提供了一种表示异前缀码的编码过程

和码字间关系的方便方法，是分析异前缀码的工具。

结点：码树的每一个结点代表一个码字，该码字是由从树根爬至该结

点所经历的数字。通过码树可以很方便地写出编码的码字。

分叉：码树的分叉表示码元符号的进制，分几个叉就表示几进制。

级数：从码树的根到最远结点所经过的树枝（节）数。

全码树：又称满树，所有可能的分叉点都进行了分叉。

异前缀码和码树一一对应。爬树解码，遇到叶子就解出一个码。

2013-4-12 《信息论与编码》－－信源编码 35

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

4.3  变长编码

异前缀码与码树的“一一对应”关系：

树根　　 码字起点

分叉数　　 码的进制

结点　　 码字或码字的一部分

终止结点　　 码字

节（树枝）数　　 码长

非满树　　 变长码

满树　　 等长码

全码树的结点个数：对于一个 级的 进制码树，共有 个结点。

异前缀码的码树特点：如取任一个结点为码字，则由该结点发出的所

有结点所对应的码字不可再用。即如果将某个结点选作码字，则该结点

就不能再分叉了。

n
N

n
D

1=
∑DN

1s
2s

3s 4s

0
0

0 1
1

1

3#码

1s

2s
3s

4s

0

0

1
1

1
1

4#码
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下面讨论在什么样的条件下能够编出异前缀码，异前缀码的设计方

法（如何编），进而讨论变长信源编码定理。为此，需要先证明一个

Kraft不等式，这是进行异前缀码的判别及设计的一个重要依据。

定理4.3.1(Kraft不等式)：设一编码的码元为 ，

对应于信源符号 的码字长度分别为 ，如果该码

是异前缀码，则必须有 。反之当上式成立时，总可找到一相

应的异前缀码。

意义：如果是异前缀码，一定满足不等式；如果满足不等式，则肯

定有异前缀码，但未必只有异前缀码。所以只要满足了不等式，就总可

设计出一个异前缀码。

},,{ 21 Dn aaax "∈

Ksss ,,, 21 " Knnn ",, 21

1
1
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=

kn
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k
D
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证明：先证如果是异前缀码，一定满足Kraft不等式。（必要性）

设码树共有 级，则第 层总码枝数为 个。

若某个长度为 的码枝被选用，则自该枝第 节点以后所有码枝不

能再选用，第 级共有 码枝不能再选用。

由于 中 是任意的（ ），所以码树中最高一级不能

再选用的总码枝数应为： 。

显然其值一定要小于第 层的总码枝数 ，

即有

N N ND
kn kn

knND −N

kn k 1, 2, ,k K= "

∑
=

−
K

k

nN kD
1

N ND

1
11
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再证当Kraft不等式满足时，总存在异前缀码。（充分性）

从前面证明可知：当一个码字占用了一个 级节点时，将占用第

级所有结点的 ，所有码字占用了

。

由于 满足Kraft不等式，即

这意味着码树第 级的结点未被用尽（小于），或恰好用尽（等

于），因此只要码长分布满足Kraft不等式，就可以构造一个异前缀码，

不会出现某个码字找不到结点的情况。 #

Kraft不等式是异前缀码的必要条件，也是构造异前缀码的充分条

件。

Nkn
1 k kn nD D−=
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k
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定理4.3.2：令一编码有码字长度 ，且码元符号取

值 。如该码是唯一可解的，则Kraft不等式必成立。

证明

定理4.3.3(变长信源编码定理)：令一有限信源数符

的熵为 ，则总可找到一异前缀码，使其平均码字长度 满足

；

另一方面，对于任何唯一可解编码，必有 。

即 。
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证明：先证左边（下界）

所以：

当 时，上式取等号， 达最小值。
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4.3  变长编码

再证右边（上界）

根据最佳编码的第一条原则，编码应使概率大的信源符号对应短

码，而概率小的对应长码。为此来寻求直接由信源符号的先验概率

确切知道其对应码字长度 的方法。

将一个概率为 的信源符号编码为 进制码字，其长度 （大于

等于1的整数）通常应满足：

若 是整数，则 ；

如果不是整数，则向上取整，所以有：

kn
( )kP s

( )kP s knD

( ) ( )1log logk D D k
k

n P s
P s

≥ = −

( )logD kP s− ( )logk D kn P s= −

( ) ( )log log 1 *D k k D kP s n P s− ≤ < − +

( ) ( )log 1 logD k k D kP s n D P s≤ <⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( ) ( )1 kn
k kP s D D P s≤ <
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取倒数，

由于所有的信源符号都满足上式，对 求和，可得

即：

不等式的右半部分即Kraft不等式，这说明用上述方法可以找到一个异前

缀码。 下面推导用该方法得到的异前缀码的平均码长的上界。

对*式的右半边用换底公式，可得：

两边同乘以 并对 求和，

( ) ( ) **kn
k kP s D D P s−< ≤

k

( ) ( )
1 1 1

k

K K K
n

k k
k k k

P s D D P s−

= = =

< ≤∑ ∑ ∑

1

1 1k

K
n

k
D

D
−

=

< ≤∑

1log log 1
( )k

k

n D
P s

< +

k( )kP s

( )1

1

( )log ( )
( ) 1 1 #

log log

K

k kK
k

k k
k

P s P s H U
P s n n

D D
=

=

−
< + ⇒ < +
∑

∑
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4.3  变长编码

结论：给定信源符号，如果按 来选择码长，它

一定满足Kraft不等式，即一定存在异前缀码。

编异前缀码的方法：先根据概率计算各符号的最小码长，然后把码长

按大小关系排序，构建码树，随后再从最短的码长开始，在码树上选择

结点，依次编码。

扩展编码

对 长的离散无记忆信源序列进行异前缀码编码，用 代替 ，有

两边同除以 ，得

( ) 1k kn n
kD P s D− − +≤ <

Lu u
( ) ( ) 1

log logL
LH U LH Un

D D
≤ < +

L

( ) ( ) 1
log log
H U H Un

D D L
≤ < +

L
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当 时， 。

这个结论与定长编码定理的结论实质上是一样的，都是说只要信息

量不超过信道容量，就可使编码损失充分小。但二者在实现方法上完全

不同。定长编码需要源序列达到无穷长，才能使编码损失充分小；而变

长编码可以选择异前缀码，不需要源序列无穷长，容易实现，而且异前

缀码对所有的信源符号都有编码，没有编码损失。

定义异前缀码的编码效率为：

由 得 。

当 时， 。

如果不满足等号成立的关系，可通过序列编码提高效率。使得

当 时， 。

L →∞ ( )1 0, logL n H U D→ →

( )
log

H U
n D

η =
( )

log
H U n

D
≤ 1η ≤

( ) kn
kP s D−= 1η =

L →∞ 1η →
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4.3  变长编码

由， ，分别除以 ，整理可得：

这说明，当 越大时，编码效率越高。

最后，并不是所有的异前缀码的平均码长都是最短的。

以3#码为例，平均码长下限为 。

3#码的平均码长为：

如右图所示的另一种异前缀码，其平均码长为：

显然，不是最短的。

3#码即是例4.2.2中的信源。

( ) ( ) 1
log log
H U H Un

D D L
≤ < + n

11 1
nL

η− < ≤

L

( ) log 1.75H U D =

0.5 1 0.25 2 0.125 3 0.125 3 1.75n = × + × + × + × =

1s 2s 3s 4s

0

0
0 1 1

1
3#码

2n =
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最佳，是指该方案给出了唯一可解且具有最小平均长度的编码。

同一信源可能有多种异前缀码，如何编出平均码长最短的异前缀

码？下面先讨论二进制编码。

引理4.4.1：设源符号 ，有概率

为便于讨论，设 。如果 且 ，则

最佳异前缀码必须满足可能性最小（即概率最小）的两个源符所编的码

字长度相等，且 。

结论：概率越小，码长越长，概率最小的要拥有最大码长，而且要

有两个最大码长。

证明：先证当最小概率的码不是最大长度时，就不是最佳码。即需

证明 。

用反证法。假设有某个码 比 还长，即 。

},{ 21 ksssu "∈ 1 2( ), ( ), , ( )KP s P s P s"
)()()( 21 KsPsPsP ≥≥≥ " 2≥K 2=D

2,2,1,1 −=≥= − Kknnn kKK "

, 1, 2, 1K kn n k K≥ = −"
Knkn K kn n<
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由平均码长的定义：

将 的码字与 的码字互换，形成的新编码的平均码长为：

平均码长的变化量：

这说明互换后平均码长变短了，与已知矛盾。所以最佳异前缀码必须

有： ，同理： 。

综合两式，可得： 。

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( ) ( )
K

k k K K
k

n p s n p s n p s n p s n
=

= = + + +∑ "

1 1 2 2
1

' ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
K

k k k K K k
k

n p s n p s n p s n p s n p s n
=

= = + + + +∑ "

( ) ( )
[ ]( )

' ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 0

K k k K K K k k

K k K k k K

K k k K

n n n p s n p s n p s n p s n
p s n n p s n n

p s p s n n

Δ = − = + − −

= − − −

= − − <

, 1, 2, 1K kn n k K≥ = −" 1 , 1, 2, 2K kn n k K− ≥ = −"

1 , 1, 2, 2K K kn n n k K−≥ ≥ = −"

ksKs
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4.4  最佳变长编码技术

再证最小概率的两个码长要相等，即 ，同样用反证法。

假设 ，由于 ，则必有 。

由于其它码字长度均小于 ，这意味着该码字是唯一的 级结点，

该级的其它结点均未被使用，即该码字是一个孤枝。

由于是异前缀码，该码字在 级上的结点也未被使用。因此，该

码字可以使用 级上的那个结点，即去掉孤枝。

这样就降低了平均码长，与已知条件矛盾。

综上，最佳异前缀编码必须满足：

#

可能的编码方法：

当 时，根据引理4.4.1，取 。

当 时，根据引理4.4.1，对概率最小的两个源符，取它们第

1K Kn n −≥
1K Kn n −=

1K Kn n −≠ 1K Kn n −>

Kn Kn

1Kn −
1Kn −

2,2,1,1 −=≥= − Kknnn kKK "

2K = 1 2 1n n= =

2K > Kn
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个的码元不同，而前 个码元相同，这样可以保证长度相等且为最大

码长。将二者看为一个符号，则可以得到一个新的信源符号集合。

设信源符号集合为 ，则新的符号集合共

有 种符号，记为 ，各符号对应的概

率为：

对新的符合集合，再次将最小概率的两个符号组合，进一步减小信

源符号数，直至只剩两个信源符号(两个源符时，码长均取1)，即可完成

编码。

只要我们能证明当对 的编码达到最佳时， 的编码也达到最佳，

那么我们就可以按上述的递归（迭代）编码方法得到最佳的异前缀编

码。

1Kn −

{ }1 2 2 1, , , , ,K K KU s s s s s− −= "
1K − { }1 2 2 1, , , ,K K KU s s s s s− −′ = ∪"

1

( ) 1,2, , 2
( )

( ) ( ) 1
k

k
K K

p s k K
p s

p s p s k K−

= −⎧′ = ⎨ + = −⎩

"

UU ′
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4.4  最佳变长编码技术

引理4.4.2：当 的编码为最佳时， 的编码同时达到最佳。

证明：由于是异前缀码， 和 的码长满足：

和 的平均码长之间有如下关系：

UU ′

1 1

2
1 1

k k

K K K

n n k K
n n n− −

′ = ≤ −
′ = − = −

UU ′

2

1 1
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
K K

k k k k K K K K
k k

n p s n p s n p s n p s n
−

− −
= =

= = + +∑ ∑

2

1 1
1

( ) ( )( 1)
K

k k K K
k

p s n p s n
−

− −
=

′ ′ ′ ′= + +∑

UU ′

2

1 1 1
1

( ) ( )( 1) ( )( 1)
K

k k K K K K
k

p s n p s n p s n
−

− − −
=

′ ′ ′ ′= + + + +∑

[ ]
2

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( 1)
K

k k K K K
k

p s n p s p s n
−

− −
=

′ ′ ′= + + +∑

1

1 1
1

( ) ( ) ( )
K

k k K K
k

p s n p s n p s
−

− −
=

′ ′ ′ ′ ′= + = +∑
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4.4  最佳变长编码技术

可以看出，两者只差了一个常数。也就是说，当 达到最小时， 也

达到最小。 #

通过这两个引理，就得到了最佳异前缀码的编码方法，即Huffman编

码技术。

1）将信源发出的 个符号，按其概率递减顺序进行排列。

2）将概率最小的二个符号分别编码为“1”和“0”，再对这两个符

号求概率之和。

3）将上述概率之和作为一新符号的概率，与其余的符号一起组成一

新的信源，再按概率递减顺序重新排列。（如果概率之和与原信源的某

个或某几个概率相等，则把概率之和排在上面。）

4）如此一直进行下去，直到两个合并消息的概率之和为1。

5）从最后一步开始，沿编码逆过程取各步骤编出的码元符号组成码

元符号序列即为对应信源符号的码字。

nn′

K
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例4.4.1：已知一信源的概率空间为

对其进行Huffman编码并求编码效率。

解：

⎩
⎨
⎧

1.0  ,2.0  ,2.0  ,1.0  ,4.0
   ,   ,   ,   ,

:
)(

54321 xxxxx
P X

X

0.1

0.1

0.2

0.2

0.4

概率 编码过程

0

0

1

1

0.2（ ）
0

1

0.4（ ）

0.6（ ）

0

1 1.0（ ）

二进制代码组

11

01

101

100

ib

2

2

2

3

3

00

消息

1x

3x

4x

2x

5x
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由编码结果可求得其平均码长为：

其信源熵为：

编码效率：

达到平均码长最短的异前缀码也可能会有多种。

1

( ) 0.4 2 0.2 2 2 0.1 3 2 2.2
K

k k
k

n P s n
=

= = × + × × + × × =∑

1
( ) ( ) log ( )

0.4log0.4 2 0.2log0.2 2 0.1log0.1 2.122 

K

k k
k

H P s P s
=

= −

= − − × − × =

∑X

比特　

( ) 2.122 0.964 =96.4%
log 2.2 log 2

H
n D

η = = =
X
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4.4  最佳变长编码技术

次扩展编码，即将 进制 个符号看成一个 进制的联合符号，

对扩展后的联合符号进行Huffman编码。扩展次数越大，编码效率越高。

可以对例4.4.1的信源进行二次扩展编码。

下面讨论 时的Huffman编码，即多进制Huffman编码。

首先考察异前缀码树的端枝数目（叶子结点）。

引理4.4.3：任一 进制码树的端枝数为 ，其中

为分叉次数 。

证明：当不分叉即 时，一级结点有 个。

当任意一个结点分叉生成 个结点时，增加了端枝数 个。

依此类推，分叉 次时，总的端枝数为 。 #

多进制编码时的空枝问题。（二进制不存在空枝问题）

例如：当 ，一层不够，一次分叉后两层又多出一个。

LL LKK

2D >

D ( )1M D m D= + − m
0,1,m = "

0m = D
D 1D −

( )1M D m D= + −m

4, 3K D= =
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4.4  最佳变长编码技术

显然分配码字时，空枝只能在最高层，否则平均码长不是最短的。

由于Huffman编码从最高层开始分配码元符号，所以有必要计算最高

层的空枝数，据此决定第一次给几个符号编码。

编码时： 、 已知，设空枝数为 ，则有 。

由异前缀条件， 。

所以：

整理，得

可将 看作是 的余因子。

即

所以：

只与 、 有关，对给定信源和信道是确定的，且在最高层。

K D B ( )1B K D m D+ = + −

0 2B D≤ ≤ −
0 2 2 1D B D D≤ − − ≤ − < −

( )1K m D D B= − + −

( ) ( )2 1 2K m D D B− = − + − −
( )2D B− − ( ) ( )2 1K D− −

( ) ( ) ( )12 2DD B R K−− − = −

( ) ( )12 2DB D R K−= − − −
K DB
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多进制Huffman编码的步骤如下：

1）先计算最高层的空枝数

2）对概率最小的 个信源符号编码，合并概率，重排新字符集

合的概率。

3）然后，每次对 个概率最小的符号进行编码，直至编码完成。

例4.4.2：一离散信源的概率空间为

求 时的Huffman编码。

解：先计算空枝数，

1 2 3 4 5 6

( ) 0.3 0.2 0.15 0.15 0.1 0.1
x x x x x x

P
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

X
X

3D =

( ) ( ) ( )212 2 3 2 6 2 1DB D R K R−= − − − = − − − =

( ) ( )12 2DB D R K−= − − −
D B−

D
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Huffman编码过程如下：

0.1

0.15

0.2

0.15

0.3

概率 编码过程

0

1

0.2（ ）

0

三进制代码组

1

22

20

01

ib

1

2

2

2

2

21

消息

1x

2x

3x

4x

5x

(1.0)

6x 0.1 00 2

0

1

2

0.5（ ）

1

2
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4.5 其它变长编码方法

4.5.1 费诺（Fano）码

费诺编码属于概率匹配编码。虽然有时可以得到最佳码的性能，但它

不是最佳编码。

二元Fano码的编码过程为：

1）将信源符号按概率递减的次序依次排列；

2）将排列好的信源符号划分为两大组，使两个组的概率之和近似相

等，然后对各组赋予一个二进制码元“0”和“1”。

3）将每个组的信源符号在分成两个小组，并使每个小组的概率和近

似相等，并对各组赋予一个二进制码元“0”和“1”。

4）如此重复，直至每个小组只剩下一个信源符号为止。

5）对每个信源符号，由前向后读取码符号序列作为码字。

对多元码，每次分成相应的多组即可。
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例：离散无记忆信源的概率空间如下，对其进行Fano编码并求平均码

长。

平均码长为：

1 2 3 4 5 6 7

0.2 0.19 0.18 0.17 0.15 0.1 0.01
X s s s s s s s
P

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2.72 /n = 码元 符号
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4.5  本章小结

信源编码与信道编码；信源编码追求高效、快速；输入可以分割。

序列传输

序列的概率、信息量、熵；序列通过信道(互信息熵)；等效多元信道

定长编码

无误传输 ；有损编码

变长编码

平均码长、唯一可解码（无误传输）、异前缀码、码树；Kraft不等

式；变长编码定理；扩展编码；编码效率。

最佳变长编码技术（Huffman编码）

平均码长最短的异前缀编码技术。二进制编码，最高层不能有孤枝；

扩展编码；多进制Huffman编码，空枝数的计算。

log logN D L K≥ [ ]log ( )N D L H U δ≥ +


