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主要内容与基本要求

 主要内容

 信道速率的定义；

 解码准则（最小误差与最大似然），误码率的计算；

 二元编码误差；

 多元编码误差，信道编码定理。

 基本要求

 理解信道编码的目的；理解信道速率的概念；

 理解最小误差和最大似然两个解码准则，会根据最大似然解码准则

划分输出子集；

 了解二元编码的误码率上界，会计算 ；

 了解多元编码的误码率上界，理解编码指数的含义及使用方法，掌

握编码指数的曲线变化，掌握有噪信道编码定理。

 ng s
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5.0  引言

信道编码的基本概念

信息是一种抽象的内涵，它以信号的形式在信道上传输，即信号是信

息的有形载体。

（广义的）信道编码是以信息在信道上的正确传输为目标的编码，它

可以分为两个层次。

 如何正确接收载有信息的信号

目的是消除直流分量、改造信号频谱、压缩占用带宽、抑制码间串扰

等，从而使信号适应信道的特性。这属于通信原理的研究范畴，如数字

信号的基带传输（AMI、HDBn）与载波传输（ASK、PSK、FSK）。这些编

码实际上是线路编码（line code），有时也称为信道编码。

 如何避免少量差错信号对信息内容的影响

信息论中的信道编码，即差错控制编码，包括各种纠错、检错码。
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5.0  引言

上一章证明了信源编码定理（理想信道编码定理），结论是只要信源

序列的信息量不超过信道容量，就总可以找到一种编码，使编、解码过

程所造成的误码任意小。本章将证明在有噪信道中，上述结论仍然成立。

这就是信道编码定理，即香农第二定理。

由于信道有噪声，因此传输过程会造成误码。信道编码的目的就是通

过编码来减小因传输错误而造成的误码。注意这里的误码和信源编码中

的误码含义是不同的，信源编码的误码是由于编解码过程造成的，而信

道编码的误码是由于传输错误造成的。

例如，对二元对称信道BSC。

如果不进行信道编码，则误码率为 。

假设该误码率无法达到要求，就需要编码。

比如使用三重码编码：0-000、1-111。

可以采用2/3规则判决。 1－ε

1－ε
ε
ε

0

1

0

1


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5.0  引言

这种编码方式可以纠一位错。

此时的误码率为： 。

该编码方法是把比较短的码字（1位）编成比较长的码字（3位），3

位长的二进制码字共有8种可能，这里只选用了其中的2种（000和111），

通过增加冗余增大了码字间的距离。

从此例可以看到，信道编码与信源编码相比，是反着来的，信源编码

追求的是高效，而信道编码追求的是可靠。

可见，为了保证传输正确，需要

 增加冗余，利用冗余保证正确恢复。

 合理地选择码字，增加码字间的距离。

 一套解码方法。判断与哪个码字距离最近。

 2 3 2 33 1 3 2       

3 2 2 2 2 2 2 3
3 2 2 2 2 2 2 3

000 (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )
111 (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

             
             

               
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5.0  引言

信道编码中的一对矛盾——误码率与传输效率。

 为减小误码率，必须增加码字距离，这就需要增加可选码字的集

合，而可选码字数 ，它随着 的增加指数增加。

 当 增加时，信道传递一个信源字符的时间也随之增加，这意味

着传输效率下降。

 因而在实现低误码率编码的同时，必须考虑其所要求的传输速率

方面的代价。所以对信道编码的要求是要权衡这两方面因素，既

要降低误码率，又不能使传输速率(或说传输效率)太低。

信道传输速率与解码准则是信道编解码的基础，接下来首先给出信

道速率的定义以及两种解码准则，然后讨论二元编码误差，在此基础上

证明多元信道编码定理。

NT D N
N
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5.1  信道速率

定义：信道每用一次所需要传递的信息量。

设信道编码器的输入是长为 的 进制序列，输出是 位长 进制序

列。可能的输入有 种，输出有 种， 。

设输入序列是离散无记忆的，其每符号的熵为 。

根据定义，信道速率为：

 从定义可以看出，信道速率并没有任何时间的概念，而是次的概念。

 信道速率定义与互信息定义的比较。

 编码过程不改变序列的信息量。

信源编码理想（编出的符号等概）时：

LM K
L K N D

NT D  H U
( )LH UR N

( ) log log logLLH U L K K MR N N N N   

M T
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5.1  信道速率

信道编码的目的是在满足误码率要求的前提下，使信道速率尽量接近

信道容量，也就是使一次需要传递的信息量尽可能地接近信道容量。从

而达到在满足可靠性要求的前提下充分利用信道的目的。

而编码定理要证明的就是：只要信道速率小于信道容量，总存在一种

编码使误码率任意小。

对理想无噪信道，编码定理需要证明 时，误码任

意小；（平均码长与输入熵的关系）

对有噪信道情况，编码定理需要证明 时，误码任意

小。（信道速率与信道容量的关系）

信道速率与工程中常用的数据传输速率的关系为： 。

其中 是每秒传递的比特信息量， 是信道传递一个数符所需要的时

间。

( ) logLH UR DN 
( )LH UR CN 

bitcR r
r c

bit ln 2 natc cR r r  
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5.2  解码准则

前面已提到，系统的错误概率与信道统计特性（前向转移概率矩阵）

有关。除此之外，错误概率还与编码方式及译码规则有关。

例如对BSC信道。 与 。

译码规则：设离散信道的输入符号集为 ，输出

符号集为 。译码规则就是一个函数 ，它对

每一个输出符号，确定唯一一个输入符号与其对应（即单值函数）。

译码误差：设 ，当信道输出端收到 时，如果发送端发送

的是 ，即 联合发生时，译码是正确的，否则就会译码错误。

1 2  1 2 
 , 1,2, ,iX x i K   , 1,2, ,jY y j D    jg y

  ; 1,2, ,j m mg y x x X j D    j mg y x jy
mx  ,m jx y

        
   

1 1 1 2 1
2 1 2 2

1

, , ,
, ,( , )
, ,

N

M M N

p x y p x y p x y
p x y p x yx y
p x y p x y

        
P



   

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5.2  解码准则

1. 解码误差的计算方法

设信源和信宿分别有 和 个符号消息，译码函数为 ，则

由概率间的相互关系可得译码后的误差概率为：

从输出的角度看

从输入的角度看

K D  j mg y x

     E
1 1 1 1 1 1

, ( ) ( | )D K D K D K
i j i j i j i j

j i j i j ii m i m i m
P P x y P x P y x P y P x y

       
    

       E
1 1 1

1D K D
j i j j m j

j i ji m
P P y P x y P y P x y

  
     

  E
1 1 1

( ) ( | ) ( ) 1
j i

D K K
i j i i j i

j i i g y xi m
P P x P y x P x P y x

   

        
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5.2  解码准则

我们当然希望总译码误差越小越好。

2. 最小误差解码准则（Minimum-error）
出发点：使译码后的错误概率 为最小。

方法：收到 后，发那个符号的概率最大，就解码为该符号。即如

果 ，则解码为 ，即 。

由于这种方法是通过寻找最大后验概率来进行译码的，故又常称之

为最大后验概率（Maximum A posteriori Probability）准则。

EP
y   | |m mp x y p x y m m    mx    mg y x 

        
   

1 1 1 2 1
2 1 2 2

1

| | |
| |( | )
| |

N

M M N

p x y p x y p x y
p x y p x yx y
p x y p x y

        
P



   
 信道

ymx
'mx

1x

Mx
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信道

5.2  解码准则

最大后验概率译码方法是理论上最优（解码误差最小）的译码方法。

但在实际译码时，需要计算后验概率，而后验概率的定量计算有时比较

困难，因此需要寻找更为实际可行的译码准则。

3. 最大似然解码准则(Maximum-likelihood)
最小误差解码准则：

当所有输入等概时：

以上式为准则的解码方法称为最大似然解码。

当输入等概时，两种解码准则一致。

   | |m mp x y p x y m m   
       | |m mp x y p y p x y p y m m   

       | |m m m mp y x p x p y x p x m m    
   , ,m mp x y p x y m m   

   | |m mp y x p y x m m    ymx
'mx

1x

Mx
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5.2  解码准则

例5.2.1：一离散信源的概率空间和信道的前向转移概率矩阵如下：

分别求出最小误差解码准则和最大似然解码准则的译码结果，并求出两

种译码方法的译码误差（错误传输概率）。

解：对最小误差解码准则，需要求后验概率矩阵。

  1 / 2 1 / 3 1 / 6
1/ 6 1 / 2 1/ 3
1 / 3 1/ 6 1 / 2

y | x
      

P 
1 2 3
1 1 1
2 4 4

x x xx
p x

           

     , =diag ( )
1 / 2 1 / 2 1 / 3 1 / 6 1 / 4 1 / 6 1 /12

1 / 4 1 / 6 1 / 2 1 / 3 1 / 24 1/ 8 1/12
1 / 4 1 / 3 1 / 6 1 / 2 1 /12 1 / 24 1 / 8

x y x y | x
                          

P p P
      1| , diag ( ) -x y = x y y  P P p

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

09:49 《信息论与编码》－－有噪信道编码定理 15

5.2  解码准则

所以：

根据最小误差解码准则，应译码如下：

译码正确的概率为：

      1| , diag ( )
1 / 4 1 / 6 1 /12 8 3 2 3 1 2 2 7
1 / 24 1 / 8 1 /12 3 1 9 3 8 2 7
1 /12 1 / 24 1/ 8 24 7 2 9 1 8 3 7

x y x y y    
                          

P P p
 ( ) 3 8 1 3 7 24y p

1 1 2 1 3 3, ,y x y x y x  

     
           
         

1 1 1 2 3 3

1 1 1 2 1 2 3 3 3

1 1 1 2 1 3 3 3

, , ,
| | |
| | |

1 4 1 6 1 8 13 24

CP p x y p x y p x y
p y p x y p y p x y p y p x y
p x p y x p y x p x p y x

  
  
    
   
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5.2  解码准则

所以译码误差 。

可见，这个信道的传输特性是非常差的。

对最大似然解码准则，直接由信道矩阵(前向转移概率矩阵)

可得：

此时，

可见，当输入不等概时，最大似然译码的误差比最小误差译码的误差要

大一些。

1 11 24E CP P  

  1 / 2 1 / 3 1 / 6
1/ 6 1 / 2 1/ 3
1 / 3 1/ 6 1 / 2

y | x
      

P

1 1 2 2 3 3, ,y x y x y x  
     1 1 2 2 3 3, , , 1 4 1 8 1 8 1 2CP p x y p x y p x y       

1 1 2E CP P   
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5.2  解码准则

 可以把上述概念扩大到 重扩展的符号序列，这时只要把单符号消息

变成符号消息序列，以上各种结论都是成立的。

 采用最大后验概率准则，或在输入符号先验等概时采用最大似然准则

作为译码规则，可使平均错误译码概率 达到最小值 。但无论采

用什么样的译码准则，只要存在噪声，总不能仅通过改进译码方法而

使 减小到0。

 实际的通信信道总会存在干扰和噪声，为寻求通信的可靠性，有必要

研究专门针对通信可靠性的编码技术。

4. 解码过程

解码过程的本质是对信道的输出划分子集。设信道输入为 个 长

的符号序列，输出为 个 长的符号序列。根据解码准则对输出码字

集合划分出 个子集，每个子集与输入码字或检出有错一

一对应。如输出码字集合划分为：

L

minEPEP
minEP

L
NM

N
, 0M E E   1 2 1, , , , , ,N N N N N N

M M M EY y y y y y   
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5.2  解码准则

其中 分别对应 个输入码字。而 代

表出错集合。

当信道输入 时，如果信道输出 ，则传输正确。

令 为 的补集，即 。则输入 时的误码率为：

平均误码率为：

例5.2.2：信道编码器输入“0”、“1”两种符号，采用三重码编码

方法，其输出通过 的BSC信道。用最大似然准则译码，对信道输

出划分子集并求出译码误差 、 以及 。

 1 2, , ,N N N
My y y  1, ,N N

M M Ey y M
N
mx N N

my y
C
my N

my \C N N
m my Y y N

mx
, ( | )

N cm

N N
e m m

y y
P p y x


 

,
1
( )M N

e m e m
m

P p x P



0.1 

,1eP ,2eP eP
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5.2  解码准则

解：根据三重码编码：0-000、1-111。信道可能的输出有8种。

首先根据最大似然解码准则划分子集，计算序列的前向转移概率。

3 3
1

3
2
2
2

2
2
2

3

( | )
(000 | 000) 0.9 0.729
(001| 000) 0.9 0.1 0.081
(010 | 000) 0.9 0.1 0.081
(100 | 000) 0.9 0.1 0.081
(011| 000) 0.9 0.1 0.009
(101| 000) 0.9 0.1 0.009
(110 | 000) 0.9 0.1 0.009
(111| 000) 0.1 0.0

p y x
p
p
p
p
p
p
p
p


 
  
  
  
  
  
  
  01

3 3
2

3
2
2
2

2
2
2
3

( | )
(000 |111) 0.1 0.001
(001|111) 0.9 0.1 0.009
(010 |111) 0.9 0.1 0.009
(100 |111) 0.9 0.1 0.009
(011|111) 0.9 0.1 0.081
(101|111) 0.9 0.1 0.081
(110 |111) 0.9 0.1 0.081
(111|111) 0.9 0.7

p y x
p
p
p
p
p
p
p
p


 
  
  
  
  
  
  
  29
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5.2  解码准则

通过比较，输出可以划分为下面两个子集：

由于 ，所以 。

下面计算误码率：

   3 3
1 2000,001,010,100 111,110,101,011y y ，

3 3
1 2 2 1,c cy y y y 3 3 3 3 3

1 2 1 2Y ,y y y y   

2 3 3 3
, 1 ,1 2 ,2

1
3 3 3 3
1 2 1 2

( ) ( ) ( )
( ) 0.028 ( ) 0.028 ( ) ( ) 0.028 0.028

e m e m e e
m

P p x P p x p p x p
p x p x p x p x


  
         



3 1

3
,1 ( | 000) (011| 000) (110 | 000) (101| 000) (111| 000)

0.009 3 0.001 0.028
c

e
y y

P p y p p p p


    
   


3 2

3
,2 ( |111) 0.009 3 0.001 0.028

c
e

y y
P p y


    
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5.3  二元编码误差

理论上，对任何编码都可以用5.2节的方法计算解码误差。然而，这

种计算既无法告诉我们应如何选择编码的码长以及合适的码字集合，也

不能用于证明编码定理。

因此，我们应该寻找误码率能达到的上界。通过上界不仅可以证明编

码定理，还可以深入理解编码参数的选择问题。

信道编码定理的证明非常复杂，为此先讨论二元编码的情况。

信道编码器只有两种输入，经编码后分别对应如下码字：

信道输出为： ，所有输出构成的集合记为

采用最大似然解码准则进行解码，

表示解码为 的码字集合， 。

表示解码为 的码字集合， 。

1 1,1 1,2 1, 1, 2 2,1 2,2 2, 2,, , , , , , ,N N
n N n Nx x x x x x x x x x           1 2, , ,N

n Ny y y y y   NY

1
Ny
2
Ny

1
Nx
2
Nx

1 1\C N Ny Y y
2 2\C N Ny Y y
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5.3  二元编码误差

根据5.2节的结论，发 时的误码率为： 。

由于采用最大似然解码，必有

所以：

扩大求和范围，进一步放大，得：

同理，

1
,1 1( | )

N c

N N
e

y y
P p y x


 1

Nx

   2 1 1| | ifN N N N N Cp y x p y x y y 

      
   

1

1

2
,1 1

1
1

1 2

|| 0,1|
| |

N c

N c

sN N
N N

e N Ny y
s sN N N N

y y

p y xP p y x sp y x
p y x p y x






      




     1
,1 1 2| | 0,1

N

s sN N N N
e

y
P p y x p y x s  

     1
,2 2 1| | 0,1

N

r rN N N N
e

y
P p y x p y x r  
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5.3  二元编码误差

取 ，则发不同码字的误码率可写为如下统一形式：

对离散无记忆信道：

定义辅助函数：

则

得到离散无记忆信道二元编码误码率的上界。

   1
, 1 2| | 1, 2 0 1

N

ssN N N N
e m

y
P p y x p y x m s   
1r s 

   
1 2

1
, 1, 2,

1
| |

N

N s s
e m n n n n

y y y n
P p y x p y x


 

   1
1, 2,

1
| |

n

N s s
n n n n

yn
p y x p y x


 

     1
1, 2,| |

n

s s
n n n n n

y
g s p y x p y x
 ,

1
1,2 0 1N

e m n
n

P g s m s


   
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5.3  二元编码误差

下面讨论 的性质：

 边值， 及 时的极限。

 曲线的形状， 是一个凹函数。

 ng s
0s  1s  
2,

1,
( | ) 0

(0) 1
n

n n

n n n
yp y x

g p y x


   
1,

2 ,
( | ) 0

(1) 1
n

n n

n n n
yp y x

g p y x


 
2,

1,
1,

( | )( ) ( | ) ( | )n

s
n n

n n n
y n n

p y xg s p y x p y x
     

 ng s

2,
1, 2, 1,

1,

( | )( ) ( | ) [ln ( | ) ln ( | )]( | )n

s
n n

n n n n n n n
y n n

p y xg s p y x p y x p y xp y x
      

2, 2
1, 2, 1,

1,

( | )( ) ( | ) [ln ( | ) ln ( | )] 0( | )n

s
n n

n n n n n n n
y n n

p y xg s p y x p y x p y xp y x
       
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5.3  二元编码误差

例5.3.1：取 ，

计算以下四种信道的 。

当输出只有两种可能时：

对BSC：

对Z信道：

对BEC：

1, 2,0, 1n nx x       1
1, 2,| |

n

s s
n n n n n

y
g s p y x p y x ng s

0 0

1 11-ε

1-ε
ε
ε

0 0

1 1

1-ε
ε
1

0 0

1
1
21-ε

1-ε
ε
ε

0 0

1 1

1-10－3

1-10－6
10－6
10－3

   1 1 1( ) | 0 |1 (0 | 0) (0 |1) (1| 0) (1|1)
n

s s s s s s
n n n

y
g s p y p y p p p p   

1 1( ) (1 ) (1 )s s s s
ng s        

1 1 1( ) (1 ) 0 1s s s s s
ng s        

   
1 1 1

1 1 1
( ) (0 | 0) (0 |1) (1| 0) (1|1) (2 | 0) (2 |1)

1 0 0 1
s s s s s s

n
s ss s s s

g s p p p p p p
    

  
  

  
     

Figure
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5.3  二元编码误差

计算三种不同编码方式下BSC信道的

（1）所有位均不同，取 。（最容易想到

的方式）

由例5.3.1， 。

把 与 互换， 值不变，说明其关于 对称，又由于

它是凹的，所以 在 处取得最小值。（几何上）

解得 。

因此： 。

 ng s
1 200 0, 11 1N N
NN

x x  
个

个

1 1( ) (1 ) (1 )s s s s
ng s        

1 ss  ng s 1 2s  ng s 1 2s 

)1(2)2/1()(min   nn gsg

1( ) (1 ) 1
s s

ng s    
           
1 1( ) (1 ) ln ln 01 1

s s
ng s        

                           
1 2s 
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5.3  二元编码误差

所以： 。

（2）一半码元符号相同，一半不同。

当 时，与（1）相同， 。

当 时，

当 时，

当 时，

   , 1 2 2 1 1,2NN
e m nP g m         

         1 1
1, 2, 1, 2,0 | 0 | 1| 1|s s s s

n n n n ng s p x p x p x p x  

         
   

1 1

11
0 |1 0 | 0 1|1 1| 0
1 1

s s s s
n

s ss s
g s p p p p

   
 


 
   

   1 1( ) 1 1s ss s
ng s        

         
   

1 10 | 0 0 | 0 1| 0 1| 0
0 | 0 1| 0 1

s s s s
ng s p p p p

p p
  

  
         

   
1 10 |1 0 |1 1|1 1|1

0 |1 1|1 1
s s s s

ng s p p p p
p p

  
  

1, 2,0, 1n nx x 

1, 2,1, 1n nx x 

1, 2,0, 0n nx x 

1, 2,1, 0n nx x 
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5.3  二元编码误差

所以：

比较（1）与（2）的结果：

由于 ，所以 。

 对半数位不同的编码，其误码率上界要大于所有位不同的编码。

 另一方面，方法（2）的可选码字个数要比方法（1）的多。

这说明误码率上界的增加换来了可选码字集的扩大。

（3）随机取码

设随机选中 、 的概率分别为 、 ，选取独立进行，

则选中某两个特定码字的概率为 。相应的误码率上界为：

  22, min ( ) 1 2 (1 ) 2 (1 ) 1,2
NN NN

e m nP g s m               
0 2 (1 ) 1    22 (1 ) 2 (1 )N N           

1
Nx 2

Nx  1
NQ x  2

NQ x   1 2
N NQ x Q x

   1
, 1 2| | 1, 2 0 1

N

ssN N N N
e m

y
P p y x p y x m s   
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5.3  二元编码误差

由于码字是随机选取的，因此要求其平均误码率。

上式成立，取 得：(事实上，上式关于 对称)

对无记忆信道：

       
1 2

1
, 1 2 1 2| |

N N N

s sN N N N N N
e m

x x y
P Q x Q x p y x p y x 

1 2s 
2

, ( ) ( | )
N N

N N N
e m

y x
P Q x p y x     

2
,

1
( ) ( | )

N N

N
e m n n n

ny x
P Q x p y x


     

 0,1s  1 2s 
       

1 2

1
1 1 2 2| |

N N N

s sN N N N N N
y x x

Q x p y x Q x p y x               

2

1
( ) ( | )

N n

N
n n n

xny
Q x p y x


     
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5.3  二元编码误差

再次交换求和与连乘符号：

对时不变信道，有：

对BSC信道，由于 、 独立随机选取，所以 ：

2

,
1

( ) ( | )
n n

N
e m n n n

y xn
P Q x p y x


     

2

, ( ) ( | )
n n

N

e m n n n
y x

P Q x p y x          
   0 1 1 2Q Q 

21 1
,

0 0
( ) ( | )

N

e m
j k

P Q k p j k
 

          
1
Nx 2

Nx

1 2

0
(0) ( | 0) (1) ( |1)

N

j
Q p j Q p j


      
 2 2(0) (0 | 0) (1) (0 |1) (0) (1| 0) (1) (1|1) NQ p Q p Q p Q p         
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5.3  二元编码误差

代入相应的概率值，得：

下面比较三种编码方式的误码率上界：

编码方式 所有位不同 半数位不同 随机选码

当 时，除强噪信道外，三种上界均趋于零。

 
2 2

,

2

1 1 1 11 12 2 2 2
1 12

N

e m

N

P    

 

                   
     

 2,

,

12 (1 ) 2 (1 ) 1 12
0 0 0 2
1 2 1 1 1

NNN
e m

N
e m

P
p

     





             
 

N 
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5.4  多元编码定理

一、多元编码的误码率上界

定理5.4.1：设信道的前向转移概率矩阵为 ， 为编码符

号数。采用最大似然译码准则，则对任意 和 ，有：

其中， 表示编出的某个码字矢量，设长为 ， ，即 。

是信道输出，即 。

是码字 出现的概率。

总误码率上界

 P y x
Mm 1 0 1 

2M 

    11
1, ( 1)e mP M q p


 


      

y x
x y x

x 1N N Nx
y Ny
 q x x

      11
1,

1
( 1)M

e m e m
m

P p P M q p


 





        
y x

x x y x
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5.4  多元编码定理

证明：

编码方法：随机编码

码字长为 ，设采用 进制编码，则共有 个可选码字组成可选码

字集合。设共有 种消息待传（ ）。对可选码字集合进行 次

独立随机抽取（抽取后放回），将抽出的码字组成一个码字集合 （码

字有可能重复）。

总共可以构成 个这样的码集。

由随机编码的构造过程可知，抽取任何一个码字的概率相同，且相

互独立。

Gallager上界

按照最大似然译码准则译码，若收到 译码为 ，则必有：

N D ND
M NM D M

C 1, , , ,m MC  x x x 
NMD

kx   k mp p m k  y x y x
y
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5.4  多元编码定理

即有：

定义如下指示函数：

则发送码字 时，判错的概率为：

       1 1, 0,1k k
m m

p p
p p


        

y x y x
y x y x

        0 | |( ) 1,2, ,1 | |
k m

k
k m

if m k p pI m Mif m k p p
      

y x y xy y x y x 

kx
     e k k kP I p

y
x y y x

         0
1

k mm
m k k k m

p pp
p p p




                
 y x y xy x

y x y x y x

 , 0,1  
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5.4  多元编码定理

上式右边为指示函数，即

再代入误码率公式，得

取 ，

上式即为发送码字矢量 时的误码率上界。

    mk
m k k

pI p




          
 y xy y x

      me k k
m k k

pP p p




           
y

y xx y x y x
 1 1  
      11

11e k k m
m k

P p p


 


       
y

x y x y x

kx
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对确定的码字集合 ，系统的误码率上界为：

随机编码错误概率上界

随机选码方法，进行 次独立抽取，每次从可选码字集合（共 个

可选码字）中随机抽取一个作为码字。因此，选中 作

为码字集合的概率为：

对所有可能码字集合的错误概率求统计平均，可得系统的平均错误概率

上界：
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 1, , , ,m MC  x x x 

     
1

M
e k e k

k
P C p P


 x x

NDM  1 m Mx x x , , , ,

   1
1

M
m M m

m
q q


x x x x , , , ,

   
     

1

1

1

1
1

M

M

e m M e

M
m M k e k

k

P q P C

q p P





 

x x

x x

x x x

x x x x x




 

 

, ,

, ,

, , , ,

, , , ,
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5.4  多元编码定理



   
1

1
M

e,k m M e kP q P 
x x

x x x x


 
, ,

, , , ,

         
1

11
111 2

M
M k m

m k
q q q p p


 


        

x x y
x x x y x y x




, ,

             
1

1 1
1 11 1 1

k M
k

k k k k M m
m k

q p q q q q p


    
      

y x x xx
x y x x x x x y x


 

, ,

除

     
1

1
1 M

M
k m M e k

k
p q P


 

x x
x x x x x


 

, ,

, , , ,

   
1

1
M

e,k m M e kP q P 
x x

x x x x


 
, ,

, , , ,

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

09:49 《信息论与编码》－－有噪信道编码定理 38

5.4  多元编码定理

对任意 ， 关于 是上凸的。

代入平均错误概率表达式，得：

 0,1  x x
         

         
     

1

1

1
11 1 1

1
11 1 1

1
11

M
k

M
k

k k M m
m k

k k M m
m k

q q q q p

q q q q p

M q p










  

  



   
      
    

 

 


x xx

x xx

x

x x x x y x

x x x x y x

x y x





 

 

, ,

除

, ,

除

       1 1
1 1, ( 1)

k
e k k kP q p M q p


       

y x x
x y x x y x

    11
1( 1)M q p


 


      

y x
x y x
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5.4  多元编码定理

离散无记忆信道（DMC）的错误概率上界

长为 的序列通过DMC信道的前向转移概率 。

对随机编码

将上面的关系式代入，可得

码字序列中每个符号取自同一个符号集合，具有相同的概率分布。

N  
1

( )N
i i

i
p p y x


y x

 
1

( )N
i

i
q q x


x

 
1 1

11 1
1 11 1 11 ( ) ( ) ( ) ( )

N N
e N N N

y y x x
P M q x p y x q x p y x


  


           

   



 



 N

i y x
iii

i i

xypxqM
1

1
1
1)()(1




   



 









y xy x
iii xypxqxypxq

i i







1
1
11

1
1 )()()()(
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5.4  多元编码定理

所以，DMC的错误概率上界为：

可靠性函数

由5.2节，信源编码理想时，信道速率 ，则上式

可写为：

令：

  11
11 ( ) ( )

N

e
y x

P M q x p y x
 




           
N

y x
xypxqM 


 





  


1
1
1)()(

ln RNMR M eN  
11

1ln ( ) ( )
N

y x
q x p y x

RN
eP e e








          

11
1 0ln ( ) ( ) ( , ) , 0 1

y x
q x p y x E Q


  

       
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5.4  多元编码定理

则：

可见，错误概率上界与信道速率、码符概率以及参数 有关。

二、多元编码定理

接下来讨论在什么条件下这个上界可以取得最小值，即达到最紧上

界的条件。讨论步骤如下：

 讨论 的性质。

 通过作图讨论

 讨论编码指数

最后，由该式得到误码率与信道速率及码长之间的关系。

    0exp , exp , ,e rP N E Q R NE Q R            

          


  1
1/1

0 ln, kjPkQQE
kj

   00 1, max ,rE R Q E Q R      

 ( ) max ,r rQE R E R Q
 RNE

e reP 
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5.4  多元编码定理

数学准备：Holder不等式

令 为非负数， ，且 ， 。

Holder不等式：

当且仅当对所有 ， 时上式取等号，其中 为常数。

Holder不等式变形1：

当且仅当对所有 ， 时上式取等号，其中 为常数。

, ,i i ia b p 1,2, ,i N  1i
i
p  0 1 
11 1

1i i i i
i i i
a b a b

 
 


            

1
i ia b C    Ci

1 1
1i i i ip a p b C  

11 1
1i i i i i i i

i i i
p a b p a p b

 
 


            

i C
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5.4  多元编码定理

Holder不等式变形2：

当且仅当对所有 ， 为常数时上式取等号。

引理5.4.2：令 为一概率向量，

令 。则

在 区间关于 非增，是凹函数。且除对于所有 ， 为常数

外， 严格减，严格凹。

1 1

0r sr s
i i i i

i i
p a p a r s            

0ip  ia

      1,,1,0  KQQQQ 
1,,1,0,0  Kiai 

   1 1/
0

ln
sK s

k
k

f s Q k a


    

  0Q k s0s  ka f s
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5.4  多元编码定理

证明：首先证明非增。

由Holder不等式变形2知

在 区间关于 非增，且除对所有 ， 为常数外严格减。对

其取自然对数，因为自然对数是严格增函数，所以 是非增的，且

除 ,  为常数外严格减。

再证明是凹函数（弦在曲线上）。用定义证明：

任取 ，令 ，其中 。

则需要证明：

令 ，则 ，显然

  s
s

k
K

k
akQ 


 /11

0
s0s    0Q k  ka  f s  0Q k  ka

1 2 1 2, 0,s s s s   1 21s s s   

0 ,1 1   
)()1()()( 21 sfsfsf  

1s
s
 
1 2

2 1

1 1 1, , , ,1 0,s s s s s s s s
           

2(1 )1 s
s
  

0 1 
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5.4  多元编码定理

所以：

于是：

两边取对数，得：

即 ，所以 是凹函数。

1 1
1 2 1 21/( ) ( ) ( )s s s ss

k k k k
k k k
Q k a Q k a Q k a a       

1 1
1 2

(1 )
1/( ) ( ) ( )s s

s s s
s

k k k
k k k
Q k a Q k a Q k a

                  

1 21 1
1 21/ln ( ) ln ( ) (1 ) ln ( )s s

s s s
s

k k k
k k k
Q k a Q k a Q k a                    
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5.4  多元编码定理

等号成立的条件是： 。

对 ， ，即 为常数。

步骤1： 的性质

 性质1

 性质2

 性质3

根据性质绘制 曲线。

1 1
1 2( ) ( )s s
k kQ k a Q k a C 

1 21 1s s
ka C   0Q k  ka

 0 ,E Q   0,
2

0
2 



 QE 10  

       0 0 0

0 1

, , ,; 0E Q E Q E QI P Q
 

  
  

 

       
  0,0 QE  10  

10  

   ~,0 QE
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5.4  多元编码定理

证明：性质1，任取 ， ，令 。

显然，

所以：

令 ，则

因此，

根据引理5.4.2，令 ，可得：

)1)(1()1()1(11 21213  
1 2
3 3

(1 ) (1 )(1 )1 1 1
   

 
    

2
3

(1 )(1 )1 1
  

   

3 1 1 2 21 , 1 , 1s s s       

1 20    0 1  3 1 2(1 )     

3 3 3 1 2

1 1 1
1 1 1 1 1

   
    

        

1
3

(1 )
1

  
 

3 1 21 1 11 1 13 1 2
1 (1 ) (1 )(1 )

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )
k k k
Q k p j k Q k p j k Q k p j k  

    
  
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5.4  多元编码定理

两边对 求和，并再次利用Holder不等式，

两边取对数，有

311 3
1

( ) ( | )
j k

Q k p j k 



    

j




 





 









  
 









j kj k

j k

kjpkQkjpkQ

kjpkQ
)1()1(

1

2
21 11

11 1

3
31 1

)|()(ln)1()|()(ln

)|()(ln










1 21 11 11 2
(1 ) (1 )(1 )

( ) ( | ) ( ) ( | )
j k k

Q k p j k Q k p j k 
   

 
              
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5.4  多元编码定理

所以， 是关于 的凸函数。性质一得证。

取等号的条件，（共两次放大）

第一次：对所有

第二次：对所有 ，

即

性质2：由性质1立即可知， 是个减函数。

 0 ,E Q 
const)|(,0)|(  kjpkjp

)1()1()1()1( 2
21 11

11 1 )|()()|()(











  

kk
kjpkQckjpkQ

)1()1( 2
21 11

11 1 )|()()|()(











  

kk
kjpkQckjpkQ

j

  0,
2

0
2 



 QE

 0 ,E Q       0 0 0

0 1

, , ,E Q E Q E Q
 

  
  
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5.4  多元编码定理

由Holder不等式变形2，除对所有 外，

是 的严格减函数。

因此，

也是 的严格减函数。

所以，

是 的严格增函数。

即

接下来，求偏导，令

const)|(,0)|(  kjpkjp
)1(

11)|()(








 

k
kjpkQ 

  



 

j k
kjpkQ

)1(
1 1)|()(


 

11
(1 )

0 ( , ) ln ( ) ( | )
j k

E Q Q k p j k 
 

         0,0 



 QE

    1)(,)|()()( 11 gkjpkQf
k    


  )(
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5.4  多元编码定理

因此， 。     
0 , ln g

j
E Q f    

 
11

( ) ( )
0
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0

0
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
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
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5.4  多元编码定理

性质3：

由性质2，其一阶导数大于零，所以 。

总结性质

 性质1，它是凸函数，其一阶导函数是个减函数。

 性质2，它是增函数。

 性质3，函数恒为正，即在第一象限。

 
( ) ( | ) ln ( ) ( ) ( | ) ln ( | )

( ; ) ;
j k j k

Q k p j k p j Q k p j k p j k
I X Y I P Q

  
 
 

  1
1

1
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0
0, ln ( ) ( | )
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E Q Q k p j k
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









     
    

 

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5.4  多元编码定理

根据以上性质，绘出 的曲线如下：

步骤2：求

   ~,0 QE

0 1

),(0 QE 



),( QPI

   00 1, max ,rE R Q E Q R      

   0 0, ,E Q R E Q R  
 

       
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5.4  多元编码定理

因此驻点应满足： 。

由 性质2，当

时，在 区间有驻点，否则最大值只能在边界取得。

此时， 。

随着 从0变到1， 从 单调减小到 ；

而 从0单调增加到 。

在此区间内， 曲线的斜率为：

 0 ,E Q R    0 ,E Q
   0 0

0 1

, ,E Q E QR
 

 
 

 

   
10       0 0, , ,rE R Q E Q E Q      

 R  ;I P Q 0 1E    ,rE R Q    0 0 11, ,E Q E Q      ,rE R Q R  ,rE R Q
R   
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5.4  多元编码定理

当 时，

当 时，

因此，

当 时， 。

而当 时， 。

 0 1
,R E Q     

 0 , 0E Q R  0 
1     0 0, 1,E Q R E Q R   

   0, 1,rE R Q E Q R 
 ;R I P Q  , 0rE R Q 

E Q0 1( , )

 
 

E Q0
1

( , )


0
0

( , )E Q


 
 

( , )rE R Q

0 R
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5.4  多元编码定理

步骤3：求 ，绘 曲线

对 优化，可以使互信息熵 最大达到信道容量 ，曲线朝右

走。

特殊情况：当 时， 。

定理5.4.3 (有噪信道编码定理) ：对于任何离散无记忆信道（DMC），

随机编码指数 在 范围内，是凹的、单调减和正函数。

   max ,r rQE R E R Q   RREr ~
C ;I P QQ

( )rE R CR 0
  , ( ) 0, , , , 0rNE R

e r e eP e R C E R N P N P      

 2
0

2
, 0E Q


 

 0 , constE Q


 
   0 0

0 1

, ,E Q E Q
 

 
 

 

  

 rE R

C R
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5.5  本章小结

 信道速率的定义、意义及计算

 最大似然解码准则、最小误差解码准则，划分子集，解码误差的计算。

 二元编码误码率的计算

 多元编码误码率

 的性质、曲线

 编码指数的性质、曲线（有噪信道编码定理）

1 1
2, ( ) min ( )N N

e n e n
n n

M P g s P g s
 

   
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| | |
| |( | )
| |

N

M M N

p x y p x y p x y
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        
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     , =diag ( ) |x y x y xP p P

     , = | diag ( )x y x y yP P p
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5.3  二元编码误差

比较后两者：

第3种可化为：

由

可得：

又

代入*式，可得：

   2
,

1 11 12 2
N N

e mP                  
     21 11 1 1 02 4               
   1 1 1 *4       
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       21 11 2 1 1 2 12 2                  


